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Druhá zpráva byla vypracována skupinou odborníků pod vedením dr. Hirsche Cohena 
z IBM, a to na žádost podsekretáře ministerstva obrany USA. 

Oba panely došly ke shodným nebo podobným závěrům ohledně situace matema­
tického výzkumu jako Davidova komise, a proto byly jejich materiály rovněž zařazeny 
do sborníku. 

vyučovaní 
VIEME AKO TŘEBA VYUČOVAT 
GEOMETRIU ? 

Ján Gatial, Milan Hejny, Bratislava 

1. Dve přístupové strategie 
k struktuře matematických vědomostí 

Matematické vědomosti móžeme evido­
vat', uchovávat' a prezentovat' dvoma spó-
sobmi: axiomaticky a geneticky. Porov-
najme specifika oboch týchto prístupov. 

Axiomatický přístup je osnovaný na 
logickej zákonitosti. Ním vytvořená po­
znatková struktura je „nadčasová", akoby 
raz navždy kodifikovaná, ucelená a ne­
měnná. V základoch tejto struktury ležia 
primitivné (nedefinované) termíny a doho-
vorom přijaté (nedokazované) tvrdenia — 
axiómy. Z nich sa potom striktně logický­
mi úvahami vyvodzujú ďalšie tvrdenia 
a definíciami zavádzajú ďalšie termíny. 
Hierarchickú výšku termínu či tvrdenia 
v tejto struktuře určuje jeho „vzdialenosť" 
od základov. 

Genetický přístup je osnovaný na psy-
chickej zákonitosti. Ním vytvořená po­
znatková struktura je dynamická, mění sa 
v čase. V základoch tejto struktury ležia 
názorné a konkrétné skúsenosti člověka. 
Z nich sa postupným prediferencovaním 

vytvárajú pojmy a vynárajú zákonitosti. 
Pojmy aj zákonitosti sa v dósledku no­
vých, Iudskou činnosťou získaných skúse­
nosti, stávajú presnejšie, jasnejšie, všeobec-
nejšie a abstraktnejšie. Hierarchickú výšku 
pojmu či zákonitostí v tejto struktuře urču­
je počet abstrakčných (kvalitatívnych) 
zmien, ktoré bolo nutné vykonat', aby sa 
od základov došlo až k nim. 

Rozdielnosť oboch strategií budeme 
ilustrovat' na příklade róznej interpretácie 
známého pravidla J. A. Komenského „od 
jednoduchého k zložitému". Ide o kon-
kretizáciu slova „jednoduché". Ak zvolí­
me axiomatický přístup, tak prvé naj-
jednoduchšie termíny, s ktorými začneme 
žiakov oboznamovať, budu: bod, priamka, 
rovina, incidencia. Ak zvolíme genetický 
přístup, tak prvé pojmy vo vyučovaní 
budu: kočka, vrchol, stená, hrana. 

Vo fylogenéze sa obe přístupové stra­
tegie striedali, prelínali a navzájom oboha­
covali. Rozpor medzi genetickým a axio­
matickým prístupom má dialektický cha­
rakter, a to aj napriek tomu, že ho občas 
stúpenci toho či onoho presvedčenia po­
važovali za rozpor antagonistický. Dia-
lektičnosť uvedeného rozporu sa azda naj-
názornejšie ukáže vtedy, keď si představí­
me, že by jeden z prístupov natrvalo 
prevládol nad druhým. Bez axiomatického 
přístupu by nahromaděné poznatky a poj­
my vytvořili prales intuitivných teorií 
plných difúznych pojmov, hypotetických 
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tvrdení a nevyjasněných paradoxov. Bez 
genetického přístupu by poznanie ustrnulo 
a stalo sa neschopné ďalšieho rozvoja. 

Zákonitost' dialektickej vazby axioma­
tického a genetického přístupu, vyvodenú 
z analýzy historie matematiky, móžeme 
previesť aj na rozvoj matematických vědo­
mostí žiaka. V ontogenéze rovnako ako 
vo fylogenéze sa striedajú obdobia nado-
búdania nových skúseností s obdobiami 
štrukturalizačnými, v ktorých sa nové 
poznatky hierarchizujú a včleňujú do už 
existujúcich kognitívnych struktur. Do-
mnievame sa, že rovnako ako v historii 
matematiky, aj pri osvojovaní si vědo­
mostí jedincom, musia obe polaritné 
strategie harmonicky a vyvážené koopero­
vat'. Neprimerané zdórazňovanie jednej 
zo zložiek, ale najma absencia druhej vedie 
k deformácii celej kognitívnej struktury. 

V nedávnej době sme boli nielen sved-
kami, ale dokonca aktérmi jednej takej 
deformácie, ktorej dósledky ešte stále 
pociťujeme. Pokusíme sa opísať příčiny, 
priebeh i následky tohto javu. 

2. Skúseností z „množinovej matematiky" 

Na začiatku 60. rokov sa v mnohých 
zemiach světa rozběhla zásadná přestavba 
vyučovania matematiky akcentujúca axio-
matickú prístupovú stratégiu. Příčiny tejto 
iniciativy vidíme v sůhrne niekolkých 
okolností: 
— Nezvyčajne velký počet popredných 
světových matematikov sa začal intenzívně 
zaoberať problematikou vyučovania mate­
matiky. 
— Matematické myslenie bolo rozhodujú-
cim spósobom ovplyvnené vrcholiacim 
obdobím Bourbakiho koncepcie, ktorej 
nosnou ideou bola štrukturalizácia a axio-
matizácia. 

— Prudký nárast nových objavov viedol 
k prehodnoteniu vzdělávacích cielov; na-
miesto tradičného ciela dať žiakovi ucele­
ný súbor poznatkov, vystúpil do popredia 
ciel rozvoja tvořivých schopností žiaka 
a jeho orientácie k celoživotnému vzde-
laniu sa. 
— Rozvoj kalkulačiek a počítačov viedol 
k myšlienke o nepotrebnosti drilového 
nácviku aritmetických operácií; namiesto 
týchto partií sa žiadalo zaviesť do osnov 
učivo napomáhajúce rozvojů logiky, ab-
strakcie a tvořivosti. 

Rozhodujúcu úlohu pri hladaní novej 
cesty vo vyučovaní matematiky zohrala 
skutočnosť, že protagonistami iniciativy 
boli skoro výlučné profesionální matema­
tici s bohatými znalosťami matematiky, 
ale iba malými, ba neraz nulovými skúse-
nosťami vyučovania matematiky na ZŠ. 
Je pochopitelné, že ich pozornost' bola 
zameraná na matematiku a nie na žiaka. 
Věřili, že ak v osnovách a učebniciach 
vyměníme nezáživné počtárske nácviky 
za ušlachtilé uvažovanie, vyvodzovanie, 
experimentovanie, zovšeobecňovanie a dó-
vodenie tak kvalitativně zlepšenie výsled-
kov výučby bude zaručené. Žiaci nebudu 
možno vedieť počítat', ale budu vedieť 
myslieť a argumentovat'. Ich matematické 
vědomosti už nebudu mozaikou návodov 
a receptov, ale ucelenou strukturou za­
kotvenou v pojmoch množina, relácia, 
operácia. 

Modernizačný prúd zachvátil prevažnú 
časť vyspělých zemí světa, najintenzív-
nejšie, asi v dósledku vplyvu Borbakiho, 
frankofilnú oblasť. Matematika sa stala 
ohniskom školskej problematiky, naj-
diskutovanejším výukovým predmetom, 
a to nielen medzi pedagógmi, ale aj medzi 
širokou, najma rodičovskou verejnosťou. 
Učitelia matematiky boli školení a přeško­
lovaní, chvatné sa písali nové učebnice 
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a metodické komentáre, knižný trh bol 
zaplavený publikáciami, v názve ktorých 
bolo skloňované slovo množina. Očakával 
sa kvalitatívny skok vo vzdělávaní nastu-
pujúcej generácie. 

Prvé skúsenosti s modernizáciou, získa­
né na experimentálnych školách, boli 
nadějné. Učitelia konstatovali, že vzrástla 
úroveň abstrakcie, argumentácie a tvoři­
vosti žiakov. Výrazné sa změnil postoj 
žiakov k matematike. V anketách hodno-
tiacich oblúbenosť jednotlivých predmetov 
sa matematika dostávala najedno z prvých 
miest. Zmizol tradičný strach z matemati­
ky. Množinová matematika si získala aj 
učitelov, ktorí sa k nej stávali spočiatku 
nedóverčivo. Zdalo sa, že sa vyučovanie 
matematiky dostává na novů, podstatné 
vyššiu úroveň. 

Přešlo niekolko rokov a situácia sa 
začala meniť. Objavili a množili sa skep­
tické hlasy spochybňujúce úspěchy v ob­
lasti abstrakcie a tvořivosti. Navidomoči 
slábli úspěchy motivačně. Viacerí učitelia 
si ťažkali, že druhá generácia množino­
vých žiakov nemá spontanitu a pracovné 
nadšenie generácie prvej. Do škol sa vracal 
dril, formalizmus a verbalizmus. Křivka 
množinového experimentu bola na zostu-
pe. Vo vyučovaní matematiky mnohých 
zemí nastali výrazné korekcie, neraz až 
na návrat k predmnožinovým osnovám 
a učebniciam. 

3. Analýza opísaných skúsenosti 

Na parabolickom priebehu množinové­
ho experimentu je zarážajúca jedna sku-
točnosť: prečo změna učebnej látky spóso-
bila změnu ducha vyučovania matematiky 
iba na určitú dobu? Prečo sa po pár rokoch 
zo školy vytratili nadšenie a tvorivosť, 
hoci koncepcia výučby bola i naďalej 
množinová? Veď po začiatočných ťaž-

kostiach, keď učitelia nové učivo vecne 
i metodicky zažili, dal sa prirodzene čakať 
ďalší vzostup a nie pokles vyučovania 
matematiky. Ako si vysvetliť tuto paradox-
nú skúsenosť? 

Podlá nášho názoru sa celá skúsenosť 
javí paradoxná preto, lebo vychádzame 
z pomýleného předpokladu, že příčinou 
zmien vo vyučovaní matematiky bola změ­
na učiva. Nazdávame sa, že příčinou zmien 
nebolo učivo, ale učitel. V učitelovi, 
v změnách jeho psychiky třeba hladať vy­
světleme celého priebehu množinovej skú­
senosti. Zavedením nového učiva boli 
učitelia prinútení opustiť rutinné metody 
práce a výrazné zapojiť do vyučovacieho 
procesu vlastnú osobnosť. Učitelia sa stali 
žiakmi, lebo sa museli učiť novů látku. 
Na hodinách ju potom nereprodukovali, 
ale produkovali. Tvorivosť učitelova a jeho 
intelekčné vypátie indukovali rovnakú 
psychickú orientáciu aj v žiakoch. Radosť 
z osobnostného rastu a možnosť sebe-
realizácie motivovali pracovnu klímu trie-
dy a odstranili z matematiky strach. Po 
určitej době toto přechodné stádium, 
v ktorom bol učitelovi vytvořený priestor 
pre prácu na sebe, pominulo. Akonáhle 
si učitel nové učivo osvojil a musel opáť 
popři plnom vyučovacom úvazku vyko­
návat' aj ďalšie školské i mimoškolské 
povinnosti, začal svoju prácu ekonomizo-
vať. Namiesto energeticky náročných dia-
lógov sa do triedy opáť vrátila klasická 
technika monologu vysvetlovania a skú-
šania. Namiesto náročného objavovania 
boli žiakom předkládané návody a pra­
vidla. Do školy sa začal vracať verbalizmus 
a formalizmus a s nimi i strach z matema­
tiky. K rychlému úpadku tvořivosti ne­
málo přispělo aj to, že výsledky výučby 
boli vyhodnocované starými kritériami. 
Úspěšnost' žiakovej práce bola hodnotená 
nie mierou jeho nápaditosti a intelekčného 
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vypátia, ale stupňom rychlosti a přesnosti 
imitácie činností demonstrovaných uči-
telom. Také je podlá nášho názoru vy­
světleme příčin priebehu „množinovej ma­
tematiky". 

4. Poučenie vyplývajúce z analýzy 

Celosvětový experiment, napriek svojej 
nízkej úspěšnosti, priniesol dóležité po­
znatky pre pedagogickú vedu vo všeobec­
nosti a pre metodiku matematiky osobitne. 
Závažnost' týchto uzáverov je zdóraznená 
tou skutočnosťou, že východiskový expe­
riment nebol obmedzený na jednu či 
niekolko zemí, ale bol skutočne celosvěto­
vý. Podlá nášho názoru spomedzi získa­
ných poznatkov třeba vyzdvihnúť najma: 

— Determinujúcim agentom kvality vý-
učby je učitel. Osnovy, učebnice a výukové 
pomócky tu majú iba sekundárný význam. 
— Miera rozvoja tvořivosti žiakov je pria-
mo úměrná miere intelekčnej práce, ktorú 
do vyučovacieho procesu vloží učitel. 
K podobnému uzávěru došiel i sovietsky 
psycholog A. N. Luk: „Ak má učitel 
velké tvořivé schopnosti, nadaní žiaci 
majú výraznejšie úspěchy a výsledky 
žiakov s menej rozvinutými tvořivými 
schopnosťami sú slabšie. Ak sa vyučujúci 
sám nachádza na dolnej hranici stupnice 
tvořivých schopností, úspěchy menej 
schopných študentov sa javia ako váčšie. 
V tomto případe sa mimoriadne nadaní 
žiaci neprejavujú, nerealizujú svoje mož­
nosti. Učitel akoby upřednostňoval ten 
psychologický typ, ku ktorému sám 
patří."*) Přitom samostudium učitela, 
jeho práca na sebe je organickou a velmi 
dóležitou súčasťou vyučovacieho procesu. 

— Váčšina učitelov matematiky (a prav-

*) Pozři A. N. LUK: Psychologia tvořivosti, 
Pravda, Bratislava, 1981, str. 62. 

depodobne to možno povedať aj o iných 
predmetoch) je schopná podstatné skva-
litniť vyučovací proces, ak má k tomu 
vytvořené pracovné podmienky. Otvorená 
zostáva otázka, či takú úroveň možno 
udržať dlhodobo. 
— Tvořivý systém výučby vyžaduje zá-
sadnú změnu systému hodnotenia výsled-
kov výučby. Popři tradičných kritériách, 
orientovaných na meranie reproduktív-
nych a pamáťových abilít žiaka, třeba 
zaviesť aj kritéria na meranie tvořivosti 
a intelekčného úsilia žiaka. Tieto kritéria 
třeba najprv rozpracovat' — to je podlá 
nášho názoru zložitá a nástojčivá úloha 
teorie vyučovania matematiky dneška. 
— Ak vo vyučovaní matematiky jedno­
stranné upřednostníme axiomatický pří­
stup, nedosiahneme tým poznanie ab-
straktnejšie a štrukturálnejšie, ale formál-
nejšie a verbálnejšie. 

Doteraz sme uvažovali o vyučovaní 
matematiky v celku. Teraz sa podrobnejšie 
zameriame na oblasť nášho hlavného 
zaujmu — na geometriu. 

5. Miesto geometrie v množinovej 
matematike 

Začneme aspoň letmým pohladom do 
dvoch učebnic prvého (úspěšného) ob-
dobia modernizácie. Prvá z nich [ l ] vyšla 
v Paříži v roku 1961 a je určená učitelom. 
Jej autorka Lucien Felix je žiačka Henriho 
Lesbegua, skúsená učitelka a zapálená 
propagátorka modernizácie. Zo 470 stráň 
textu je geometrii věnovaných posledných 
186, keď najprv boli vybudované základné 
struktury, aritmetika s algebrou a mate­
matická analýza. Geometria sa stává 
vyvrcholením a syntézou celej matemati­
ky, nie však ako metoda skúmania ob-
jektov, ale ako určitá strešná Struktura. 
Jasné to napísala autorka v úvode prvej 
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kapitoly: „Súčasná matematika sa ani tak 
nezapodieva objektami ako Strukturou 
vzťahov medzi nimi. Tak skoro celá 
tradičná geometria, ak ju chápeme ako 
teóriu o operáciách, je představená v tvare 
algebry, obrázky sa tu stávajú nepotřebné, 
či dokonca nebezpečné, hoci učitelovi je 
ponechaná volnosť pri používaní náčrtov 
pomáhajúcich intuícii." Pri takom pohlade 
sa kedysi nosné geometrické pojmy a vety 
stávajú iba podružnými ilustráciami všeo­
becných pojmov algebry. Rovnobežnosť 
je ilustráciou pojmu lineárnej závislosti 
vektorov, Cevova veta je uvedená ako 
aplikácia barycentrického kalkulu a zá­
kladné tvrdenia o všeobecnom trojuhol-
níku (veta sinusová, veta o súčte uhlov) 
sú prezentované takto: 

,,Všeobecný trojuholník: Nutná a posta-
čujúca podmienka, aby a, b, c, a, p, y boli 
prvkami trojuholníka, je daná sústavou 

u 
a + P + y = n 

sin a sin P sin y 

a > 0, p > 0, y > 0, 0 + y < T I . " 

Na prvých 120 stranách geometrie je iba 
5 obrázkov. 

Druhá učebnica, do ktorej nazrieme 
(Condamine, M., Vissio, P.: Mathéma-
tique Terminálem C et T, Paris, Delagrave 
1967, 1968), vyšla tiež v Paříži. Úctyhodný 
je už rozsah knihy: 638 stráň algebry 
(1. diel), 447 stráň analýzy (2. diel) a 807 
stráň geometrie (3. diel), sumárně 1892 
stráň textu — rozhodne nie jednoduchého. 
Pokial ide o obrázky, je táto učebnica 
ilustrovaná bohato. Jej koncepcia je však 
dósledne štrukturálna ako pri [ l ] . Tak 
například pojem vektorového priestoru 
je definovaný na prvej straně textu a pojem 
grupy rovnolahlostí afinného priestoru je 
na straně 34. Zato však veta o obvodovom 
a stredovom uhle je až na straně 634. 

Dnes, keď člověk listuje stránky týchto 
učebnic, nechce ani veriť, že ešte nedávno 
vládla v matematických kruhoch opti­
mistická viera o skvelom úspěchu, ktorý 
pomocou nich vo vyučovaní matematiky 
získáme. 

6. Miesto geometrie v dnešnej škole 

V úvode svojich skript popredný anglic­
ký topológ E. Ch. Zeeman napísal:„Pred 
2000 rokmi bola geometria jedinou doko­
nalou a ucelenou vědeckou disciplínou. 
Dnes,zdá sa,že geometria je jedinou častou 
matematiky, ktorej obrysy sú velmi ne­
jasné." Druhá časť Zeemanovho výroku 
sa dá preniesť aj na vyučovanie geometrie. 
Ešte nedávno pevná a základná zložka 
osnov matematiky sa pod štrukturalizač-
ným tlakom množin rozpadla na nejasné 
a mozaické úlomky. V súčasnosti sa opáť 
volá po nutnosti vrátiť syntetickú geo-
metriu do škol. Značná róznorodosť však 
panuje v názoroch na realizáciu tohto 
návratu: S ktorými pojmami začínať 
vyučovanie geometrie? Aké miesto veno-
vať planimetrickým konštrukciám? Kedy 
začať a ako hlboko ísť vo vyučovaní 
transformácií? Čo so stereometriou? Učiť 
analytičku geometriu pod zorným uhlom 
geometrie, aleto algebry? atď. Tieto 
a mnohé ďalšie otázky, týkajúce sa vyučo-
vania geometrie, čakajú na odpověď. 
Spósob, ktorým na ne odpovedajú súčasné 
osnovy a učebnice, sotva móžeme považo­
vat' za optimálny, ak kriticky zhodnotíme 
jeho výsledok — úroveň geometrického 
myslenia absolventov našich škol. Podlá 
nášho názoru riešenie tohto problému 
vyžaduje hlbšie znalosti o genetickej struk­
tuře geometrie ako o organickej súčasti 
kognitívnej struktury žiaka vóbec. Potře­
bujeme presnejšie poznať mechanizmy, 
ktorými sa uskutočňuje proces učenia sa 
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geometrie. Potřebujeme odhaliť vzťahy 
medzi činnosťami žiaka a ich účinkami 
na rozvoj jeho vědomostí a spósobilostí. 
Potřebujeme rozpracovať nový systém tes-
tovania a hodnotenia žiaka. 

Aby sme naše úvahy o geometrii ukon­
čili optimisticky, dovolíme si sformulovať 
niekolko konkrétných metodických pro-
blémov, ktoré předkládáme čitatelovi ako 
náměty na samostatný výskům: 

1. V rámci experimentov a experimentál-
neho vyučovania sme pozorovali, že 
děti vo veku 5 — 6 rokov a chlapci vo 
veku 10 — 12 rokov majú prirodzený 
sklon k riešeniu stereometrických úloh. 
Má toto naše pozorovanie všeobecnú 
platnost'? Ak áno, aké stereometrické 
činnosti sú pre děti uvedeného veku 
najviac príťažlivé? 

2. Existujú slabší žiaci s výbornou stereo-
metrickou predstavivosťou. Objavovali 
sme ich nasledujúcim testom: žiakovi 
sa niekolko sekund ukáže stavba 
z kociek, úlohou žiaka je postavit* 
kópiu tejto stavby, nakresliť tuto stav­
bu, připadne zodpovedať otázky typu: 
„Kolko kociek malá stavba v druhom 
podlaží?" Zdá sa nám, že výbornú ste-
reometrickú představivost'slabého žiaka 
možno využiť na jeho kognitívnu akce-
leráciu. Nevieme, ako záměr realizovat'. 

3. V rozsiahlom stereometrickom teste 
realizovanom na študentoch maturit-
ných ročníkov a prvoročiakoch — 
vysokoškolákoch najhoršie dopadla ú-
loha „Určité velkost' uhla tělesových 
uhlopriečok kočky". Výsledok bol pre 
nás prekvapujúci. Očakávali sme, že 
niektoré iné úlohy dopadnu horšie. 
Například: „Určité poloměr gulovej 
plochy opísanej kocke, ak poznáte 
poloměr gulovej plochy do kočky 
vpísanej", alebo „nakreslíte taký rovin­
ný rez kočky, ktorý je páťuholník". 

Nevieme si vysvětlit', v čom je náročnosť 
prvej úlohy. 

4. V ktorom veku sú žiaci motivačně 
citliví na tieto úlohy: a) konštrukčné 
planimetrické úlohy, b) úlohy o stredo-
vej a osovej súmernosti. Získanie od-
povede by pomohlo určiť, kedy uvede­
né dva tematické celky zaradiť do 
osnov. 

5. Porovnat' výsledky dvoch metodických 
koncepcií vyučovania analytickej geo­
metrie: 
1. najprv vektorový kalkul, potom 

klasická analytická geometria; 
2. najprv úvod do klasickej analytickej 

geometrie roviny, potom vektorový 
kalkul. 
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