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tického vyzkumu jako Davidova komise, a proto byly jejich materidly rovnéZ zafazeny

do sborniku.

vyucovani

VIEME AKO TREBA VYUCOVAT
GEOMETRIU?

Jdn Gatial, Milan Hejny, Bratislava

1. Dve pristupové stratégie

k $truktiire matematickych vedomosti

Matematické vedomosti mdzeme evido-
vat, uchovdvat a prezentovat dvoma spo-
sobmi: axiomaticky a geneticky. Porov-
najme §pecifikd oboch tychto pristupov.

Axiomaticky pristup je osnovany na
logickej zdkonitosti. Nim vytvorend po-
znatkova Struktura je ,,nadc¢asovd®, akoby
raz navzdy kodifikovand, ucelend a ne-
mennd. V zdkladoch tejto Struktury leZia
primitivne (nedefinované) terminy a doho-
vorom prijaté (nedokazované) tvrdenia —
axiomy. Z nich sa potom striktne logicky-
mi Uvahami vyvodzuji dalSie tvrdenia
a definiciami zavddzaju dalSie terminy.
Hierarchicku vySku terminu &i tvrdenia
v tejto Strukture urcuje jeho ,,vzdialenost*
od zdkladov.

Geneticky pristup je osnovany na psy-
chickej zdkonitosti. Nim vytvorend po-
znatkova §truktuara je dynamickd, meni sa
v Case. V zdkladoch tejto Struktury lezia
ndzorné a konkrétne skusenosti ¢loveka.
Z nich sa postupnym prediferencovanim
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vytvdrajl pojmy a vyndraji zdkonitosti.
Pojmy aj zdkonitosti sa v dosledku no-
vych, Tudskou ¢innostou ziskanych skise-
nosti, stdvaju presnejsie, jasnejsie, v§eobec-
nejsie a abstraktnejsie. Hierarchicku vysku
pojmu ¢i zdkonitosti v tejto Struktire uréu-
je pocet abstrakénych (kvalitativnych)
zmien, ktoré bolo nutné vykonat, aby sa
od zdkladov doslo aZ k nim.

Rozdielnost oboch stratégii budeme
ilustrovat na priklade rbznej interpretdcie
znameho pravidla J. A. Komenského ,,od
jednoduchého k zloZitému*. Ide o kon-
kretizdciu slova ,,jednoduché‘. Ak zvoli-
me axiomaticky pristup, tak prvé naj-
jednoduchsie terminy, s ktorymi zaéneme
Ziakov oboznamovat, budu: bod, priamka,
rovina, incidencia. Ak zvolime geneticky
pristup, tak prvé pojmy vo vyucCovani
budi: kocka, vrchol, stena, hrana.

Vo fylogenéze sa obe pristupové stra-
tégie striedali, prelinali a navzdjom oboha-
covali. Rozpor medzi genetickym a axio-
matickym pristupom méd dialekticky cha-
rakter, a to aj napriek tomu, Ze ho obcas
stupenci toho ¢i onoho presveddenia po-
vaZovali za rozpor antagonisticky. Dia-
lektiénost uvedeného rozporu sa azda naj-
ndzornejSie ukdze vtedy, ked si predstavi-
me, Ze by jeden z pristupov natrvalo
prevlddol nad drubym. Bez axiomatického
pristupu by nahromadené poznatky a poj-
my vytvorili prales intuitivnych tedrii
plnych diftiznych pojmov, hypotetickych
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tvrdeni a nevyjasnenych paradoxov. Bez
genetického pristupu by poznanie ustrnulo
a stalo sa neschopné dalSieho rozvoja.

Zékonitost dialektickej vdzby axioma-
tického a genetického pristupu, vyvodeni
z analyzy histérie matematiky, méZeme
previest aj na rozvoj matematickych vedo-
mosti Ziaka. V ontogenéze rovnako ako
vo fylogenéze sa striedaju obdobia nado-
budania novych sktsenosti s obdobiami
Strukturalizanymi, v ktorych sa nové
poznatky hierarchizuju a vélefiuju do uz
existujucich kognitivnych Struktir. Do-
mnievame sa, Ze rovnako ako v histOrii
matematiky, aj pri osvojovani si vedo-
mosti jedincom, musia obe polaritné
stratégie harmonicky a vyvdZene koopero-
vaf. Neprimerané zdoraziiovanie jednej
zo zloZiek, ale najmé absencia druhej vedie
k deformdcii celej kognitivnej Struktiry.

V neddvnej dobe sme boli nielen sved-
kami, ale dokonca aktérmi jednej takej
deformdcie, ktorej dosledky este stdle
pocitujeme. Pokusime sa opisat priciny,
priebeh i ndsledky tohto javu.

2. Skisenosti z ,,mnoZinovej matematiky*

Na zagiatku 60. rokov sa v mnohych
zemiach sveta rozbehla zdsadnd prestavba
vyuCovania matematiky akcentujlca axio-
maticku pristupovi stratégiu. Pri¢iny tejto
iniciativy vidime v sihrne niekolkych
okolnosti:

— Nezvy¢ajne velky pocet poprednych
svetovych matematikov sa zacal intenzivne
zaoberat problematikou vyu€ovania mate-
matiky.

— Matematické myslenie bolo rozhoduju-
cim spdsobom ovplyvnené vrcholiacim
obdobim Bourbakiho koncepcie, ktorej
nosnou ideou bola §trukturalizdcia a axio-
matizdcia.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 33 (1988), &. 4

— Prudky ndrast novych objavov viedol
k prehodnoteniu vzdeldvacich cielov; na-
miesto tradi¢ného ciela dat Ziakovi ucele-
ny stibor poznatkov, vystipil do popredia
ciel rozvoja tvorivych schopnosti Ziaka
a jeho orientdcie k celoZivotnému vzde-
laniu sa.

— Rozvoj kalkuladiek a pocitacov viedol
k myslienke o nepotrebnosti drilového
ndcviku aritmetickych operdcii; namiesto
tychto partii sa Ziadalo zaviest do osnov
uéivo napomdhajice rozvoju logiky, ab-
strakcie a tvorivosti.

Rozhodujucu tlohu pri hladani novej
cesty vo vyufovani matematiky zohrala
skutoénost, Ze protagonistami iniciativy
boli skoro vylu¢ne profesiondlni matema-
tici s bohatymi znalostami matematiky,
ale iba malymi, ba neraz nulovymi skuse-
nostami vyudovania matematiky na ZS.
Je pochopiteIné, Ze ich pozornost bola
zamerand na matematiku a nie na Ziaka.
Verili, Ze ak v osnovdch a udebniciach
vymenime nezdZivné pocétdarske ndcviky
za uSlachtilé uvaZovanie, vyvodzovanie,
experimentovanie, zov§eobeciovanie a d6-
vodenie tak kvalitativne zlepSenie vysled-
kov vyucby bude zaru€ené. Ziaci nebudi
moZno vediet pocitat, ale budu vedief
mysliet a argumentovat. Ich matematické
vedomosti uZ nebudit mozaikou ndvodov
a receptov, ale ucelenou S$truktirou za-
kotvenou v pojmoch mnoZina, reldcia,
operécia.

Moderniza¢ny prud zachvdtil prevazni
Cast vyspelych zemi sveta, najintenziv-
nejSie, asi v dosledku vplyvu Borbakiho,
frankofilnii oblast. Matematika sa stala
ohniskom 3kolskej problematiky, naj-
diskutovanej§im vyukovym predmetom,
a to nielen medzi pedagbgmi, ale aj medzi
Sirokou, najmé rodifovskou verejnostou.
Utitelia matematiky boli §koleni a pres§ko-
Tovani, chvatne sa pisali nové ucebnice
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a metodické komentdre, kniZzny trh bol
zaplaveny publikdciami, v ndzve ktorych
bolo sklofiované slovo mnoZzina. O¢akdval
sa kvalitativny skok vo vzdeldvani nastu-
pujticej generdcie.

Prvé skisenosti s modernizdciou, ziska-
né na experimentdlnych S$koldch, boli
nddejné. Ugitelia konStatovali, Ze vzrdstla
urovenl abstrakcie, argumentdcie a tvori-
vosti ziakov. Vyrazne sa zmenil postoj
Ziakov k matematike. V anketdch hodno-
tiacich oblubenost jednotlivych predmetov
sa matematika dostdvala na jedno z prvych
miest. Zmizol tradi¢ny strach z matemati-
ky. MnoZinovd matematika si ziskala aj
ucitelov, ktori sa k nej stavali spo&iatku
neddvercivo. Zdalo sa, Ze sa vyuCovanie
matematiky dostdva na novii, podstatne
vys§iu uroven.

Preslo niekolko rokov a situdcia sa
zafala menit. Objavili a mnoZili sa skep-
tické hlasy spochybiiujice uspechy v ob-
lasti abstrakcie a tvorivosti. Navidomod¢i
slabli ispechy motivacné. Viaceri uditelia
si tazkali, Ze druhd generdcia mnoZino-
vych Ziakov nemd spontanitu a pracovné
nad$enie generdcie prvej. Do §kdl sa vracal
dril, formalizmus a verbalizmus. Krivka
mnoZinového experimentu bola na zostu-
pe. Vo vyuovani matematiky mnohych
zemi nastali vyrazné korekcie, neraz a’
na ndvrat k predmnoZinovym osnovdm
a udebniciam.

3. Analyza opisanych skisenosti

Na parabolickom priebehu mnoZinové-
ho experimentu je zardZajica jedna sku-
to€nost: preo zmena ucebne;j ldtky sposo-
bila zmenu ducha vyuCovania matematiky
iba na urciti dobu? PreCo sa po pdr rokoch
zo Skoly vytratili nadSenie a tvorivost,
hoci koncepcia vyucby bola i nadalej
mnoZinovd? Ved po zaliatoénych taz-
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kostiach, ked ucitelia nové uéivo vecne
i metodicky zaZili, dal sa prirodzene ¢akat
dalSi vzostup a nie pokles vyudovania
matematiky. Ako si vysvetlif tiito paradox-
nu skusenost?

Podla nds$ho ndzoru sa celd skusenost
javi paradoxnd preto, lebo vychddzame
z pomyleného predpokladu, Ze priinou
zmien vo vyucovani matematiky bola zme-
na uciva. Nazddvame sa, Ze pri¢inou zmien
nebolo udivo, ale uditel. V uditelovi,
v zmenach jeho psychiky treba hladat vy-
svetlenie celého priebehu mnoZinovej ski-
senosti. Zavedenim nového udiva boli
uditelia printteni opustit rutinné metddy
prdce a vyrazne zapojit do vyufovacieho
procesu vlastni osobnost. Ucitelia sa stali
Ziakmi, lebo sa museli uc¢it novu ldtku.
Na hodindch ju potom nereprodukovali,
ale produkovali. Tvorivost uéitelova a jeho
intelekéné vypétie indukovali rovnakd
psychicku orientdciu aj v Ziakoch. Radost
z osobnostného rastu a moZnost sebe-
realizdcie motivovali pracovni klimu trie-
dy a odstrénili z matematiky strach. Po
uritej dobe toto prechodné S$tddium,
v ktorom bol uditelovi vytvoreny priestor
pre prdacu na sebe, pominulo. Akondhle
si uditel nové ucivo osvojil a musel opidt
popri plnom vyucovacom uvédzku vyko-
ndvat aj dalSie $kolské i mimoskolské
povinnosti, zacal svoju prdcu ekonomizo-
vat. Namiesto energeticky ndroénych dia-
16gov sa do triedy opét vrdtila klasickd
technika monoldgu vysvetlovania a sku-
$ania. Namiesto ndro¢ného objavovania
boli Ziakom predkladané ndvody a pra-
vidld. Do $koly sa zacal vracat verbalizmus
a formalizmus a s nimi i strach z matema-
tiky. K rychlemu tpadku tvorivosti ne-
mdlo prispelo aj to, Ze vysledky vyucby
boli vyhodnocované starymi kritériami.
Uspesnost Ziakovej prdce bola hodnotend
nie mierou jeho ndpaditosti a intelekéného
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vypitia, ale stuptiom rychlosti a presnosti
imitdcie &innosti demonstrovanych udi-
tefom. Také je podla ndsho ndzoru vy-
svetlenie pridin priebehu ,,mnoZinovej ma-
tematiky*.

4. Pouclenie vyplyvajice z analyzy

Celosvetovy experiment, napriek svojej
nizkej Uspe¥nosti, priniesol ddlezité po-
znatky pre pedagogicku vedu vo vieobec-
nosti a pre metodiku matematiky osobitne.
Zivaznost tychto uzdverov je zdoraznend
tou skutonostou, Ze vychodiskovy expe-
riment nebol obmedzeny na jednu d&i
niekolko zemi, ale bol skuto€ne celosveto-
vy. Podla nd$ho ndzoru spomedzi ziska-
nych poznatkov treba vyzdvihnif najmi:
— Determinujicim agentom kvality vy-
ucby je uditel. Osnovy, u€ebnice a vyukové
pomdcky tu maji iba sekunddrny vyznam.
— Miera rozvoja tvorivosti Ziakov je pria-
mo Umernd miere intelekénej préce, ktord
do vyulovacieho procesu vloZi uditel.
K podobnému uzdveru dosiel i sovietsky
psycholég A. N. Luk: ,,Ak md uditel
velké tvorivé schopnosti, nadani Ziaci
maju vyraznejSie tUspechy a vysledky
Ziakov s menej rozvinutymi tvorivymi
schopnosfami su slab§ie. Ak sa vyucujuci
sdm nachddza na dolnej hranici stupnice
tvorivych schopnosti, uspechy menej
schopnych Studentov sa javia ako vicSie.
V tomto pripade sa mimoriadne nadani
Ziaci neprejavuju, nerealizuji svoje moz-
nosti. UCitel akoby uprednostiioval ten
psychologicky typ, ku ktorému sdm
patri.“*¥) Pritom samo$tidium utitela,
jeho prdca na sebe je organickou a velmi
délezitou stucastou vyucovacieho procesu.

— Vidsina uditelov matematiky (a prav-

*) Pozri A. N. Luk: Psychologia tvorivosti,
Pravda, Bratislava, 1981, str. 62.
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depodobne to moZno povedat aj o inych
predmetoch) je schopnd podstatne skva-
litnit vyucovaci proces, ak md k tomu
vytvorené pracovné podmienky. Otvorend
zostdva otdzka, & takd vrovefi moZno
udrZat dlhodobo.

— Tvorivy systém vyucby vyZaduje za-
sadnll zmenu systému hodnotenia vysled-
kov vyucby. Popri tradiénych kritéridch,
orientovanych na meranie reproduktiv-
nych a pamifovych abilit Ziaka, treba
zaviest aj kritérid na meranie tvorivosti
a intelekéného usilia Ziaka. Tieto kritérid
treba najprv rozpracovat — to je podla
ndSho ndzoru zloZitd a ndstojéivd uloha
tedrie vyuovania matematiky dneska.

— Ak vo vyulovani matematiky jedno-
stranne uprednostnime axiomaticky pri-
stup, nedosiahneme tym poznanie ab-
straktnejSie a Strukturdlnejsie, ale formadl-
nejsie a verbdlnejsie.

Doteraz sme uvaZovali o vyuCovani
matematiky v celku. Teraz sa podrobnejsie
zameriame na oblast ndsho hlavného
zdujmu — na geometriu.

5. Miesto geometrie v mnozinovej
matematike

Zacneme aspoil letmym pohladom do
dvoch udebnic prvého (lspesného) ob-
dobia modernizdcie. Prvé z nich [1] vysla
v Parizi v roku 1961 a je uréend ucitelom.
Jej autorka Lucien Felix je ZiaCka Henriho
Lesbegua, skusend ucitelka a zapdlend
propagdtorka modernizdcie. Zo 470 strdn
textu je geometrii venovanych poslednych
186, ked najprv boli vybudované zdkladné
Struktiry, aritmetika s algebrou a mate-
matickd analyza. Geometria sa stdva
vyvrcholenim a syntézou celej matemati-
ky, nie vSak ako metdda skumania ob-
jektov, ale ako urditd stre$nd Struktura.
Jasne to napisala autorka v ivode prvej
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kapitoly: ,,Su¢asnd matematika sa ani tak
nezapodieva objektami ako §truktirou
vztahov medzi nimi. Tak skoro celd
tradi¢nd geometria, ak ju chdpeme ako
tedriu o operdcidch, je predstavend v tvare
algebry, obrdzky sa tu stdvaji nepotrebné,
¢i dokonca nebezpeéné, hoci uCitelovi je
ponechand voInost pri pouZivani ndértov
pomaéhajucich intuicii.* Pri takom pohlade
sa kedysi nosné geometrické pojmy a vety
stdvaju iba podruZnymi ilustrdciami vieo-
becnych pojmov algebry. RovnobeZnost
je ilustrdciou pojmu linedrnej zdvislosti
vektorov, Cevova veta je uvedend ako
aplikdcia barycentrického kalkulu a zd-
kladné tvrdenia o vicobecnom trojuhol-
niku (veta sinusovd, veta o suéte uhlov)
su prezentované takto:

,,VSeobecny trojuholnik: Nutnd a posta-

¢ujica podmienka, aby a, b, ¢, a, B, y boli

prvkami trojuholnika, je dand sustavou
_ b c

= ae— = e—

e+ pf+y=m — ==
sinff siny

sin o
a>0,>0,9>0,p+y<m.

Na prvych 120 strandch geometrie je iba
5 obrédzkov.

Druhd udebnica, do ktorej nazrieme
(Condamine, M., Vissio, P.: Mathéma-
tique Terminales C et T, Paris, Delagrave
1967, 1968), vy3la tiez v Parizi. Uctyhodny
je uZ rozsah knihy: 638 strdn algebry
(1. diel), 447 strén analyzy (2. diel) a 807
strdn geometrie (3. diel), sumdrne 1892
strdn textu — rozhodne nie jednoduchého.
Pokial ide o obrdzky, je tdto udebnica
ilustrovand bohato. Jej koncepcia je viak
dosledne 3trukturdlna ako pri [1]. Tak
napriklad pojem vektorového priestoru
je definovany na prvej strane textu a pojem
grupy rovnolahlosti afinného priestoru je
na strane 34. Zato vsak veta o obvodovom
a stredovom uhle je aZ na strane 634.
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Dnes, ked ¢&lovek listuje strdnky tychto
ucebnic, nechce ani verit, Ze efte neddvno
vlddla v matematickych kruhoch opti-
mistickd viera o skvelom tspechu, ktory
pomocou nich vo vyufovani matematiky
ziskame,

6. Miesto geometrie v dneSnej $kole

V tvode svojich skript popredny anglic-
ky topolég E. Ch. Zeeman napisal:,,Pred
2000 rokmi bola geometria jedinou doko-
nalou a ucelenou vedeckou disciplinou.
Dnes,zd4d sa,Ze geometria je jedinou ¢astou
matematiky, ktorej obrysy si velmi ne-
jasné.” Druhd Cast Zeemanovho vyroku
sa d4 preniest aj na vyuovanie geometrie.
ESte neddvno pevnd a zdkladnd zloZka
osnov matematiky sa pod Strukturalizac-
nym tlakom mnoZin rozpadla na nejasné
a mozaické tlomky. V sucasnosti sa opit
vold po nutnosti vrdtif synteticki geo-
metriu do §k8l. Znaénd réznorodost viak
panuje v ndzoroch na realizdciu tohto
ndvratu: S ktorymi pojmami zalinat
vyuovanie geometrie? Aké miesto veno-
vat planimetrickym konStrukcidm? Kedy
zalat a ako hlboko ist vo vyuovani
transformicii? Co so stereometriou? Ugit
analytickli geometriu pod zornym uhlom
geometrie, aleto algebry? atd. Tieto
a mnohé dalsie otdzky, tykajuce sa vyuco-
vania geometrie, Cakaju na odpoved.
Spdsob, ktorym na ne odpovedaju st¢asné
osnovy a ucebnice, sotva mbéZeme rovazo-
vat za optimdlny, ak kriticky zhodnotime
jeho vysledok — turoveii geometrického
myslenia absolventov naSich §k6l. Podla
nda$ho ndzoru rieSenie tohto problému
vyZaduje hlbsie znalosti o genetickej Struk-
ture geometrie ako o organickej sucasti
kognitivnej Struktury Ziaka votec. Potre-
bujeme presnejS§ie poznat mechanizmy,
ktorymi sa uskuto€fiuje proces uenia sa
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geometrie. Potrebujeme odhalit vztahy
medzi Cinnostami Ziaka a ich tu¢inkami
na rozvoj jeho vedomosti a spdsobilosti.
Potrebujeme rozpracovat novy systém tes-
tovania a hodnotenia Ziaka.

Aby sme na$e ivahy o geometrii ukon-
¢ili optimisticky, dovolime si sformulovat
niekolko konkrétnych metodickych pro-
blémov, ktoré predkladdme Citatelovi ako
ndmety na samostatny vyskum:

1. V rdmci experimentov a experimental-
neho vyudovania sme pozorovali, Ze
deti vo veku 5—6 rokov a chlapci vo
veku 10—12 rokov maji prirodzeny
sklon k riefeniu stereometrickych uloh.
Msd toto naSe pozorovanie vSeobecnil
platnost? Ak dno, aké stereometrické
¢innosti si pre deti uvedeného veku
najviac pritazlivé?

2. Existuju slabsi Ziaci s vybornou stereo-
metrickou predstavivostou. Objavovali
sme ich nasledujucim testom: Ziakovi
sa niekolko sekind wukdZe stavba
z kociek, ulohou Ziaka je postavit
kopiu tejto stavby, nakreslit tito stav-
bu, pripadne zodpovedat otdzky typu:
,,KoIko kociek mala stavba v druhom
podlazi?*“ Zdd sa ndm, Ze vybornu ste-
reometrick predstavivostslabého Ziaka
moZno vyuZit na jeho kognitivnu akce-
lerdciu. Nevieme, ako zdmer realizovat.

3. V rozsiahlom stereometrickom teste
realizovanom na S$tudentoch maturit-
nych rofnikov a prvoroiakoch —
vysokoskoldkoch najhor$ie dopadla u-
loha ,,Uréite velkost uhla telesovych
uhlopriedok kocky*“. Vysledok bol pre
nds prekvapujuci. Ocakdvali sme, Ze
niektoré iné tulohy dopadni horsie.
Napriklad: ,,Urcite polomer gulovej
plochy opisanej kocke, ak pozndte
polomer gulovej plochy do kocky
vpisanej*‘, alebo ,,nakreslite taky rovin-
ny rez kocky, ktory je patuholnik®.
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Nevieme si vysvetlif, v éom je ndroénost
prvej tlohy.

4. V ktorom veku st Ziaci motivaéne
citlivi na tieto tlohy: a) kon$truk&né
planimetrické tilohy, b) tlohy o stredo-
vej a osovej sumernosti. Ziskanie od-
povede by pomohlo urdit, kedy uvede-
né dva tematické celky zaradif do
osnov.

5. Porovnat vysledky dvoch metodickych
koncepcii vyuCovania analytickej geo-
metrie:

1. najprv vektorovy kalkul, potom
klasickd analytickd geometria;

2. najprv ivod do klasickej analytickej
geometrie roviny, potom vektorovy
kalkul.
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jubilea
Zpravy

VZPOMINKA

NA PROFESORA VACLAVA PLESKOTA
U PRILEZITOSTI

JEHO NEDOZITYCH OSMDESATIN

V ttery 17. listopadu 1987 uplynulo osm-
desat let od narozeni prof. dr. Vaclava Pleskota.
Katedra matematiky fakulty jaderné a fyzikilné
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