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Matematika a jeji aplikace

Peter D. Lax, New York

Zprdva Davidovy komise [5] je dobrym vychozim bodem pro pfedndsku o stavu
aplikované matematiky; zde jsou hlavni zdvéry této zprdvy:

— DiileZitost matematiky pro védu, techniku a celou spole¢nost se neustdle zvy$uje.

— Je paradoxni, Ze zatimco aplikace matematiky proZivaly v poslednich desetiletich
doslova explozi, sniZovala se sou¢asné podpora zdkladnimu vyzkumu, ktery pfindsi
takové dobrodini.

— PrileZitosti, jak dosdhnout uspéchit v matematickém vyzkumu, jsou nyni viibec nej-
lepsi v celé historii, ale k jejich realizaci budou zapotiebi velké nové projekty na
podporu postgradudlii a mladych védcil, jakoZ i celkové na podporu védecké prdce
na vysokych $koldch.

Ac&koliv posledni dva body poukazuji vyslovn€ na poméry ve Spojenych stdtech,
mdm podezieni, Ze se tykaji i mnoha jinych zemi.

Mnohé — ackoliv zdaleka ne viechny — aplikace a prileZitosti pro matematiku, o kte-
rych hovoii ,,Davidova zprdva®, byly umoZnény dostupnosti velmi rychlych pocitaci
s velkou paméti, coZ vedlo ke dvéma pozoruhodnym pokrokiim ve v€d€ a technice.
Jsou to:

— Systematické nahrazovdni mnoha experimentli v konstrukéni praxi matematickym
modelovdnim.

— Schopnost ziskat a uchovat nebyvale velké mnoZstvi informaci a schopnost vytéZit
odtud skrytou informaci pomoci dimyslnych matematickych manipulaci.

Neni divu, Ze matematické modelovdni v tak velké mife nahradilo experimenty, pro-
toZe je ve vétSin€ pripadt levngj§i, pruZznéjsi a bezpecnéjsi. KdyzZ se napf. pouZivd aero-
dynamicky tunel k navrhovdni €dsti letounu, pak pro vyzkouseni kazdé varianty musi
byt v diln€ vyroben novy model; matematicky model mize byt pozménén stiskem tlacitek
zavddé&jicich nové parametry. Kazdé moderni letadlo, které je dnes v provozu, bylo
zkonstruovdno s pomoci pocitace. To obzvldst plati pro experimentdlni nebo jednotice-
lova letadla, jako je raketopldn. Vycvik pilotii raketopldnu by byl nemoZny bez simuld-
tortl, které berou do tivahy aerodynamické sily vznikajici pfi manévrovéni s letadlem;
tyto sily se pocCitaji v redlném Case tak, Ze se fe$i zdkladni rovnice dynamiky plynt na
superpocitaci. Je §koda, Ze kdyZ sd€lovaci prostfedky zdiraziiuji ispéchy kosmického
programu, nezmifiuji se o tom, kolik matematiky je zapotfebi k jeho realizaci.
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Je mnoho jinych projektil, které nemohou byt realizovdny bez rozsdhlé vypoétdfské
prdce, jako je navrhovdni novych jadernych nebo chemickych reaktorii. Zvld¥t skvélym
piikladem je metoda Charlese Peskina, ktery zkouSel G¢innost rozmanitych umélych
srde¢nich chlopni tim, Ze vypoéitdval, jak v levé &dsti srdce proudi krev pfes mitrdlni
chlopefi — pfirozenou nebou umélou. ([25], [26]).

Stejné mnoZstvi pfikladi miZeme uvést v souvislosti s druhym pozoruhodnym
pokrokem, ktery pfinesl poéitac, tj. uchovdvdnim a zpracovdvdnim dat, jakd se vysky-
tuji v soucasnych pozorovdnich v meteorologii, oceanografii a astronomii. Vyznamnym
pfikladem je poditalovd tomografie; zde se zaznamendvd a uchovdvd obrovské mnoZstvi
rentgenovych snimk, z nichZ se pak pomocirafinovanych algoritmi rekonstruuji skute&né
tvary vnitfnich orgdni. Tyto algoritmy ddvaji v diskrétnim tvaru feSeni Glohy o inverz
tzv. Radonovy transformace.*) '

Politalovd rentgenovd tomografie a jeji mladsi sestfenice, totiZ tomografie zaloZend na
nukledrni magnetické rezonanci nebo na emisi pozitronid, byly popsdny vesdé&lovacich
prostfedcich a jejich dileZitost byla vychvdlena vice neZ dostatené; je jen $koda, Ze
tytéZ sdélovaci prostfedky se viibec nezminily o tom, kolik matematiky — a to z velké
&4sti nové — je zapotfebi k tomu, aby tomografy fungovaly.

Pfichdzim nyni k hlavni tezi své pfedndsky:

Aplikovand a Cistd matematika jsou dnes spolu svdzdny vice neZ kdykoliv pFedtim
za poslednich 70 let.

Ostré rozdéleni matematiky na &istou a aplikovanou je jevem neddvnym a pouze
pfechodnym. Pro Poincarého, Hamiltona, Maxwella, Stokese, Kelvina, Rayleigha,
Boolea, Gausse, Riemanna, Kleina, Hilberta, Gibbse takové dé&leni neexistovalo.
KniZe matematiki Gauss byl také kniZetem vypo¢tdil; napfiklad jeho pozistalost
dokazuje, Ze jiZ pouZival rychlou Fourierovu transformaci, viz [13].

OdvdZny ndvrh, Ze je tfeba pfeseknout pupecni §iiliru mezi matematikou a redlnym
svétem, byl pfedloZen aZ ve 20. stoleti, zejména skupinou Bourbaki. Kromé& toho, Ze tento
pohled je pokfiveny, vyvoldvd navic hluboké filozofické problémy, kdyZ pfijde na to,
jak hodnotit matematické vysledky. Otdzka ,,Co je dobrd matematika?‘ se stdvd véci
apriorniho estetického hodnoceni a matematika se tak stdvd druhem uméni. V tom je
samoziejmé &dst pravdy, ale myslim, Ze matematika jako uméni nejvice pfipomind
malifstvi. V obou oborech existuje napéti mezi dvéma cili; v malifstvi jde o to vyjddfit
tvary a barvy viditelného svéta a také vytvdfet plivabné vzory na dvojrozmérném pldtné;
v matematice jde o to studovat pfirodni zdkonitosti a také spiddat krdsné deduktivni
struktury. Nejusp&§n&j§i vytvory jsou ty, v nichZ je napéti mezi obéma tendencemi nej-
vét8i; nejméné uspokojivd jsou ta dila, v nichZ zcela pfevlddne jedna strdnka, jako jsou
zénrové kresby nebo &istd abstrakce.

Hned po Bourbakim nejvétsi bojovnici za abstrakci v matematice pochdzeji z americ-
kych kruhi. Tato zvld$tni zdliba v abstrakci by mohla docela dobfe byt jakousi vzpourou
proti velké tradici praktického a pragmatického ve Spojenych stdtech; jinou takovou
vzpourou byla povdleénd méda abstraktniho expresionismu.

*) Viz PMFA, ro%. 29 (1984), 196—210 a rof. 30 (1985), 131—144 (pozn. pfekl.)
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Pfehnand Cistota md oviem své obhdjce ve viech zemich; napfiklad Landau rdd hovofil
o svém kolegovi Prandtlovi, velkém odborniku v dynamice tekutin, jako o ,,umazaném
strojnikovi‘* (der Schmieroelmechaniker). G. H. Hardy mé&l pro aplikadni prdci pouze
opovrZeni; Levinson vyprdvi v [17], Ze Hardy byl upfimné&€ zmaten tvrzenim svého pfitele
N. Wienera, Ze ho k jeho objeviim v harmonické analyze pfivedla fyzikdIlni intuice,
a podeziival Wienera, Ze jeho postej je pouhd pdza. V deprimujici pasdZi svého eseje
A Mathematicians Apology jésd nad neuZite€nosti matematiky a cituje krdsnou teorii
iraciondlnich &isel, kterd pry nikdy nenalezne technické aplikace; skute¢né se uZ nemohl
vice mylit!

Byly zde oviem i jiné hlasy; John Littlewood mél mnohem $ir$i chdpdni matematiky
neZ jeho spolupracovnik. Weyl a Courant byli ve stejné opozici k Landauové tradici jako
Jean Leray, tviirce moderni teorie viskozity oponuje duchu Bourbakiho. Dokonce
i v Americe byli pfedni pracovnici v matematické analyze G. D. Birkhoff a Norbert
Wiener velice ovlivnéni fyzikou a stejné tak mladi pfist¢hovalci K. O. Friedrichs a Mark
Katz.

Kli¢ovou postavou poloviny tohoto stoleti byl John von Neumann. Svou filozofii
matematiky vyjddfil vymluvng v ¢ldnku [22], ktery si zaslouZi byt znovu citovdn:

,,Matematické myslenky vznikaji ze zkuSenosti ...; jakmile jsou jednou zformulovény,
ndmét zacne Zit svym typickym vlastnim Zivotem ...Jakmile matematickd disciplina
zajde daleko od svého empirického zdroje, ...stdvd se stdle vice estetizujici, ...; ve velké
vzddlenosti od svého empirického zdroje nebo po pfiliSném ,,abstraktnim‘‘ ziZeni se
matematicky ndmét octne v nebezpedi degenerace.

Von Neumrannovo vlastni dilo jasné€ ukazuje zdlibu v empirickych zdrojich nové ma-
tematiky a dokonce Zizeii po téchto zdrojich. Neumann u¢inil zdkladni objevy v takovych
¢&istych disciplindch, jako jsou teorie operdtori, logika, teorie miry a teorie spojitych
grup; ale stejné piekvapujici objevy ulinil v kvantové mechanice, meteorologii, v teorii
Monte Carlo, numerické linedrni algebfe, numérické dynamice plynil, v architektufe
poditadl, v teorii programovdni, automati a v teorii mozkové ¢innosti.

V prorocké pfedndsce proslovené v Montrealu v roce 1945 udinil von Neumann
z4vér, Ze ,,opravdu u¢inné a rychlé vypocletni prostiedky ndm mohou v oblasti nelinedr-
nich parcidlnich diferencidlnich rovnic, jakoZ i v mnoha dalSich oborech, které jsou nyni
té¢Zko pfistupné nebo vibec nepfistupné, opatfit ty heuristické podnéty, jaké jsou ve
viech oblastech matematiky potfebné pro dosaZeni skute¢ného pokroku [23].

Piesné timto zplisobem objevili Fermi, Pasta a Ulam [8] pozorukodné skoroperiodic-
ké chovdni vibraci nelinedrnich fetézcl a Kruskal a Zabusky vznik a vzdjemné plisobeni
solitontl. Upln4 integrabilita Todovy mfiZe se stala zfejmou po velmi opatrnych nume-
rickych vypo&tech provedenych Joem Fordem [10]; Mitchell Feigenbaum objevil své
pozoruhodné univerzdlni zdkonitosti iteraci tim, Ze analyzoval numerické experimenty.
Numerické vyzkumy pfivedly E. Lorenze [18] k pojmu podivného atraktoru; pochopeni
chaotického chovdni jednoduchych dynamickych systémd, pfi kterém se vyskytuji
ostruvky stability, bylo numerickymi vyzkumy podstatné€ prohloubeno. To nebyla $patnd
piedpovéd, co fekl von Neumann, zvld§t€ kdyZ uvdZime, Ze pocitade, o kterych hovofil
v roce 1945, byly tehdy jen pouhymi vyplody jeko fantazie.
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Mezitim proniklo uZivdni pocitacl jako Zivotni styl i do mnoha oblasti ¢isté matema-
tiky. JiZ Legendre a Gauss pouZivali tabulky prvoéisel k odhadu asymptotickych vlast-
nosti rozdéleni prvocisel; s pfichodem modernich pocitaci se hleddni asymptotickych
zdkont stalo posedlosti. Vezméme si kofeny Riemannovy funkce zéta; neddvno ukdzali
van de Lune a Te Riele [19], Ze funkce zéta m4 pfesn€ 300 000 001 nulovych bodd, jejichZ
imagindrni ¢dsti leZi mezi Cisly 0 a 119 590 809,282 a v§echny z nich maji redlnou st rov-
nou 1/2. Mostow provedl v [2] mnoZstvi vypodtil, aby sestrojil fundamentdlni oblasti
jistych specidlnich diskrétnich grup transformaci; tyto vypocty se neobjevily v ditkaze
vysledné véty, ale byly podstatné v tom, Ze odhalily, co se md vlastn€ dokazovat. Naproti
tomu v neddvném Lanfordové diikazu jednoho z Feigenbaumovych tvrzeni jsou vypocty
souldsti logické struktury ditkazu; stejné je tomu u slavného Appelova a Hakenova
dikazu ,,v&ty o StyFech barvdch®, ktery obsahuje vysledky z po&itate.*)

Posledni zminény diikaz byl nékterymi matematiky kritizovdn, Ze neposkytuje Zddnou
mozZnost nahlédnout, pro¢ je vysledek sprdvny; tato kritika je opodstatnénd, ale mizZe
byt stejnym prdvem uplatnéna i na mnohé jiné diikazy, které zistaly zcela nedotéeny
pocitacem. Jini ditkaz kritizovali proto, Ze je pro jednotlivce tak obtiZné ovéfit jeho
sprdvnost; to je pravda, ale totéZ plati i o jinych, ,,ru¢né‘‘ zhotovenych spletitych dika-
zech, které maji rozsah tisicit stran. N&ktefi lidé z principu odmitaji diikkaz s pomoci
pocitate. Ti m& pfimo Sokuji svou zatvrzelosti; konec koncli, matematicti logikové se
shoduji v tom, Ze nenapadnutelny matematicky dikaz je takovy, ktery miize byt realizo-
védn na Turingové stroji. Poklddat dtukazy uskuteCnéné na imagindrnich pocitadich
za prototypy pfesnosti a pfitom ignorovat ditkaz provedeny pomoci skute€ného pocitace
m4d v sob¢ jistou pfichut smé$nosti.

K ziskdni vyznamné informace z vypoltl je podstatné mit dobry graficky displej;
jinak nds zahlti masa nestravitelnych seznamii dat. Geometfi pracujici na problémech
ve tfech dimenzich pouZivaji stdle Cast&ji grafické displeje; stejn€ postupuji ti, ktefi
zkoumaji sloZitd zobrazeni, jako jsou raciondlni zobrazeni vytvdrejici Juliovy mnoZiny.

Jiné dilezité vyuziti md pocitaé pro rychlou a spolehlivou manipulaci s algebraickymi
formulemi, jakd pfesahuje duSevni schopnosti a trpélivost lidi. Neddvnym pfikladem
je vypocet, v némZ Robert Miura uréil s pomoci poditade nestandardni zachovdvajici se
veliGiny stupiili sedm aZ dvandct Kortewetovy-de Vriesovy (KdV) rovnice, poté co Krus-
kal a Zabusky vypoéitali ,,ruéné€‘ veli€iny stupiiti ¢tyfi aZ Sest. Koneéné C. Gardner
dokdzal s pomoci teoretickych argumentt, Ze existuje nekone¢nd posloupnost takovych
zachovdvajicich se veli€in, [11].

Zavislost Cisté i aplikované matematiky na vypodtech ukovala velmi praktické vzd-
jemné pouto mezi nimi; ob€ potfebuji spolehlivé vypoletni prostfedky, predevsim
grafiku a manipuldtory pro formule. Aby se k nim dostaly, musi jednat se svym spoleg-
nym spojencem a n¢kdy protivnikem: s vypocCetnim stfediskem.

NejdulezZitéj§im poutem mezi Cistou a aplikovanou matematikou je ovSem pouto
intelektudlni: aplikace doddvaji nové problémy a teoretikové vyvijeji prostfedky pro
feSeni ne€kterych z téchto novych problémi. Neddvné piiklady druhého typu jsou tyto:

*) Viz PMFA, ro&. 24 (1979), 181—201 (pozn. ptekl.)
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a) Slavnd teorie Kolmogorova, Arnolda a Mosera (KAM), viz nap¥. [20], kterd byla
pouZita k feSeni celé fady zdsadnich otdzek klasické mechaniky. Nejpfekvapivéjsi zde
bylo vyvrdceni ergodické hypotézy, kterd se dosud poklddala za zdkladni pro statistickou
mechaniku.

b) Pojem Hausdorffovy dimenze pon&kud osvétlil stdle je¥t€ zdhadné chovéni fedeni
Navierovy-Stokesovy rovnice ve tfech dimenzich. Neni zndmo, zdali takovd fe¥eni jsou
hladkd, ale Schefferovi se podafilo ukdzat [26], Ze singularity t&chto FfeSeni, pokud
vitbec existuji, musi leZet na mnoZindch s Hausdorffovou dimenzi mensi neZ tfi (viz téZ
[2]): Pojem Hausdorffovy dimenze se zdd byt stejné uZite¢ny pro zkoumdni singularit
idedlniho nevisk6zniho proudéni, viz [3].

Pro mald Reynoldsova &isla se feSeni Navierovy-Stokesovy rovnice chovaji stabilng,
tj. asymptoticky se pfibliZuji k jedinému staciondrnimu fe$eni. Pro vysokd Reynoldsova
Cisla se zjistilo, Ze feSeni se spirdlovité vinou kolem tzv. atraktorovych mnoZin. Foias
[9], Constantin a Visik ukdzali, Ze tyto atraktorové mnoZiny maji konetnou Haus-
dorffovu dimenzi ve vhodném prostoru funkci; tato dimenze se bliZzi k nekonecnu,
pokud se bliZi k nekone¢nu Reynoldsovo ¢islo.

Tyto vysledky nds pfivedly o krok dédle k pochopeni tajemstvi turbulence.
¢) Krdsnd a odvdZnd teorie singularit René Thoma se stdvd uZitenym ndstrojem pro
aplikace, poté co se vymanila z rukou Sarlatdnii a poutovych vyvoldvad.*)

Neni pfesvédéivéjsiho dikazu o jednoté matematiky, nezZ kdyZ se pojmy vybudované
v jednom oboru stanou kli¢em k feSeni problému v jiném, zddnlivé odlehlém oboru.
Obzvldsté nds prekvapi, kdyZ se pojmy z aplikované matematiky uplatni pfi feSenf
otdzek velmi Cisté matematiky; uvedme n€kolik pfikladii z neddvné doby:

d) Nekteré 1ipIng integrabilni systémy rovnic, které se objevuji v dynamice tekutin
upoutaly na sebe pozornost algebraickych geometrii. Napiiklad Dubrovin [6] ukdzal
Ze feSeni Kadomcevovy-Petia§viliho rovmice povrchovych vin jsou tésné€ svdzdna
s maticemi Riemannovych period v teorii Riemannovych ploch. VyuZitim téchto sou-
vislosti vyfegili Arbarello a De Concini [1] a Shirota klasicky Schottkyho problém
o Riemannovych maticich.

e) Simon Donaldson (viz [5]) vyuZil teorie Yangovych-Millsovych poli k tomu, aby
dokdzal existenci nestandardnich diferencidlnich struktur ve &tyfech dimenzich.**)

f) Gel’fand [12] ukdzal ve své pfedndice na Mezindrodnim kongresu matematikd ve
Stockholmu v roce 1962, Ze ,,funkce zéta homogennich prostorit jsou zcela analogické
Heisenbergovym S-maticim*. O n&co pozd&ji ukdzali Fadd&jev a Pavlov [7], Ze jde
o vice neZ analogii: zkonstruovali vlnovou rovnici, jejiZ odpovidajici operdtor rozptylu
je funkce zéta; viz téZ [15].

*) Viz PMFA, ro&. 22 (1977), 246—262 a 302— 316; ro&. 24 (1979), 1—20 a 313— 326 (pozn. prekl.)
*%) Viz PMFA, ro&. 30 (1985), 82— 92. (Pozn. piekl.)
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