Pokroky matematiky, fyziky a astronomie

Garrett Birkhoff
Stcasné trendy v algebre

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, Vol. 21 (1976), No. 4, 199--211

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/139505

Terms of use:

© Jednota Ceskych matematikt a fyzikt, 1976
Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to

digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/139505
http://project.dml.cz

Sucasné trendy v algebre*)

Garrett Birkhoff, Harvard University**)

1. Uvod

Symbolicka algebra je omnoho starSia, neZ sa mnohi matematici domnievaju; jej po-
&atky siahaji prinajmenSom k DIOFANTOVI Z ALEXANDRIE (okolo roku 250 n. 1)
a k BRAHMAGUPTOVI (asi r. 598 —665 n. 1.). O tychto skorych pracach sa moZno viac
dozvedief v diele CaJoRIHO ([1], odst. 101 —105) a v BALLOVEJ praci ([2], str. 154 —156).
Ba aj tzv. ,,modernad‘‘ algebra je stara uZ viac ako storocie.

Ked si uvedomime tento fakt, nebude fazké uverif, Ze velmi rychle pocitace, ktoré
mame dnes k dispozicii, umoZiiuji vznik novych trendov v algebre. Mojim cielom je
naértnif vim, v ¢om podla mojej mienky spocivaju tieto trendy. Urobim tak v odsekoch
17 aZ 23. Predtym by som v3ak chcel podaf struény prehlad vyvoja, ktorym algebra, ako
ju dnes pozname, presla v poslednych storo&iach.

2. Klasick4 algebra

Néazov modernd algebra mal pévodne (v r. 1930) vyjadrovat kontrast s klasickou
algebrou, ktora sa vieobecne chédpala ako tedria rovnic. Klasickid algebru by sme mohli
definovaf tieZ ako umenie rie$it numerické problémy pomocou nardbania so symbolmi.
Zda sa, Ze vznikla zasluhou AL-CHVARIZMIHO a dalSich islamskych matematikov v r.
800—1000 n. 1. Ako vieme, jej hlavni idea spoliva v tom, Ze kaZdé slovné tvrdenie
o (iselnych veli¢inach nahradime symbolickou rovnicou, ktoriit méZeme podla zndmych
a dokazanych vieobecnych pravidiel upravovat tak, Ze dostaivame postupnost ekvivalent-
nych a dufajme €oraz jednoduchsich rovnic. Pritom povodni rovnicu pokladame za
vyrieSenu, ak sa nam podarilo osamostatnif na jednej strane znaku rovnosti neznimu
veli¢inu, pri¢om na druhej strane je vyraz obsahujtici len znime veli¢iny.

Hoci pdvod slova ,,koreii‘* (rovnice) mozno sledovaf aZ k sanskritu') a vyraz ,,moc-
nina“ (Cisla) sa objavuje v Al-Chvarizmiho Algebre (al-dZebr), klasicka algebra sa len

*) G. BIRKHOFF: Current Trends in Algebra, Amer. Math. Monthly 80 (1973), 760— 782.
© The Mathematical Association of America.

Vtomto &isle otiskujeme prvni &ast ¢ldnku, jehoZ preklad pofidili Jozer DRAVECKY a PETER MEDERLY.
Redakce chce prekladem pfibliZit ¢tendfim zamysleni G. Birkhoffa o tendencich v soudasné
algebfie; ¢lanek, ktery je ilustrovan fadou historickych faktl, v8ak neni historickou studif.

**) GARRETT BIRKHOFF je profesorom (istej a aplikovanej matematiky na Harvardskej univerzite.
Bol prezidentom SIAM, viceprezidentom Americkej matematickej spolo&nosti (AMS), Matematickej
asociacie Ameriky (MAA) a Americkej akadémie umenf a vied.

1y Za tento fakt, ako aj za iné fakty som zaviazany profesorovi DAVIDOVI PINGREEMU (Brown
University); dal$imi veImi uZitoénymi pripomienkami prispeli THoMAS HAWKINS, GIAN-CARLO ROTA,
GERALD SACHS a JOHN TATE.
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postupne vyvijala k dneSnému stavu. Arabska ,,al-dzebr* sa v zdpadnej Eurépe neroz-
Sirila a symboly + a — nadobudli dne$ny vyznam az tesne pred r. 1500. Potom vsak
nastal vyraznej$i pokrok; CARDANOVO dielo Ars Magna (1545) obsahovalo uZ rieSenie
kubickej rovnice a rovnice Stvrtého stupfia pomocou radikalov.

V nasledujticich dvoch storo&iach sa algebra rozvijala hlavne?) v suvislosti s aplika-
ciami. Jednalo sa o pouZitie algebry v (analytickej) geometrii, ktoré dalo jasny vyznam
zapornym Cislam, a tieZ o aplikacie v oblasti infinitezimalneho poctu pre pocitanie s ne-
kone¢nymi radmi. AZ do obdobia po r. 1750 vyznam imaginarnych korefiov a komplex-
nych Cisiel zostal hmlisty a dokonca aj uvahy o ststavach linearnych rovnic a o determi-
nantoch boli nesystematické a utrzkovité.

Medzi rokmi 1750 a 1830 sa vSak klasicka algebra najma vdaka praci EULERA,
LAGRANGEA a GAUSSA rychlo vyvijala a dostala sa takmer aZ na dne$nua uroven. Tak
napriklad sa zaviedla definicia exponencialnej funkcie exp z pre vSetky komplexné z ako
sucet ist¢tho mocninného radu, takZe bolo mozZné pre vsetky kladné ¢isla a a komplexné
isla z definovat mocninu a® vzfahom a® = exp (z In a). Euler v ([3], str. 27) zaviedol
tieZ ,,Lagrangeovu rezolventu‘.

Predovsetkym vsak bola uznand za zakladnu, jasne formulovana a dokdzana zakladna
veta algebry. Euler sa zaoberal jej formulaciami v redlnej oblasti. Dve z nich, zrejme
navzajom ekvivalentne, su:

(a) Kazdy realny polyném stuptia » > 2 ma vlastného delite[a.
(b) Kazdy realny polyném sa da jednoznacne rozloZif na suéin redlnych linedrnych
a kvadratickych polynémov.

Platnost podmienky (a) plynie pre n < 5 z Cardanovych uvah a pre n = 5§ z faktu,
Ze kazdy realny polyndm neparneho stuptia mé realny koreni. Euler sa uspokojil s kon-
$tatovanim, Ze podmienka (a) plati pre vSetky n, ale jeho d6kaz je nejasny.

Lahko sa d4 ukazat, Ze podmienky (a) a (b) su ekvivalentné aj s obvyklou formulaciou
zakladnej vety algebry:

(c) Kazdy polyném s komplexnymi koeficientami sa da rozloZif na suéin linearnych
faktorov.

Asi od r. 1800 Gauss podal viacero pomerne presnych dokazov tvrdenia (c) a tiez
ukazal, Ze vSetky polynomické rovnice maju rieSenia vyjadrené pomocou komplexnych
gisiel x + yi, i = ./(—1), prifom geometrickym znazornenim komplexnych Gisiel
bodmi v (x, y) — rovine ziskali tieto rieSenia viac nez len symbolicky vyznam. Gauss
okolo r. 1825 vypracoval systematické iterané, ako aj elimina¢né metddy na rieSenie
sustav linearnych rovnic, a vSeobecne znamymi sa stali pravidla o determinantoch.

O nickolko rokov neskér GALoiS a ABEL ukazali nemoZnost rieSenia vSeobecnej
rovnice piateho stupiia pomocou radikalov®) a odvtedy matematici Eoraz viac obracali
pozornost z tedrie rovnic na nenumerické aplikacie symbolickej algebry (napr. na grupy,
vektory a matice).

2) Pozoruhodnou vynimkou je binomick4 veta, ktora objavil PAscaL v roku 1653. O faktoch
zhrnutych v tomto odseku sa piSe v pracach Rouse BALL [2] a E. T. BELL [6].

3y Ich vyklady boli velmi hmlisté; pozri G. BIRKHOFF, Isis 3 (1973), 260—267. GaLoisov dokaz
vyjasnil BETTIVT. 1852,
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3. ,,Moderna‘ algebra do r. 1860

Vdaka tomuto presunu pozornosti moderna algebra uz pred rokom 1860 dosiahla
niektoré pozoruhodné uspechy, a to aj napriek tomu, Ze readlna a komplexna algebra
dominovala v ucebnicovej literatire cez celé storocie po r. 1830.

Skuto¢ne uz okolo r. 1770 sa Lagrange zaoberal ,,symetrickou grupou‘ vsetkych
permutécii # pismen a jej podgrupami vediac, Ze hraju délezitu ulohu pri rieSeni vSe-
obecnej polynomickej rovnice

) X"+ax"" '+ ... +a,==-x)(x=x)...(x—x,) =0

pomocou radikalov. VedIajSim produktom tohoto zdujmu bola Lagrangeova veta, Ze
rad Tubovolnej podgrupy grupy G deli rad grupy G.*)

K rozvoju tedrie grup pred r. 1845 prispeli tieZ RUFFINI, GALOIS a CAUCHY ([3], str.
45— 53). Galoisovym prispevkom zdkladného vyznamu v tedrii poli je jeho konstrukcia
(v r. 1830) konecného polfa s radom rovnym lubovolnej prirodzenej mocnine p” prvo-
¢isla.**) (Formalne definicie grip a poli njde Citatel v odseku 4.)

O nieco skor, v roku 1801, LEGENDRE a GAuss dali podnet k §tudiu komutativnych
okruhov tym, Ze skonStruovali okruh Z, celych &isel modulo » (tj. okruh, v ktorom
mnozina vSetkych celo¢iselnych nasobkov &isla » je nulou) a okruh Z[i] vsetkych Gaus-
sovych celych &isiel m + ni, kde m, ne Z st celé &isla*) a i = /(—1). Gauss naviac
dokazal, ze v Z[i] plati veta o jednoznacnom rozklade na prvodinitele.

Okolo roku 1850 sa zacali Studovat tieZ nekomutativne okruhy. V r. 1843 zaviedol
HAMILTON kvaterniény, Specidlnym pripadom ktorych st komplexné &isla. Preto sa
kvaternidony niekedy nazyvaja aj hyperkomplexnymi Cislami. V prvom vydani svojej
knihy Ausdehnungslehre (1844) sa H. GRASSMANN zaobera vektorovou algebrou (ktora je
dost prirodzenym zovseobecnenim Descartesovej symbolickej metody pouZivanej v geo-
metrii) a tieZ — hoci trochu povrchne — hyperkomplexnymi &islami vo vieobecnosti.
Tieto pojmy upresnili (a ich spojitost s n-rozmernou geometriou objasnili) CAYLEY,
HAMILTON v uvode k svojej knihe o kvaterniénoch (1859) a GRASSMANN v druhom
vydani svojej knihy (1878). Cayley navySe v r. 1858 ([3], str. 84) ukazal, Ze tedria deter-
minantov, ktora vypracovali VANDERMONDE a LAPLACE, je len jednou strinkou omnoho
mohutnejSej tedrie, a to algebry matic. Algebra matic sa podoba obvyklej algebre s tym
rozdielom, Ze vo vSeobecnosti pre matice A, B plati AB + BA, teda nisobenie matic
podobne ako nésobenie kvaternionov nie je komutativne. Matice, ktoré sii dnes ne-

*) Autor tu podava dne3nu interpretaciu Lagrangeovej prace; Lagrange 3tudoval ,,funkcie n
pismen** a zmeny ich hodnét pri permuticiach. Pojem ani termin ,,grupa‘‘ nepouzival. Pozn. prekl.

**) Opit ide o modernu interpreticiu Galoisovho vysledku. Pozn. prekl.

4) Ako byva.zvykom, oznadujeme pismenom Z (z nemeckého Zahl = celé ¢&islo) mnozZinu
{O, +1,42,.. } Gauss prisudzuje uvahy o celych ¢islach modulo n (,,moduldrnych ¢&islach*)
Legendreovi.
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postradateIné tak v &istej, ako aj v aplikovanej matematike a ktoré formalne zaviedol
Cayley v r. 1858, postupne zrevolucionizovali lineirnu algebru.?)

Kratko predtym sa otvorili dve dal§ie oblasti vyskumu v modernej algebre. V roku
1854 uverejnil BooLE svoje dielo Introduction to the Laws of Thought (Uvod do zikonov
myslenia), v ktorom popisal podstatnti éast Aristotelovej logiky pomocou istej analégie
s obvyklou algebrou, nazyvanej teraz Booleovou algebrou. Tato nova ,,algebra logiky*
okrem toho, Ze spliiala va&Sinu zdkonov obvyklej algebry, spliiala tieZ kuriézne identity

(dnes by sme to zapisali vtvarea Aa=a Vv a = a),

(@+ba=a, (@a+b)@a+c)=a+ bc.

4. Axiomaticky pristup

Ako sme prave videli, mnohé z hlavnych oblasti tzv. modernej algebry (ktord autori
popularne;j literatiiry v posputnikovej ére prekrstili na ,,novii matematiku‘‘) poznali uz
matematici okolo r. 1860. No k axiomatickému skimaniu zakladov algebry doslo az
neskor. Lagrange odvodil Lagrangeovu vetu o grupach a Galois skon§truoval Galoisove
polia nemajuc ani tuSenia o axiomaticky definovanych grupéach a poliach; predpoklady,
ktoré pouzivali vo svojich ivahach, boli uplne intuitivne. Dokonca aj nazvy ,,komutativ-
ny* a ,,distributivny* boli zavedené pre prisluiné zikony aZ v roku 1814 (Servois)®).
Termin ,,asociativny* pochddza z roku 1835 a zaviedol ho Hamilton.

Za svoje odputanie od vyluéného zaujmu o redlne a komplexné &isla vdadi algebra vo
velkej miere filozofickym badaniam PEACOCKA, WOODHOUSEA?), HAMILTONA, DE
MORGANA, BOOLEA a CAYLEYHO. Napriek tomu vsak tvrdenie E. T. BELLA, Ze to bol
Peacock, ktory ,,prvy pochopil vieobecnu algebru ako hypoteticko-deduktivnu vedu
Euklidovho vzoru®, je prehnané. Hoci Peacock prediSiel HANKELA, ¢o sa tyka ,,principu
stalosti ekvivalentnych foriem®, jeho kniha Symbolical Algebra, podobne ako H.
Grassmannova Ausdehnungslehre,, sa zaoberd hlavne geometrickymi aplikiciami
a axiémy alebo postulaty sa v nej ani len nespominaju.®)

5) Podrobny historicky prehlad o linedrnej a nekomutativnej algebre najde citatel v diele N.
BourBak1 ([8], str. 78—91 a 120—128). O Cayleyho prispevku si moZno pre&itaf na str. 102—115
préace E. T. Bell [5].

6) GERGONNEOVE Annales 5 (1814— 15) str. 93; HAMILTONOVE idey moZno néjst v jeho Mathematical
Papers, vol. III, Cambridge Univ. Press, 1967. LEIBNIZ a CRAMER mali veImi utrzkovité predstavy
o determinantoch; pozri ([2], str. 375) a D. J. STRUIK, A Source Book in Mathematics, Harvard
University Press, 1969, str. 180.

7) R. WoobpHousk, Phil. Trans. 91 (1801), 89—119; G. PEacock, Reps. Brit. Assn. Adv. Sci. 3
(1834), 185—232 a Algebra, 2 zvizky, 1845; A. DE MORGAN, Trans. Camb. Phil. Soc., 7, (1839),
173—187 a 287—300; G. BooLe, Cambridge and Dublin Math. J. 3 (1848), 183—198.

8) F. KLEIN, Entwicklung der Mathematik im 19ten Jahrhundert, vol. 1, str. 175 ju charakterizoval
ako takmer netitateInu.
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Ovela jasnejie ozrejmuju ulohu axiém prace Formenlehre (R. GRASSMANN, 1872),
Operationskreis der Logikkalkul (E. SCHRODER, 1877), ako aj axiomatické skimanie
grup, poli, modulov a idealov, ktorym sa zaoberali CAYLEY (1878), FROBENIUS a STICKEL-
BERGER (1879), DEDEKIND®), WEBER (1882, 1893) a E. H. MooRE. Tuto problematiku
skiimali nezéavisle aj BENJAMIN PEIRCE a jeho syn C. S. PEIRCE v Harvarde (1870 — 1881).")

Pod vplyvom tychto prac zacina v roku 1888 pracovaf na axiomatickom pristupe
k aritmetike PEANO.'!) Neskor poviem o tomto probléme omnoho viac. O desat rokov
neskorsie sa pokusil HILBERT vo svojich Grundlagen der Geometrie [4] dalej zdokonalif
EukLiDA. Ked sa na jeho pokus pozerame z hladiska exaktnosti, mdZeme konstatovat,
Ze bol uspesny. Neda sa to vsak povedat, ak berieme do ivahy hladisko pedagogické.
No jeho najddlezitejSim prispevkom k axiomatike bola jasna formulacia pojmov ne-
zavislosti, konzistencie a Uplnosti axiomatického systému.

V roku 1902 E. H. Moore ukazal, Ze ani Hilbertove axiomy nie st nezavislé. V dalSich
desiatich rokoch E. V. HUNTINGTON, L. E. DICKSON a O. VEBLEN pracne analyzovali
nezavislost systémov postulatov pre grupy, pre polia vo vSeobecnosti a Specidlne pre
polia komplexnych a realnych ¢&isel, pre algebru logiky a pre zaklady geometrie. Vyni-
kajuci pohlad na tuto pracu poskytuju ¢lanky Moorea a Huntingtona”). Farbistejsi, aj
ked nie natolko hodnoverny prehTad obsahuje aj ([5], kap. 3).

Ciastoéne aj pod vplyvom uvedenych prac sa kone¢ne v algebre presadil axiomaticky
pristup. Matematici prisli na to, Ze aj prekvapujuco maly pocet jednoduchych postulatov
(ovela mensi ako v Euklidovej geometrii'®)) mdZe tvorit dostatony zaklad pre velmi
rozsiahle algebraické tedrie. Napriklad vSetky tvrdenia tedrie grip sa daju odvodit zo
zakladnych principov logiky a nasledujucich postulatov (pochadzajicich od E. V. Hun-
tingtona z roku 1906).

Definicia. Grupa G je mnoZina prvkov (ktoré budeme oznafovat malymi latinskymi
pismenami), z ktorych kazdé dva — povedzme x a y — maju sucin xy, priCom su splnené
tieto podmienky:

G1. Nasobenie je asociativne: x(yz) = (xy)z pre vsetky x, y, z € G.

G2. Pre kaZdé dva prvky a, b € G existuju x, y € G tak, Ze xa = baay = b.

(Zapis x € G, ktory sme pouZili vysSie, pochadza od Peana a znamen4, Ze x je prvkom
(patri do) mnozZiny G.)

Dovtipnymi obratmi sa daju z tychto postulatov odvodit rozne iné jednoduché tvrde-
nia. Napriklad: (i) kaZzda grupa G obsahuje jediny idempotentny prvok e, t. j. prvok

% v svojich dodatkoch k DIRICHLETOVYM Vorlesungen iiber Zahlentheorie, 1863, 1871.

10y BenyAMIN PEIRCE, Linear Associative Algebra, Boston 1870; pozri tiez Amer. J. Math. 3 (1880),
15—57 a 4 (1881), 97— 229 (prevzaté z Proc. Am. Acad. Boston, 1875).

11y pozri jeho zobrané diela Collected Papers, vol. 2, Cremonese, Rim, 1958, str. 134. Na strane
152. zvizku Semicentennial Addresses Americkej matematickej spolo¢nosti BELL pristidil axiomaticky
pristup Peanovi. Peano tiez ako prvy éisloval svoje teorémy.

12y vo zviizkoch 3 —6 (1902— 1905), Transactions of the American Mathematical Society je tucet
¢lankov o axiomatickych systémoch od spominanych matematikov.

13) EUKLIDOVE Zdklady, obsahujuce ,,axiomy** pre veli¢iny (algebra) a tiez ,,postulaty‘‘ geometrie,
boli napisané v Alexandrii v Egypte okolo roku 300 pr. n. 1.; pozri BaLL [2].
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splitajici rovnost ee = e, (ii) pre tento prvok plati ex = xe = x pre vietky x € G (teda
e je akousi jednotkou v G), (iii) prvky x, y v G2 su prvkami a, b urlené jednoznacne, atd.

Podobne cela tedria poli sa da odvodit z nasledujiicej mnoZiny postulatov, ktora tiez
pochadza od Huntingtona.

Definicia. Pole je mnoZina F prvkov, z ktorych kaZdé dva maju sucet x + y a sucin
xy, priCom plati:

F1. Sé&itania a nasobenie su komutativne:
x+y=y+x a xy = yx pre vietky x, y € F.
F2. Stitanie a nasobenie su asociativne:
x+(+2)=x+y)+z, x(yz)=(xy)z pre vietky x, y, z€ F.
F3. Nasobenie je distributivne vzhladom k s&itaniu:
x(y + z2) = xy + xz previetky x, y,ze F
F4. Pre kaZzdé a, b € F existuje x € Ftak,Zea + x = b.

F5. Ak a + a #+ a tak existuje také y e F, Ze ay = b.

(Huntington v skuto&nosti zoslabil F5 tym, Ze pridal k predpokladom eSte podmienku
b+b+b)

(Prirodzene predpoklad a + a + a je len inym spdsobom sformulované tvrdenie, Ze
a + 0. Volif tato cestu bolo nutné preto, lebo Huntington sa chcel vyhnuf tomu, aby
musel predpokladat, Ze v F existuje ,,nula* 0.)

Pouzitie axiomatického pristupu v algebre spojené s uvedomenim si doleZitosti viet-
kych druhov algebraickych systémov bolo stimulom, ktory priviedol matematikov
k pokusom o najdenie vsetkych moznych algebraickych systémov spitiajicich isté pod-
mienky. Ako priklad moZe sliZit problém najst vietky koneéné polia (tento problém
vyrieSil uZ Galois) alebo problém n4jst vietky grupy daného riadu » atd. Pri takomto
hlfadani musime vSak stotoZnit vSetky grupy (alebo polia), ktoré si izomorfné, t. j.
ktorych prvky mdzZeme vzajomne jednoznacne priradit pomocou bijekcie zachovdvajucej
grupové ndsobenie (v poliach musi takato bijekcia zachovavat séitanie a nasobenie).
Takato bijekcia sa nazyva izomofirzmom.

5. Morfizmy a podalgebry

Je uZito&né poznaf odpoved na vieobecnejsiu otazku, kedy medzi dvomi algebraickymi
systémami 4 a B existuje (homo)morfizmus CiZe zobrazenie © : 4 — B, ktoré zachovava
vietky definujuce operacie. Koneéne je tieZ uZitodné poznaf podalgebry algebraického
systému A, t. j. podmnoZiny S mnoZiny A4, ktoré spiiiaji vietky postulaty. Ak S je
podalgebrou A4, nazyva sa A rozsirenim S. (Teda pole komplexnych ¢&isiel je rozSirenim
pola readlnych Cisiel.) Aby sme zistili, & nejaka podmnoZina je podalgebrou, staci
obvykle zistif, & je uzavretd vzhladom na vhodne vybraté operacie. Napriklad u grip
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podgrupa musi obsahovat (i) jednotku, (ii) s kazdym x tieZ x~! a (iii) s x a y aj xy.

Pri poliach zasa treba poZadovaf uzavretost vzhladom na séitanie, od¢&itanie, nasobenie
a delenie.

Pojmy, ktoré sme tu spomenuli, sa daju aplikovat na vietky beZné algebraické systé-
my.

6. Niektore podstatné vysledky vyvoja v rokoch 1860—1914

V tom istom obdobi, ked sa pomocou axiomatickej metody objasnili zaklady algebry,
rozvijala sa tato veda mohutne tak do $irky, ako aj do hibky. Na tomto mieste moZeme
len velmi struéne nadrtniif niekolko veImi vyznamnych vysledkov.

Po prvé, Galoisova tedria sa objasnila nasledujicim spdsobom (pridrZim sa kvoli
urcitosti rozsireni pofa Q racionélnach &isel, ale vysledky moZno zovieobecnif na rozsi-
renie fTubovoIného pola). Nech F = Q [x,.. ., x,] je pole generované koreiimi poly-
nému

px) = (@x=x)(x=xp)...x=x)=x"+a;x" ' +...44a,=0

s koeficientmi a, € Q. Definujme Galoisovu grupu G(F: Q) pola F a polynému p(x)
nad Q ako grupu vietkych automorfizmov o pola F takych, Ze pre kazdé x € Q plati
a(x) = x. Galoisova veta potom tvrdi, Ze rovnica p(x) = 0 je rieSitelnd radikdlmi
vyjadrenymi pomocou koeficientov (GiZe radikalmi nad Q) prave vtedy, ked Galoisova
grupa G(F: Q) je rieSiteIna v nasledujicom zmysle.

Definicia. Kompoziénym radom kone&nej grupy G sa nazyva refazec
1<S1<S2<...<Sr=G

podgriip grupy G, z ktorych kaZd4 je maximalnou normalnou podgrupou nasledujtce;.
Vytvorme prislichajice faktorové grupy S;/S;- ;. Potom hovorime, Ze G je riesitelnd
ak vietky tieto faktorové grupy su abelovské (ekvivalentny vyrok je, Ze vietky maji
prvodiselny rad).

Po druhé, prehibila sa &ista tedria grip. Spomedzi mnohych vyzna&nych viet o koneg-
nych grupich dokazanych v polstoro&i 1860 — 1914 spomeniem len niektoré. Ponajprv
sa dokazalo, ¢ mnoZina faktorovych grip S,/S.-, je pre vietky kompozi¢né rady
rovnakai aZ na izomorfizmus a prerovnanie (Jordanova-Holderova veta). Opit sa ukazalo,
Ze kazda grupa s rddom p", kde p je prvocislo, je rieSitelna. A koneéne bol podany
dokaz, Ze ak p" deli rad grupy G, tak G ma podgrupu radu p” (Sylowova veta).

Po tretie, v oblasti algebraickej tedrie &isiel Dedekind rozpracoval tedriu idedlov
a pomocou nej zovieobecnil Gaussove priekopnicke vysledky o jednozna&nom rozklade
Gaussovych celych &isel na skveli vetu o jednoznaénom rozklade v TubovoInom poli
algebraickych ¢isiel (t. j. v TubovoInom podpoli pola C komplexnych ¢&isiel, ktorého
linearna dimenzia nad podpolom Q racionalnych d&isiel je koneénd). Konkrétne dokazal,
e rozklad na prvoidealy je jediny.!4)

14y Historick4 diskusia o tedrii idealov a DEDEKINDOVYCH vysledkoch o algebraickych &islach je
v préci [6] kap. 10.
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HIbsi zadujem o tedriu idedlov a o rozklad na prvodlinitele viedol Dedekinda aj
k skiimaniu operécii najvacSieho spolo¢ného delitela (n. s. d.) a najmensieho spolo¢ného
nasobku (n. s. n.) z axiomatického hladiska. Ked si vSimol ich analégiu s operaciami
»a‘“ a ,alebo* v Booleovej algebre, rozvinul a vyuZil elementarnu teériu zvdzov (Dual-
gruppen), moduldrnych zvdzov, distributivnych zvdzov a vektorovych zvdzov v dvoch
priekopniekych pracach (1897, 1901), ¢im zalozZil nové velké odvetvie algebry zahrnujtce
Booleove algebry ako $pecialny pripad.

7. Linearne asociativne algebry

V roku 1870, priblizne v rovnakom ¢ase ked Dedekind rozvinul teériu idealov na
mocny matematicky nastroj, Benjamin Peirce z Harvardu ako jeden z prvych skiumal
systémy hyperkomplexnych Cisiel, ktoré zhruba nacrtli uz Grassmann, Hamilton a Cay-
ley. Peirce zacal definiciou line4rnej algebry nad polom F ako mnoZiny A, ktorej prvkami
st TubovoIné linearne kombinacie

) a=(a;,....,a)=aji, +...+ a,i,

r bazovych prvkov i,, priom pre nasobenie plati pravidlo

(21) a. b = (Zakbm) ik . im = zakbmykmnin 5

konstanty y,,,, m6éZu byt Tubovolné skalary (prvky pola F). Linearnu algebru nazva
asociativnou, ak nasobenie definované vztahom (2') je asociativne.

Zvla3t pozoruhodnou linearnou asociativnou algebrou je mnozina Hamiltonovych
kvaterniénov; tato algebra ma Styri bazové prvky 1, i, j, k, a teda 64 konstat (z ktorych
vadsina sa rovna nule) danych vzfahmi

3) 1.a=a.1=aprevietkya, i’=j’=k>= -1
3) ij=—j.i=k, j.k=—k.j=i, k.i=—ik=j.

Identity (3') su zrejme identitami pre vektorové suciny. Algebra kvaterniénov R[i, j, k]
nad polom realnych &isel je tieZ prikladom algebry s delenim: ku kaZdému nenulovému
kvaterniénu a = a, + a,i + a,j + as;k + 0 existuje inverzny kvaternion

3" , a ! =(ay — a,i —ayj— a3k)/(a(2, + af + a% + a§).

Peirce!®) dokazal, Ze jedinymi algebrami s delenim nad polom realnych &isiel, ktorych
prvky st hyperkomplexné &isla, su algebra komplexnych ¢&isiel a algebra kvaterniénov.

Este vyznamnejSia je algebra M,(F) vSetkych Stvorcovych matic A = |ay,| =
= Xa,.e;, typu n X n. Bazové prvky e, algebry M,(F) sa nasobia podla pravidla
em s ak m =Kk
4 €, m(’ m = .
@ i {0 inak

15y Vys3sie citované dielo, str. 216—229. Ten isty vysledok dokazal nezdvisle FROBENIUS v dicle
citovanom niZzdie.
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Konstantami teda st (v trochu zmenenom oznaceni)

4"

I, ak K =m, k"' =k, m" =m'
‘)’km,k'm’,k”m" = .
0 inak

Od roku 1870 sa mnoho matematikov pokusilo klasifikovat linedrne asociativne
algebry nad polom realnych a komplexnych &isiel, priCom vhodne pouZivali zdkladna
vetu algebry. Osobitne treba spomenit price FROBENIA (1878, 1903), MoLIENA (1893)
a CARTANA (1898).16)

V pozoruhodnom ¢&lanku uverejnenom v roku 1907 WEDDERBURN ukazal, Ze vacéSinu
Cartanovych a Frobeniovych Struktirnych viet moZno dokazat pre linearne asociativne
algebry nad TubovoInym polom. Speciilne dokizal nasledujiici zdkladny vysledok,
ktorého presny vyznam vysvetlim neskor. Podrobnosti najde Citatel v praci ([6], kap. 11).
Wedderburn sam tvrdil, Ze ,,va&Sinu vysledkov obsiahnutych v tomto &lanku odvodili
Cartan a Frobenius pre algebry nad polom racionalnych &isiel*.

(i) Kazda linearna asociativna algebra je priamym suétom (v zmysle vektorovych priesto-
rov) ,,polojednoduchej*“ podalgebry a jednozna¢ne uréenej ,,nilpotentnej* invariantnej
podalgebry.

(ii) Polojednoduchy séitanec v (i) je priamym suétom jednoduchych linearnych aso-
asociativnych algebier, ktoré st jednozna&ne urcené.

(ii1) Kazdy jednoduchy s€itanec v (ii) je pre vhodne zvolené n algebrou M, (D) vietkych
matic A = |a;;|| typu n x n s prvkami a;; z vhodnej algebry s delenim D nad polom F
skalarov pévodnej linedrnej asociativnej algebry.

Na objasnenie (i) si pripomeiime, Ze linearna algebra sa nazyva nilpotentnd, ak pre
niektoré prirodzené Cislo n sa vsetky suciny a, . a, . ... . a, rovnaji nule. Podalgebra
algebry je jej podmnoZina uzavreta vzhladom na s¢itanie a nasobenie (a tieZ vzhladom
na linedrne kombinacie nad polom skal4rov); podalgebra K sa nazyva invariantna, ak
pre kazdé k € K a TubovolIny prvok a, ktory nemusi byt z K, platia. ke Ka k.ae K;
tato podmienka znamena, Ze K je idedlom v zmysle tedrie okruhov.

Nie vSetky linearne algebry su asociativne. Najvyznamnej$ou triedou neasociativnych
algebier su Lieove algebry. V nich je asociativny zdkon nahradeny troma identitami:

[aa] = 0, [ab] + [ba] = O,
[[ab]c] + [[bcla] + [[calb] = O,

ktoré platia pre kazdé a, b, c¢. V sedemdesiatych rokoch minulého storo¢ia LiE ukazal,
Ze realne a komplexné Lieove algebry su klu¢om k pochopeniu spojitych grip koneénej
dimenzie. Mimoriadne velky vyznam mal preto KiLLINGOv (1888 —1890) a ELIE CAR-
TANOV (1894) dokaz, Ze pre Lieove algebry platia Struktirne vety analogické uvedenym
Struktirnym vetdm pre asociativne algebry, a tieZ stanovenie vSetkych ,,jednoduchych*
Lieovych algebier nad C. Tato praca Killingera a Cartana tykajtca sa Struktiry Lieovych

1) G. FrosBenius, Crelle, 84 (1878), 1— 63 a Berlin Sitzb. (1903), 504— 537 a 634— 635. WEDDER-
BURNOVE Lectures on Matrices, Amer. Math. Soc. 1934 obsahuji uplna bibliografiu do r. 1933.
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algebier predisla analogicki Molienovu a Cartanovu pracu o linedrnych asociativnych
algebrach.!”)

Tento opis vyvoja mozno azda uzavrief konS§tatovanim, Ze algebraici, ktori sa zaobe-
rali vyskumom, vedeli v roku 1914 viac o ,,modernej* algebre, ako dnes vie va&Sina
nositelov titulu Ph.D. (anglosask4 analdgia hodnosti CSc. — pozn. prekl.). Algebra viak
bola stale podriadena klasickej analyze a vldde pola komplexnych &isiel. To dokumentuje
aj skutoénost, Ze z dvoch najrozsirenejSich u€ebnic vy$Sej algebry (spracovanej mimo
ramca tedrie &isiel) v r. 1900 sa WEBEROVA zadinala kapitolou o algebraickych funkciach
a SERRETOVA kapitolou o refazovych zlomkoch.

8. Symbolick4 logika pred Godelom

V retrospektivnom pohlade ani velmi neprekvapuje, Ze dramatické uspechy alge-
braikov a logikov 19. storodia dali podnet matematikom s fantiziou, aby rozpracovali
symbolicku logiku, pomocou ktorej by sa dokazovanie viet zjednodusilo na mechanické
narabanie so symbolmi podla vopred danych pravidiel &iZe axiom. Histéria tejto idey
siaha prinajmen§om k LEmNIzovi, ktory uZ okolo roku 1700 predvidal symbolické
metdédy, ktoré ,,umoZnia zva&sif schopnosti rozumu ovela viac, ako hociktory opticky
pristroj kedy zvad&sil schopnosti zraku®“. Jeho plodnd mysel by bola v ¢innej symbolickej
algebre diferencidlneho a integralneho poétu (z ktorého velka &ast vdadéi prave jemu za
svoj vznik) zaiste videla priame potvrdenie velkych moZnosti symbolickej metddy.

Symbolicky pristup v nebyvalej miere rozvinul PEANO od r. 1889. Jeho hlavné prispev-
ky sa nachadzaji v jeho diele Formulario Matematico (5. vydanie, 1908), v ktorého
uvode sa hovori: ,,Cely pokrok v matematike je odpovedou na zavedeni@ symbolov
(ideografickych znakov). ... Ak mame na vyber, ma vo vSeobecnosti prednost taky
systém symbolov, ktory ma symbolov menej. Zakladné pouZitie symbolickych metéd
spotiva v zjednoduseni vypoétov.* Uvod dalej pojednava o pévode rozli¢nych symbolov
napr. +, X, D (derivicia), [ a symbolov vektorovej a Booleovej algebry. Navrhuje
potom do vSeobecného pouZivania symboly € (patri do) a 3 (existuje). Peano tvrdi, Ze
pomocou tychto a zopar dalich symbolov a konvencii moZno celii matematiku podat
v symbolickej forme.!?8)

V skuto&nosti v§ak Peano nebol prvym matematikom, ktory prisiel s myslienkou ¢isto
symbolickej matematiky. UZ v r. 1634 HERIGONE napisal v ivode svojho Cursus Mathe-
maticus: ,,Nymyslel som novi metédu robenia d6kazov, ktora je struénd, zrozumiteIna
a nepouziva Ziadny jazyk‘. Jeho symboliky sa pridrZiaval WALLIS (1656) a BARROW
(1655, 1660).1°)

Peano potom opodstatiiuje svoje tvrdenie na 386 stranich textu, ktory obsahuje

17) Pozri THomas HAWKINS, Archive for History of Exact Sciences 8 (1972), 243 —287.

18) Podobny symbolicky 3tyl pouZil E. H. MOORE v Introduction to a Form of General Analysis,
New Haven Colloquium, Yale Univ. Press, 1910.

19y pozri F. CAIORI, Past struggles between symbolists and rhetoricians . . ., Proc. Int. Math.
Congress Toronto (1924), vol. 2, str. 937—941.
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v symbolickom prehlade (1) matematicku logiku, (2) aritmetiku, (3) algebru, (4) vekto-
rovy podet (,,geometriu®), (5) limity, (6) derivécie, (7) integraly. NajuspeSnejsie s ast
(1) a &ast (2), v ktorej sa nach4dza Peanova slavna konstrukcia?®) nezipornych celych
gisel pomocou funkcie nasledovnika: 1 = 0+, 2 = 1+, 3 = 2+, ..., a vynikajice
odvodenie zdkonov aritmetiky z tejto funkcie. Na daliich 70 stranich Peano roziruje
svoju &isto symbolicku metddu na skiimanie rovinnych kriviek, diferencidlnych rovnic
a rozli¢nych inych objektov. "

Na Peanovo Formulario treba hladiet predovietkym ako na podnetny bohatiersky ¢in,
hoci obsahuje bohatstvo idei a originalnych pohladov. Nikde viak nendjdeme zoznam
pravidiel pre nardbanie so symbolmi pri prechode od jedného vzorca k druhému;
neuvadza sa ani systém axidm logiky. Podobne ako Euklidove dokazy v geometrii
moZno Peanove dokazy overif len tak, Ze sa slovim priradi ich vyznam.

Tento najvaznej$i nedostatok odstranili WHITEHEAD a RUSSELL v trojzvizkovom
majstrovskom diele Principia Mathematica [7]. V fiom starostlivo $pecifikovali pravidla
pre manipulaciu so symbolmi (,,pravidla inferencie*), ktoré moZno neomylne pouZit pri
odvodzovani désledkov z predpokladov v symbolickej logike (v matematickych tva-
hach).

Ked tieto pravidla inferencie pouZili ako axidmy symbolickej logiky, ukédzali White-
head a Russell, Ze moZno symbolicky prepisat aspoii konStrukciu pola R redlnych &isiel
z prirodzenych &isiel a tiezZ velku Cast tedrie mnoZin a aritmetiky. Tieto vyznamné
vysledky uviedli ako empirické odévodnenie tézy, Ze vsetko dokazovanie matematickych
viet moZno redukovat na mechanické nardbanie so symbolmi €iZe na &istd symbolicku lo-
giku.2?!) )

Nikto nepopiera Whiteheadovo a Russellovo tvrdenie, Ze ich pravidl4 inferencie pre
,,peandinu‘‘ (Peanov symbolicky jazyk) (i) si neomylné za podmienok, ktoré uvadzaji
po anglicky v texte a (ii) stadia pre velku &ast elementarnej matematiky. No skutoény
matematicky obsah Principii (ktoré maji takmer 2000 stran) je ovela mensi neZ obsah
Peanovej knihy a nemoZno povedaf, Ze by ich symbolické metSdy ,,zvaé&sili schopnosti

rozumu‘‘; myslim, Ze ich vlastne zmensuju, a to pravdepodobne z psychologickych pri-
&in.22)

9. Hilbert a Gddel, 1918—1931

Vdaka tomu, Ze Russellova axiomatizicia logiky umoZnila nahradit ¥pecialne axiémy
rozliénych oblasti matematiky teorémami (por. prvy odstavec tivodu knihy Principia
Mathematica), HILBERT sa o nej vyjadril v r. 1918, %e je korunou axiomatiky.2%) Hilbert
pritom hovoril s autoritou ¢loveka, ktory len pred 20 rokmi v zndmom diele Grundlagen

20) Po prvy raz uverejnend v roku 1889 (Arithmetices principia nova methodo exposita).

21y TGto skutonost naznadil uz o desat rokov skor RUSSELL vo svojich vtipnych Principles of
Mathematics, ktorych druhym zvdzkom mali byt podla povodného zdmeru Principia Mathematica.

22y Pozri G. BIRKHOFF, Mathematics and Psychology, SIAM Review 11 (1969), 429— 469.

23) Werke, zvazok 3, str. 153; Math. Annalen 78, 405—415.
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der Geometrie vniesol rigoréznu presnost do Euklidovych axiém. Citujem z uvodu jeho
knihy:

,Geometria — podobne ako tedria Cisiel — vyZaduje pre svoju deduktivnu (folgerich-
tige) konStrukciu niekolko zdkladnych viet (Grundsdtze). Tieto vety sa nazyvaju axio-
mami?*) a podas ich stvislého vyvoja od Euklida boli mnoho raz spracované. . .. Tato
kniha je novym pokusom o vypracovanie najjednoduchsSieho uplneho systému axiém
geometrie . . . aby sa tak ozrejmil vyznam rozliénych skupin axiom a désledky jednotli-
vych axiém.*

V podobnom duchu axiomatickej analyzy Hilbert a jeho spolupracovnici, najma
spoluautori W. ACKERMANN a P. BERNAYs??) venovali po r. 1918 velké usilie deduktiv-
nemu dokazaniu (pomocou metamatematickych tivah) adekvatnosti Whiteheadovych
a Russellovych axiom (odovodnenie v diele Principia Mathematica bolo len empirické).
Svoju pozornost sustredili na dve hlavné otazky:

(i) Su tie axiomy bezosporné, t. j. nemoZno pomocou nich dokazat vyrok p aj jeho
negaciu ~ p?

(ii) MoZno rozhodnut o pravdivosti ¢i nepravdivosti TubovoIného daného tvrdenia
(napr. v aritmetike) v kone¢nom poéte krokov?

Azda tieto otdzky uputali Hilberta aj preto, Ze analdgiu prvej rozriesil v Grundlagen
der Geometrie, ked pouZil Descartesovu geometriu ako model euklidovskej rovinnej
geometrie, a otazku analogickt druhej rozriesil pre bazu idedlov v priestore polynémov
pomocou v§eobecnych transfinitnych vah s pouZitim podmienky rastucich retazcov.

Kladnt odpoved na otazku (i) podal Ackermann (ktory predtym dokazal nadbytoc-
nost jednej- z Whiteheadovych a Russellovych axidm) a voN NEUMANN v 1. 1927 za
vhodnych obmedzujicich podmienok. Tieto podmienky maj vcelku technicky raz?6)
a na prvy pohlad sa zdali celkom neskodné, ¢o viedlo k optimistickému prijatiu Hilber-
tovho programu v rokoch 1927 az 1931.

Odpoved na otazku (ii) &i%e problém rozhodnutelnosti (Entscheidungsproblem) je
viak negativna; podal ju GODEL v r. 1931 pre aritmetické tvrdenia. Dovtipnym pouZitim
metamatematickych tivah, ktoré vlastne spocivajii na Cantorovej diagonélnej konstruk-
cii, odvodil z tejto nerozhodnutelnosti neiplnost Whiteheadovho, Russellovho a Hil-
bertovho systému, a to v tomto zmysle: Ak sa prijme za pravdivd dodatocna axiéma
konzistencie, Ze ,,nepravdivé formuly su nedokazateIné*, mozno dokazat taku formulu
z teorie Cisiel, ktord by inak nebola dokazatelna. Z toho vyplyva, Ze nemozno dokazat
bezospornost Hilbertovych axiém, takZe Specialne otazka (i) je nerozhodnutelna.

Gédelov &lanok tak rozbil Hilbertove velké nadeje; HERMANN WEYL27) napisal:
,,G0del istym spésobom oéisloval symboly, formuly a postupnosti formul v Hilbertovom

24) Hilbert nedodrziava Euklidovo rozliSovanie medzi ,,axiomami‘ (pre veli¢iny vSeobecne)
a ,,postulatmi‘‘ (pre geometrické objekty).

25) Prvy je spoluautorom [9] a druhy dvojzvizkovych Grundlagen der Mathematik (1939).

26y Pozri S. C. KLEENE, Introduction to Metamatemathics, Van Nostrand, 1932, str. 204—205.
(Existuje rusky preklad — pozn. prekl.)

27) American Mathematical Monthly 53 (1946), 1 —18. Povodny Gdodelov ¢lanok vySiel v Monats.
Math. Phys. 38 (1931), 173—198.
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formalizme a tak previedol tvrdenie o konzistencii na aritmeticky vyrok. Vedel dokazaf,
Ze tento vyrok nemozno vo vnutri toho formalizmu ani dokazat ani vyvratif. To moze
znamenat len dve veci: bud sa v Gvahach, ktorymi sa dokazuje konzistencia, vyskytuje
nejaky obrat, ktory v tom systéme nema formalny naprotivok, t. j. nepodarilo sa nam
uplne sformalizovat proces matematickej indukcie; alebo sa treba vobec vzdat nadeje na
striktne , finitisticky‘* dokaz konzistencie. Ked sa GENTZENOVI (1936) kone¢ne podarilo
dokazaf konzistenciu aritmetiky, skutone porusil toto obmedzenie tym, Ze vyhlasil za
zrejmé uvahy takého typu, ktoré presahuji do Cantorovej ,,druhej triedy ordinalnych
Cisiel*.

Godelovym vysledkom sa néhle skoncilo polstorocie optimizmu okolo symbolicke;j
logiky asponi v tej forme, ako ju rozpracovali Peano, Whitehead a Russell. Tento vysle-
dok ukazal, Ze ich formalizicia nie je schopna rozrie§if paradoxy a nejednoznaénosti
Cantorovej tedrie nekone&nych mnozin.2®)
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