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Pri ¢itani klasickych &lankov, kde boli poloZené zaklady kvantovej fyziky, sa nemoZno
ubranit obdivu k préci a velkosti ducha Iudi, ktori ju vytvorili.

Neddvno som kdesi v novindch &ital, Ze na rakete, ktora mala obzriet jednu z planét
a potom sa stratif nendvratne v kozme, bola (pre ten mélo pravdepodobny pripad,
Ze by raz raketu nasla nejaka civilizicia) doska s posolstvom. Na doske boli znizornené
spektralne Ciary atému vodika. Myslim si, Ze to bolo dobré posolstvo a Ze poznanie
spektier a §truktury atémov hovori €osi o nasej civilizdcii a o jej kulttre.
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Aplikace matematiky
vypocCty
a sloZitost problému*) .

Hirsh Cohen, New_ York

2. Aplikovand matematika vypoéti. Casopis Mathematical Tables and Aids to Compu-
tation zaloZeny profesorem ARCHIBALDEM z Brownovy university, ktery se poprvé ob-
jevil v roce 1943, byl patrné vhodné nazvén a jeho obsah byl tehdy pfim&feny jeho
ndzvu. Jeho prvni &isla obsahovala jen informace o novych i starSich tabulkdch
a uspokojovala potieby pomérné malého poctu lidi, jichZ se tykala. Postupnég se zadaly
objevovat né€které nové algoritmy a pozdé&ji byl ¢asopis piejmenovdn na Mathematics

*) Dokon¢eni pfekladu, jehoZ prvni ¢4st jsme otiskli v &isle 3/1975. (Pozn. red.)
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of Computation. Dnes existuji doslova tucty Casopist, které se z rozmanitych hle-
disek zabyvaji vypodty. Jen mélo z nich se soustfeduje na pouhé numerické problémy
a v nékterych z nich nenajdete ani zminku o numerickych metodach. Jejich &tendiska
obec je obrovska stejné jako Sife vySetfovanych vypocetnich problémi.

Podivame-li se na véc z méné ueného hlediska, miiZeme se ptat, na Sem vlastné viech-
ny pocitae v soucasné dob€ pracuji. Ukazuje se, Ze asi z 20 9 jsou poditade vyuZity
pro védecké problémy. Vice Casu se stravi tfidénim. Stdle roste mnoZstvi vypoéti, které
se tykaji signalli, zpracovani obrazil a jinych otdzek rozpozndvani tvard a znakt. AvSak
vétSina veSkeré vypocetni kapacity se spotfebuje na uchovavani a vyhledavani dat
pro mnoZstvi obchodnich transakci. Zde je mnoZstvi matematické manipulace malé
a viibec ne sloZité — napf. trochu ucetnické matematiky — ale jde o obrovsky a neustaly
proud takového zpracovani dat. Moderni systémy sdileji ¢as centralni jednotky, a mohou
tedy slouZit vét§imu poétu zadavatelll. Vznikd tak soustava, kterd je zdrojem obrovského
toku informaci, v niZ fada Cinnosti postupuje v diskrétnich krocich, a je opravdu
nesmirné sloZita, posuzujeme-li ji jako celek.

To vie znamenad, Ze jde o nesmirné€ dileZitou a rozsadhlou innost dotykajici se mate-
matiky, kterd zasahuje mnoZstvi stroji a lidi a jejiZ rozsah vzristd velkou rychlosti.
Roste ve skuteCnosti mnohem rychleji neZ védecké vypoéty zaloZené na zpracovéni
diferenénich polynomi uzlovych matic. Dalo by se fici, Ze nauka o vypoétech tohoto
obecného typu je pravem jadrem vypoctové matematiky. Avsak je tfeba vykonat velmi
mnoho matematické prace, pravdépodobné mnohem vice neZ v klasickych oblastech
matematickych aplikaci. Zd4 se rozumné prosazovat, aby aplikovand matematika
rozsifila svoji pisobnost a zahrnula jistou ¢ast této oblasti. Pfi nejmensim bychom si
méli byt velmi dobfe védomi rychlosti rlistu i mnoZstvi a druhu matematické prace,
kterou je tfeba vykonat ku prospéchu téch, které hodlame vzdé€lavat v aplikované mate-
matice.

V jiném &lanku v tomto &isle Easopisu*) popisuje profesor PERLIS fadu vypo&etnich
problémi v tom Sirokém smyslu, jaky mdm na mysli ja. Rad bych zddraznil nékteré
z nich.

Zaprvé, abychom mohli pfedat problém pocitaci, at jiZ jde o komplikovanou neline-
arni parcidlni diferencidlni rovnici ¢i o jednoduchy ticetni nebo tfidici postup, musime
mit algoritmus. Studium algoritmii jako takovych proslo svou abstraktni fazi, ale ja bych
se cht&l zminit o nékterych aspektech algoritmli redlnych vypodetnich procesti. Je vidét
jisty pfesun od studii algoritmii na automatech nebo Turingovych strojich k algoritmiim
tak, jak se skuteéné pouzivaji. VZdycky existovaly a budou existovat algoritmy vytvofené
ad hoc k provedeni téch ¢i onéch specidlnich vypocti. AvSak pfedev§im potiebujeme
skuteéné udinnd méfitka kvality skuteCnych vypodetnich algoritmi. Jak zduraznil
KnutH ([14]), miZeme zvolit jeden ze dvou pfistupl: bud zkoumat &asto uZivany
algoritmus a analyzovat ho velmi podrobné z hlediska aritmetickych operaci a poZadav-
ki na pamét a potfebné idaje, nebo uvaZovat celou tfidu algoritmii, které jsou vSechny
schopny vykonat poZadovany ukol, a vybirat z nich ten ,,nejlepsi*‘.

Jako ptiklad prvniho pfistupu analyzuje Knuth pferovnani prvkid uspofddané mno-

*) Minén Quaterly of Applied Mathematics, duben 1972 (zvlastni ¢&islo). (Pozn. pfekl.)
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Ziny, tzn. nahrazeni (x,, x,, ..., X,) MNOZINOU (X,1y, Xp(2)s ---» Xpmy)> kde p je n&jaka
permutace mnoZiny 1, 2, ..., n. Pfitom se pfedpoklada, Ze p je ddno a Ze pomocna pamét
je koneéna. Takovy algoritmus by mohl byt potfebny pfi transponovédni obdélnikové
matice nebo pfi zp€tné konené Fourierové transformaci. Méfitkem pracnosti mtze byt
potiebny ¢as nebo podet séitani a nasobeni, poet operaci srovnavéni nebo pozadavky
na kapacitu paméti. V tomto pfipadé Knuth zjistil, Ze potfebny ¢as je v priméru fadu
n In n operaci, ale nejhor§i mozZnost je fadu n2. Podobnym zptisobem byly vySetfovany
i jiné dobfe zndmé postupy jako iteraéni schémata ([15]), hleddni nulovych bodd
mnoho&lenu ([16]) a maticové operace. Byla snaha uZivat v tomto vyzkumu analytic-
kych metod. Jak poznamenal Knuth, ¢asto se dospélo k zajimavym ,,staromédnim**
algebraickym problémiim. Existuje empirickd verze tohoto zptisobu rozboru jednotlivého
algoritmu. Problém se naprogramuje, ,,sjede‘‘ na pocitaci a zméfi se ¢as nutny k dosaZeni
vysledku. To je ve skute¢nosti obvykl4 cesta, jak vyzkousSet nejen algoritmus, ale i poéi-
taCe a jejich systémy.

Druhy pfistup je obtiZny tim, Ze je tfeba najit celou tfidu algoritmi, které fesi dany
ukol. To je obtiZzné pro matematickou operaci jakéhokoliv stupné sloZitosti. V nékolika
pfipadech se to podatfilo, i kdyZ, jak se zminim pozdéji, vZdy byla né&jakd omezeni
obecnosti. Nez pfistoupim k témto ptikladim, je diileZité uvést zminéné pojmy ucin-
nosti do vztahu se sloZitosti, obtiZnosti a omezujicimi pfedpoklady. Hovofili jsme jiz
o explicitnim méfeni vypocetni prace ve smyslu poctu provedenych zakladnich aritme-
tickych operaci. Nemame jind méfitka, snad s vyjimkou &asu, ktery je potfebi k prove-
deni algoritmu. Zd4 se, Ze jsme v tomto okamziku schopni méfit obtiZznost pomoci
zakladniho pracovniho tkonu poéitate — aritmetickych operaci. Pojem ,,nejlepsi*
v tomto smyslu znamend pak minimum vyZadovanych pracovnich krokt. MiiZe existo-
vat dolni mez poétu nu'tnych operaci, a tedy definitivni hranice. Na druhé strané muzZe
existovat horni hranice ukazujici, Ze neni tfeba provést vic neZ jisté mnoZstvi prace.
Z toho plyne, Ze na této Grovni se sloZitost opét méfi mnoZstvim prace, kterou je tfeba
vykonat. To nejsou pfili§ pékné definice. Kromé toho nemaji Zadny vztah k mnoZstvi
skuteéné energie spotfebované pfi vypoétu. Takova fyzikdlni méfeni vypodetnich pro-
cestt a fyzikdlni omezeni jejich rychlosti, energie, rozsahu atd. byla studovdna LAN-
DAUEREM ([ 17]), KEYESEM ([ 18]), FREISEREM a MARCUSEM ([19]).

Mewr

Existuji rafinovan&jii definice sloZitosti funkci z hlediska jejich vy&islitelnosti. Rada
praci pojednavajicich o pokryvani funkci a funkciondlnich prostorlt pouZiva k mé&feni
sloZitosti pojmu e-entropie ([20], [21]). Af jsou tyto myslenky matematicky jakkoliv
pfitazlivé, nemély zatim velky vliv na realné vypocetni algoritmy.

Algoritmy, které jsou nejlepsi ve smyslu nutného poétu operaci, mohou byt porovna-
vany s ¢asoveé nejlepSimi pomoci dolnich odhadi &asti aritmetickych operaci, které byly
stanoveny WINOGRADEM ([22]). Vzorce tohoto typu predpoklddaji, Ze fyzikalni &as
zapnuti kazdého logického okruhu je zndm a pak zjistuji minimalni podet logickych
kroki nutnych k provedeni jednoduchého séitani, pfenosu, nisobeni nebo porovnani.
Napf. minimdlni ¢as pro séitani je dan vzorcem

Taaa = Alog2 [log,a(N)],
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kde r je podet vstupd do kaZdého z pouzitych logickych obvodid (vystup je jediny),
N je rozsah slova, o je funkce z4visld na prvocinitelich isla N a A je pfepinaci éas uZitych
obvodu. Toto je specidlni pfipad, kdy logika je dvouhodnotova, ale byl vySetfen i pfipad
d-hodnotové logiky. Bylo dosaZeno také vysledkli pro ostatni zakladni aritmetické
operace. Jsou velmi obecné v tom, Ze plati pro jakykoliv zptisob kédovani &isel.

Nejlepsi algoritmus pro vypodet polynomu (zahrnujici skaldrni souéin) libovolného
stupné je znamy ([23], [24]); pro mnohoglen n-tého stupnd je nezbytnych n nésobeni.
Ma-li byt hodnota daného mnohoélenu vypodéitavana vicekrat jako v rutinnich vypoétech
specidlnich funkci, je moZno metodu upravit, aby davala je$t€ lepsi vysledky, neZ jsou
tyto obecné nejlepsi pro mnohocleny daného stupné. Vypocty se musi opakovat tolikrat,
aby se uprava metody vyplatila. Pokus nalézt doIni hranici pro ndsobeni matic nevy-
ustil v nejleps$i algoritmus, ale dospél k prekvapujicimu vysledku, Ze dv& n x n matice
mohou byt vynisobeny méné neZ n* operacemi ndsobeni. Winograd ([24]) nejdfive
nalezl algoritmus, ktery pro velkd n vyZaduje in® + n? + ... nasobeni (poget sgitani
se zv&t8i z n® + n? na 3n® + C&leny niZ§iho fadu; poéitad obvykle s¢itd né&kolikrat
rychleji, neZ ndsobi). STRASSEN ([25]) pak objevil algoritmus, v némZ je podet nasobeni
im&rny n'*®27, Nebylo dosud dokézino, Ze tento algoritmus je nejlepsi, ale ukézalo se,
Ze jakmile byly poloZeny spravné otdzky, doslo se k zajimavym vysledkiim. VySetfovani
nejlepgich iteradnich metod je v podatcich. WoLFE a Winograd ([26]) uvaZovali jistou
tf¥idu iteraCnich schémat a stanovili horni odhady rychlosti konvergence. Co se tyde
inverze matic a feSeni linearnich rovnic, nedosdhlo se pfili§ uspokojivych vysledki.
Ukazalo se ([27]), Ze omezime-li se na takové algoritmy, které pouZivaji jen zdmé&n
fadkd, pak n linedrnich rovnic vyZaduje pfinejmen3im 4(n® + 3n*> — n) nésobeni.
Winograd ([24]) ukdzal, Ze toto &islo miZe byt zmen3eno na 3n® + 3n® + 2%n — 8.
AvSak vyznamnéjsich objevil pro tyto druhy operaci se nedosahlo.

Uvedli jsme né€kolik — da se Fici, Ze vétS§inu — dosaZenych vysledkd pro numerické
algoritmy. Co se ty¢e nenumerickych algoritmi, bylo dosaZeno jistych vysledkd o nej-
lepSich algoritmech pro tfidéni. Pfed né€kolika lety zjistil A. GLEASON, Ze pouZivime-li
pouze porovnavani, nelze soubor n prvkid roztiidit mén& neZ log,(n!) operacemi.
Existuji konstruktivni diitkazy ukazujici, Ze je skuteéné mozno docilit logz(n!) + 0,0861n
operaci. Av8ak tyto odhady jsou zaloZeny doslova na pouhém zji§té€ni poétu porovnani
a neberou v tivahu préci nezbytnou k cilovému uspofddani dat. Jsou zndmy jiné, trochu
praktiét&jsi odhady pro n&které jednotlivé algoritmy, kde oéekavany poéet porovnani
dosahuje log,(n!) pro velmi velikd n ([28]). Je zndmo, Ze nejhorsi ptipad p¥i hledani
praméru souboru n numerickych hodnot je fadové n ([29]). Tyto problémy vypadaji
na pohled jednoduse, ale jde o tak Casto uZivané algoritmy, Ze je dileZité udélat néco
pro jejich hlubsi pochopeni.

MiZete se ptat, jak lze rozhodnout, které algoritmy jsou dileZité. Na tuto otazku
nemame v soulasné dobé Zddnou rozumnou odpovéd. Existuji algoritmy, které se
pouZivaji velmi &asto z toho divodu, Ze aplikované problémy jsou matematicky formu-
lovany jistym zpisobem. Jejich pifikladem jsou maticové algoritmy nebo tfidéni.
Existuje dale jina tfida algoritmi, kterd hraje podstatnou ulohu v fizeni samotného
pogitade; napf. jisté programovaci algoritmy mohou byt v systému s multiprogramova-
nim znovu a znovu pouZivany. Ridici jednotka velké vypodetni soustavy musi vykonat
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velké mnoZstvi vypodti, aby soustava fungovala. Jednodus§i ikony, které se tykaji zmén
indexi nebo pfenosu udaji z jedné urovné paméti do jiné, s mohou pouZivat je§té
&asté&ji. Pokud vim, nikdo dosud neanalyzoval peélivé zpiisob jejich pouZiti.

Zpusob pfistupu k analyze realnych algoritmi, ktery jsem struéné popsal, je pouhym
zalatkem. Nabizi praktické vysledky pro okamZité pouZiti — jaké je to piekvapeni,
jestlize nové meze jsou lepsi neZ dosavadni algoritmus — a kromé toho se zdd, Ze umoz-
fiuje teoretické proniknuti do vypod&etniho procesu.

Zminil jsem se o opera¢nich soustavach. Jsou to veliké technické celky, které pro
svoji pfipravu vyZaduji tisice fadku ve strojovém kddu. Musi pracovat velmi spolehlive.
Ve skute€nosti dnes existuje a pracuje jen maly pocet téchto velkych programovacich
systémil, ale v budoucnosti je budeme vyrdbét stejné jako vyrabime dnes jiné rozsahlé
konstrukéni celky — velké mosty, zdvazné stavebni projekty nebo dopravni systémy.
Zaméstnaji doslova tisice lidi a budou velmi nakladné. Domnivam se, Ze ve své kon-
strukci jsou stejné komplikované jako ty nejvétsi projekty, které lidstvo uskuteénilo
véetné leteckych a kosmonautickych systémi. Pfesto je znamo velmi méalo o matema-
tické struktufe takovych soustav. Byly uskuteinény jisté simulace, ale je t&€Zké roz-
hodnout, jak jsou pfesné nebo jak spolehlivé pfedpovidaji skute€nou situaci. Provadi se
rozbor né&kterych specidlnich &asti operaénich systémi: pfekladadd, které piekladaji
programy do strojového jazyka, ¢asti paméti a paméfovych funkci. Ale i tyto teorie jsou
ve svych pocate€nich stadiich a neexistuji Zddné vSeobecné modely pro projektovani
a optimalizaci. V této oblasti je potfebi vykonat mnoho matematické prace a pfitom
zde existuje realny objekt, ktery méd byt modelovan, vysvétlen a zlepSovan. ,

Zminil jsem se také o velikém mmnoZstvi vypoétil, které souvisi se shromazdovanim
a vyhleddvanim informaci. Mohou to byt vychozi tdaje, které jsou pouZivany v sa-
motnych aplikacich, nebo to miiZe byt vlastni operadni systém pocitale, uloZeny ve
formé dat v jisté €asti paméti, nebo né&které mezivysledky pro databanku. Je-li dan jisty
soubor udaji, napf. soubor osobnich spisti s jistym poétem rubrik a s idajem v kaZzdé
rubrice — vék, pohlavi, stav, povolani atd. — je bystry programétor schopen jej analy-
zovat a pravdépodobné i optimalizovat uloZeni a vyhledavani idaji tohoto souboru.
Av$ak ma-li co dé€lat s fadou takovych soubord, které se svym obsahem pfekryvaji,
stava se optimalizace obtiZnou. Jestlize konecné je tfeba navrhnout zplisob zpracovani
udaji velmi rozsahlého souboru takovych souborti a snaZime-li se pochopit dynamickou
¢innost poditade pfi proménném programovém zafizeni, stiva se problém velmi obtiZ-
nym. Svét je plny dotaznikil a statistik a stéle vice a vice nasi &innosti bude s nimi sou-
viset. Jakd je jejich matematickd struktura nebo jakou strukturu je moZno jim dat?
V této oblasti bylo vykondno mnoho empirické prace, takze existuji G&inné zékladni
operace s daty, ale dosud bylo provedeno jen velmi médlo matematického rozboru,
ktery by byl blizky skuteénému vypodetnimu problému. Délaji se pokusy aplikovat
na rozbor dat rtiznd hlediska teorie grafii, metod kone&né geometrie nebo myslenek
kombinatoriky, ale tyto metody se neprojevily jako zvlist vhodné. Je to oblast, kterd
roste rychleji neZ kterdkoliv jind, ale je tak vzdélena od klasickych matematickych apli-
kaci, Ze ji nebylo dosud vénovano mnoho pozornosti.

Mime zde tedy tfi témata ve vypo&tové matematice — sloZitost algoritmi, modelo-
véani operaénich systému a t¥idéni dat — kterd by byla schopna vyuZit mnohem roz-
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sdhlejsi matematickou uCast, neZz je jim nyni poskytovdna. Jejich pozadavky jsou
vzdaleny té pribliZné analyze, ktera byla tak usp&$na ve fyzikdlnich v&€dach. V technickém
rozvoji i vyuZiti té&chto oblasti bude vSak zaméstndna spousta lidi, vice neZ jich pracuje
ve vétSin€ dnes znamych aplikaci matematiky. Myslim, Ze budeme muset rozsifit sviij
nézor na to, co je to aplikovana matematika tak, abychom obsahli tyto oblasti.

Zminil jsem se trochu o sloZitosti nékterych algoritmi, o mezich vypodtii a také o tom,
jak malo vime o sloZitosti jinych matematickych struktur a jejich aplikacich ve vy-
poctech. R4d bych se nyni struéné obratil ke vztahiim mezi zpisobem vypoé&tu & zpraco-
véani informaci, jak je provadime fyziologicky, a tim, co jsme schopni vykonat elektro-
nicky a mechanicky.

Existuji zakladni fyzikdlni konstanty, které slouzi k uréeni mezi. Naskytd se tedy
piedevSim otdzka, zda existuji také takové hranice vypodti. Winogradovy meze, tj.
dolni hranice Casu aritmetickych operaci, pfedstavuji jeden druh. Z fyzikalniho hlediska
na zdklad€ myslenky, Ze jednotka energie pozadovana k pfepnuti z jednoho stavu do
druhého je kT In 2, dosli LANDAUER ([17]), MARKO ([30]) aj. k zavéru, Ze celd hmota
vesmiru miiZe poskytnout asi 10°® bitfi informace. Maximalni rychlost, kterou by tyto
informace mohly byt zpracovany, byla stanovena BREMERMANNEM ([31]) na 10* bith
na gram a sekundu.

Dalo by se soudit, Ze tato &isla poskytuji dobré vychodisko ve smyslu poZadované
vypocetni schopnosti. Moderni systémy mohou mit paméfové soustavy, které dosahuji
102 az 10'# bit. Rychlost zpracovani bitii je fddové jen 107 nebo 108 bitt za sekundu.
Poditac, jehoz operaéni systém je schopen zpracovat milidn instrukci za sekundu, mize
vyZadovat vstup jednoho bitu na instrukci, coZ je uskuteénitelné. Existuji dokonce
kombinace fyzikaIlné dosaZitelnych zafizeni, které ddvaji mnohem véts§i Cisla. Napf.
AsHBY ([32]) upozoriiuje, Ze m¥izka 20 x 20 Zarovek miZe dat 10'2° riiznych obrazt
pouhou volbou zapnuti a vypnuti jednotlivych Zarovek. Pocet moZnych riiznych variaci
lidské genetické struktury stanovil Bremermann na 10%-4*1°°,

Z fyziologického hlediska se ukazuje, Ze naSe smyslova soustava dosahuje vstupni
rychlosti bitd nepfili§ odli§né od pfenosovych rychlosti v paméti pocitace. Odhaduje se,
7e zrakova soustava mlZe ptijmout fadové 107 bitl za vtefinu. Ostatni smyslové organy
pracuji pomaleji. V centralnim nervovém systému je zhruba 10'° neuronti, z nichz &ast
musi pfedstavovat paméfovou kapacitu. AvSak skutecna rychlost zpracovani informaci
je velmi nizka. Naptiklad pfi éteni nebo pifi naslouchdni miiZeme zpracovat 40 bitl
za sekundu. Cisla miiZeme vnimat rychlosti 3 bitt za sekundu. Je tedy zfejmé, Ze nas
vniténi nervovy systém bud zpracovava data potfebna k provedeni téchto ukoni pro
nds nepochopitelnym zpisobem, nebo mdame spoustu nadbyteéné zpracovatelské kapa-
city, nebo pracujeme velmi daleko od svych vrcholnych moZnosti. Nepfekvapilo by,
kdyby naSe smyslova a mozkova soustava méla uréitou rezervu, kterd by umoziovala
zpracovat mnohem vice Gdaji pro zachranu v pfipad€ pfekvapeni nebo nebezpeci.
To oviem vede k zamysleni, jak bychom mohli docilit, aby ¢lovék za normalni situace
pracoval na trovni blizsi své vys§i schopnosti.

Takova diskuse nepfipomina pfili§ aplikovanou matematiku, ale tvrdim, Ze chceme-li
délat matematiku v neurofyziologii, musime sami proniknout do problémi tohoto typu.
Jsem pfesvédden, Ze to bude mit mnohem vétsi diileZitost neZ modely ve tvaru nelinear-
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nich diferencidlnich rovnic, o nichZ jsem se zminil d¥ive v souvislosti s uzly nervovych
vlaken.

VE&tim, Ze vyzkumy, o nichZ jsem hovofil a které souvisi s mezemi vypocetnich algo-
ritm@ a fyzikalnimi hranicemi vypoétd, se budou rozvijet a Ze najdou své protéjsky
v jinych novych aplikacich matematiky. Nepochybuji, Ze stdle vice a vice lidské €innosti
bude matematizovano a zobrazeno v poditaich. Doufam, Ze my, aplikovani matematici,
jsme schopni udrZet s timto vyvojem krok. PreloZil JiFi Jarnik
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Uéeni zacind ¢innostmi a jedndnim, postupuje ke sloviim a pFedstavdm
a mélo by skoncit Zddoucimi algoritmy rozumového uvaZovdni.
G. POLYA
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