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EXAKTNI MATEMATICKE METODY
V PROGRAMOVACI TECHNICE*)

EvZEN KINDLER, Praha

Dnes, po téméf dvacetiletém odstupu, miiZeme napsat, Ze prvni rocniky matema-
tické olympiady zpopularizovaly do velké miry mezi gymnasisty exaktni matematické
metody, to jest pfesné dedukce pfesné formulovanych vét, vychazejici ze stejné presné
formulovanych definic a axiomu. I kdyZ byly myslenky tychZ matematickych exakt-
nich metod vneseny v téZe dob€ do u€ebnich osnov vyssich trid vieobecné vzdélava-
cich 1 odbornych $kol, nezbylo €asto vyulujicim nez slevit z poZadavkl pfesného
formulovani definic, vét a dikaz(i a zistat u tradi¢nich pozadavki na zvladnuti
vypoctovych a konstruktivnich dovednosti, a to prosté kvili naprosté nepfipravenosti
studentll na pfesné mysleni a Casto i kviili nedostatku ¢asu pro vyklad vseho, to jest
jak vypoctovych a konstrukCnich postupti, tak jejich pfesnych formulaci 1 dukazi
v oné vrcholné matematické formé. Zatim co se na onu formu divali nadané&jsi zaci
jako na zajimavou véc a ostatni Zaci jako na nutné zlo, feSitelim matematické
olympiady byl stale vice jasny vyznam oné formy pro matematiku jako védu.

Avsak pfichodem samodcinnych pocitaci, coz bylo nékolik let potom, se profese
matematikti zaméfila uplné€ jinym smérem: vyzkumnym cilem mnohych z nich nebylo
JiZz objevit a dokazat nové véty v dané matematické teorii, nybrz sestavit program ¢i
programovaci systém pro samocinny pocitac. Tedy spInénim vyzkumného ukolu nebyl
JiZ &in pouze intelektualni, ale do jisté miry i materialni. KdyZ §lo o to, jak sestavit
program aplikujici n&jakou numerickou metodu, prace se délila na dvé faze: predné
se abstraktné formulovala ona numericka metoda v klasickych matematickych de-
finicich, formulovaly se jeji vlastnosti v klasickych matematickych vétach a dokézaly
v klasickych matematickych dtikazech; druha faze spocivala v femeslném naprogra-
movani metody. Prvni faze €asto odpadla, nebot se bézné programovaly numerické
metody, které byly abstraktn€ odvozeny a formulovany jiz dfive; jindy se odvozovaly
v klasické, abstraktni matematice metody nové, ale bez ohledu na to, zda a jak jsou
vhodné pro pouziti na moderni vypoctové technice. Bylo a je v§ak i mnoho programt,
které neaplikuji Zddnou numerickou metodu. Na vysvétlenou uvedme, Ze to jsou
programy zameéfené jinam neZ na zpracovani obvyklych informaci zobrazenych
redlnymi Cisly. Jsou to naptiklad programy pro strojovy preklad nebo pro automatic-
kou generaci jinych programil. Takové programy vlastn€ zadné exaktné formulované
matematické véty neaplikovaly; pokud totiZ takové véty vibec byly, fikaly k cili
programu jen velmi malo (napf. Ze vysledek existuje, ale nefikaly, jak k nému dojit).

*) Tento ¢lanek byl pivodné napsan jako vzpominkovy pfispévek do sborniku vydaného
k 20. vyro&i matematickych olympiad v Ceskoslovensku. Pozdgji viak bylo rozhodnuto, ¥e pro
veétsi rozsah i vétsi naroc¢nost se hodi spise pro ¢tenare Pokrokli matematiky, fyziky a astronomie,
kterym jej nyni predkladame.
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Zdalo se, a jest& i nyni se zda, Casto opravnéné, Ze vyvoj v tvorb& programi a pro-
gramovacich metod jde pfili§ rychle na to, aby mu stadila klasicka, pfedpocitacova
matematickd véda se svymi raciondlnimi, ale nyni jakoby téZkopadnymi metodami.

Po promoci jsem pracoval na konstrukci a programovém vybaveni novych poci-
tacl. A jako ucastnika prvnich dvou ro¢niklt matematické olympiady mé pfirozené
hned od podatku palil onen protiklad mezi exaktni metodou matematiky, kterda mi
pfi matematické olympiddé tak ucdarovala a jejiz pouZiti jsem si upeviioval béhem
celého vysokoskolského studia na Karlové université, a mezi poZadavky svého za-
méstnani. Vysledkem toho byla aplikace matematickych metod v automatickém
programovani, o némZ fekneme déle néco blizsiho.

1. AUTOMATICKE PROGRAMOVAN{

Programem pro samodinny pocita¢ rozumime napsanou posloupnost instrukci
takového pocitace. Toto vymezeni neni definici ve smyslu klasické matematiky.
ale staci uplné t€m, ktefi uméji se samodinnym pocitatem zachazet a nechtéji to
obecné popisovat v exaktnich védach. Pro kazdy typ samodinného pocitaée je pro-
gram obecné néco jiného, nebot dva riizné typy samocinnych pocitac¢li maji obvykle
i rizné instrukce. ProtoZe sestaveni programu je veéc dosti namahava, pouZiva se
techniky tak zvaného automatického programovani. Tato technika je popsana
naptiklad v zavéreéné kapitole knihy [1]; zde si pfipometime jen jednu z jejich Casti:
Mame-li vycislit na samo&inném pocitaci hodnotu néjakého algebraického vyrazu,
za jehoZ proménné jsou dosazena jista realna ¢isla, mizeme to udélat na samocinném
pocitai pomoci programu, ktery odpovida danému algebraickému vyrazu a da
vysledek v zavislosti na datech, to jest na redlnych &islech, ktera maji byt dosazena
za proménné onoho algebraického vyrazu; odpovidajici program muzZe byt sestaven
rucné, je vSak vyhodné sestavit jednou pro vZdy jediny program, ktery pracuje takto:
precte si na pfiklad z dé€rnych S§titkli text odpovidajici né&jakému algebraickému
vyrazu, uloZi si jej do paméti, a pak do jinych mist paméti sestavi odpovidajici
program, ktery vyéisluje onen algebraicky vyraz na tomtéz pocitaci*). Jde tedy vlastné
o strojovy pfeklad z jazyka tradi¢ni algebry do jazyka daného samocinného pocitace.
Postup, ktery je v onom jediném, tak zvaném generujicim programu neboli kompila-
toru naprogramovan, se nazyva piekladacim algoritmem. A kdyZ je jednou takovy
algoritmus vymyslen, miZe byt opravnén poZadavek dikazu, Ze onen algoritmus
je bez chyby.

A tento poZadavek nabizi moZnost aplikovat metody klasické matematiky. K tomu
je tedy nutno presné definovat, co to je algebraicky vyraz (jakd pravidla fazeni
symbold se tedy musi respektovat, aby §lo o algebraicky vyraz a ne tfeba o cito-

*) Takova &innost pod&itate ma pak dvé faze: v prvé fazi pocitad sestavi program, v druhé
jej provede.
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slovce — tzv. syntaxe algebraického vyrazu) a jeho hodnota (pfi dosazeni za jeho
proménné — tzv. sémantika algebraického vyrazu), dale je tfeba definovat piesné,
co to je program (tedy opét jeho syntaxi a sémantiku)a formulovat v pfesnych a pfes-
né dokazanych vétach, Ze dany piekladaci algoritmus sestavi na zakladé kazdého
algebraického vyrazu po koneéné mnoha krocich program, jehoZ vysledkem je —
a to pro libovolné dosazeni za proménné — odpovidajici hodnota ptavodniho alge-
braického vyrazu.

Potfebné véty, definice a dikazy jsou publikovany v praci [2]. Zde jen uvedme
v kratkosti definice a véty a vysvétleme jejich funkci v celkové koncepci ditkazu.

2. SYNTAXE

2.1. Nejprve definujeme syntaxi algebraického vyrazu; provedeme to indukei:

2.1.1. Posloupnost obsahujici jediny abecedni znak je ¢initel; nazyvame ji pro-
ménnou.

2.1.2. Kazda posloupnost znakii, ktera je Cinitelem, je Clenem.

2.1.3. Kazda posloupnost znaki, ktera je ¢lenem, je algebraickym vyrazem.

2.1.4. Necht v posloupnosti znaklt dy, ds, oo Q15 Qs Apyqs .- Ay, kKde 1 < n <

<m,je day,...,a,_, ¢len, a,, 4, ..., a, je Cinitel a a, je znak pro nasobeni nebo pro
déleni; pak cela posloupnost ay, ..., a,, je lenem.

2.1.5. Necht v posloupnosti znak@ dq, ..., y_1, Ay Ayy1s ---» Ay, kde 1 < n < m,
je aq, ..., a,_, algebraicky vyraz, a,,;, ..., a,, je ¢len a a, je znak pro sc¢itani nebo
odgitani; pak celd posloupnost a,, ..., a,, je algebraicky vyraz.

2.1.6. Necht v posloupnosti znakl day, du, ..., Qy_q1, Ay Apy1s - Ay, Kde 2 < n <

<m-—1,jeay...,a,-4 ¢len, a,,1, ..., a,,—1 je Cinitel a a, je znak nasobeni nebo
déleni; nebo necht v téZe posloupnosti je a,, ..., a,_ algebraicky vyraz, a,,, ...,
a, -4 je ¢len a a, je znak s¢itani nebo od¢itani. Kdyz a, je leva zavorka a a,, prava
zavorka, pak cela posloupnost ay, ..., a,, je Cinitelem.

Priklady: A4 je algebraicky vyraz, nebot podle 2.1.1. je Cinitelem, a tedy podle
2.1.2. ¢lenem, a pak podle 2.1.3. algebraickym vyrazem. Podobné B nebo C je alge-
braickym vyrazem a rovnéz Cinitelem a ¢lenem. Podle 2.1.4. je A4 /B ¢lenem, ale nedo-
kaZeme, Ze je Cinitelem. Podle 2.1.6. je viak initelem (a tedy i ¢lenem) (A4/B). A/B + C
je podle 2.1.5. algebraickym vyrazem, stejn& jako A4 + B nebo C + A/B, C + (A[B):
stejnou cestou bychom dokézali, Ze i A + B/C, A + A a podobn& jsou algebraické
vyrazy, nikoli vSak &initelé a ani ¢leny. Ty z nich podle 2.1.6. udélame tak, Ze je
uzavieme do zavorek, takZe pak mohou tvofit ¢ast del§iho algebraického vyrazu,
napt. (A/B + C)/(A + BJC). Posloupnost znakéi + +AC/—A neni algebraickym
vyrazem stejng jako tfeba 4/—B.

Dale definujme funkci p na mnoZin& viech znak:
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2.2. Pro znak nasobeni a dé€leni nabyva funkce p hodnoty 2, pro znak sCitani
a od¢itani nabyva hodnoty 1, pro pravou zavorku hodnoty nula a pro ostatni znaky
nabyva hodnoty rovné 3. Tato funkce se nazyva prioritou znaku a exaktné pfipravuje
pouziti pravidla, jehoZ obvykla formulace zni, Ze operace nasobeni a déleni maji pfi
vycislovani algebraickych vyrazii pfednost pifed operacemi séitani a od¢itani. Ope-
raénim znakem budeme dale rozumét znak pro s¢itani nebo od¢itani nebo nasobeni
nebo déleni (poznamenejme, Ze vynechdvani znaku pro nasobeni, b&Zné v tisku, se
pii pouziti samolinnych pocitaci vétSinou nepfipousti, piSeme jej traditn& x).

2.3. Musime definovat i program. K tomu cili zavedeme tak zvané pomocné
proménné, to jest znaky dejme tomu Ty, T,,.... Ty povaZujeme za jakési uplng
nové znaky, které se vSak chovaji jako promé&nné, vyskytujici se v pivodnim, zadaném
algebraickém vyraze, a¢ samy v ném nejsou. Budeme je do n&ho vkladat pozdé&ji.

2.4. Program je konecna posloupnost Iy, ..., I,, kde I; jsou tak zvané instrukce,
to jest trojice znakti a{, a¥’, a{’; p¥itom poZadujeme, aby a%” byl n&jaky operacni
znak a a{’ a a§’ byly n&aké proménné nebo pomocné proménné. V poslednim pii-
padg, je-li a{” nebo a§” dejme tomu T, musi byt i < ;.

Intuitivni vyznam pojmu program si vysvétlime na piikladé: je-li I; tvaru a + b,
pak to znamena, Ze soucet proménnych se ma dosadit za pomocnou proménnou T;.
Program se provadi tak, Ze se vy¢isli instrukce za sebou v tom pofadi, jak jsou uspo-
fadany v posloupnosti I, ..., I,, uvedené v definici programu. Z toho plyne omezeni,
uvedené v posledni vété odstavce 2.4. Matematicky presné reflektované pojmy pro-
vadéni programu a vydcisleni instrukce budou vsak uvedeny aZ v nasledujici Casti,
v sémantice. Pfiklad malého programu:

(2.4.1) A+B, T,-C, A—D, T[Ty, T,+E

3. SEMANTIKA

Nejprve definujme sémantiku algebraického vyrazu; provedeme to stejnymi in-
dukénimi kroky jako v definici 2.1.

3.1. Necht f je realna funkce na mnoZing viech proménnych (intuitivng: dosazeni
redlnych ¢isel za proménné). Toto zobrazeni roziifime na viechny algebraické
vyrazy:

3.1.1. Nechf posloupnost znakt ay, ... a,, je stejné struktury jako v 2.1.4. Pak

flayg, ..,a,) =flay, ..o, @yy)  f(Apigs oeer Q)

nebo

flag, .., ap) = f(ags oo @Guey)[f(@pits - oos ) »

podle toho, zda a, je znak pro nasobeni nebo pro déleni.
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3.1.2. Necht posloupnost znakt ay, ..., a,, je stejné struktury jako v 2.1.5. Pak

flag,..an) =f(ag, ... @uoy) + f(ns1s s ap)
nebo

flag, ..vay) = f(ay, .. ay—q) = f(Api1s s ) s

podle toho, zda a, je znak pro s¢itani nebo od¢itani.

3.1.3. Necht posloupnost znakt a,, ... a,, je stejné struktury jako v 2.1.6. Pak

flay,..oa,) = flay, ...y apoy) + f(dys1soos Gpey)

nebo

flay, ..vay) = f(asz, s @yoy) = f(@yags oo Gpey)
nebo

flay, ..., ay) = f(az -y ay—q) X f(apsy,..s ay—y)
nebo

f(al’ R am) = f(ab AR an—~1)/f(an+1’ e am—l)

podle toho, zda a, je znak s¢itani, od¢itani, nasobeni nebo déleni.

Upozoriujeme Ctenafe, Ze zde nejde o funkce nékolika proménnych, nybrz o funkci
jedné proménné, jiz je vSak posloupnost znakd. Tyto znaky odd€lujeme, jak je
zvykem, arkami. Napiiklad, je-li f(4) = 3 a f(B) = 4, pak f(4 + B) = 7, f(4 +
+ B[B) = 1,75, f(4 — B + A) = 10. f(— — B) neni oviem definovano*).

3.2 Poznamenejme, Ze zatim neni dokazano, Ze kazdou realnou funkci f na mnozingé
proménnych lIze rozsifit na libovolny algebraicky vyraz jednoznacné. Nebudeme to
ve formulaci pfekladaciho algoritmu potiebovat, stejné jako v prvych krocich diikazu
jeho spravnosti. Intuitivné miiZze byt jednoznacnost rozsifeni funkce f z mnoZiny
proménnych na mnozinu algebraickych vyrazii patrna, nebot definice 3.1. odpovida
vypoctu hodnoty daného algebraického vyrazu pti dosazeni f za jeho proménné.

s

Definice sémantiky programu je mnohem jednodussi:

3.3. Necht f je realna funkce na mnoZiné proménnych, P = I,, ..., I, je program.
Pak funkci f rozsifime na mnoZinu pomocnych proménnych Ty, ..., T, takto (opét
jde o definici indukei): necht I; = ai, a¥”, a{’ a necht f(a}’) = X a f(a{’) = Y.
Pak f(T;) budiz X + Y nebo X — Y nebo X . Y nebo X|Y, podle toho, zda a$” je
znak pro séitani, odcitani, nasobeni nebo d&leni. f(T,) nazyvame vysledkem progra-
mu P pFi dosazeni f za jeho proménné. Narozdil od sémantiky algebraickych vyrazi
je okamZité patrné, Ze vysledek programu je definovan vzdy jednoznaéné.

Piiklad: Vysledkem programu (2.4.1.), uvedeného na konci &asti 2, pfi dosazenf
f(4) =17, f(B) = 3, f(C) = 5, f(D) = 6, f(E) = 4 je cislo 9, protoZe podle definice

*) V téchto i dalich ptikladech bychom méli pést disledné&ji (4, +, B) = 7, f(4, -+, B, |,
B) = 1,75 atd. Pro lepsi d&itelnost viak ¢arky, které oddé€luji jednotlivé znaky v argumentu,
vynechavame.
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dostavame postupné:

A(T) =f(A) + f(B)=T+3 =10
f(D) =fT) - f(C)=10-5=5
f(Ts) = f(A) = f(D) =7 -6 =1
A1) = f(D)f(T5) = 5[1 =5
J(Ts) =f(Ts) +f(E)=5+4=9

Vidime, Ze program vlastné vycisluje hodnoty algebraického vyrazu
(A+B—-0C))(A—-D)+E

A to uZ je souvislost, kterd nas pfivadi k hlavnimu tématu této stati, k algoritmu,
ktery jakémukoliv algebraickému vyrazu pfifazuje odpovidajici program, ktery da
jako vysledek jeho hodnotu pfi jakémkoliv dosazeni za proménné, které se v onom
algebraickém vyrazu (a v p¥islu§ném programu) vyskytuji.

Poznamka: Pri nékterych dosazenich miiZze vyjit v sémantice algebraického vyrazu
i odpovidajiciho programu jmenovatel rovny nule. Tento ptipad lze bud vyfesit tim,
7e takova dosazeni nepfipustime, nebo jej lze postavit na roveil ostatnim pifipadim
tak, Ze zavedeme jako vysledek déleni nulou néjaké pevné Cislo, napf. nulu nebo
jedni¢ku. Na tom nezalezi, nebot Zadné zakony aritmetiky, s nimiZ by se takové
zobecnéni dostalo do sporu, nepouzivame.

4. PREKLADACI ALGORITMUS

V této ¢asti popiSeme algoritmus, ktery z libovolného algebraického vyrazu sestavi
program, jak bylo pravé uvedeno vyse. Algoritmus se sklada ze dvou cykld, které jsou
zafazeny v sobg tak, Ze jeden cyklus (nazv€me ho cyklem A) vyvola v kazdém kroku
obecné n&kolikrat druhy cyklus (nazvéme jej B), a pak sestavi v tomtéZ kroku cyklu A
jednu instrukci programu. Cyklus B pracuje takto: za n se dosadi 1 a testuje se znak
a, algebraického vyrazu a,, ..., a,. Zjisti se, zda n 4+ 1 je mens$i nezZ m, a jestlize
ano, zjisti se jesté, zda p(a,) < p(a,,). Neni-li a, znak operace nebo je-li n + 2
mensi nez m a soudasné p(a,) < p(a,,,), zvysi se n o jednitku a cely postup se opa-
kuje. V ostatnich pfipadech prace cyklu B konci.

Jeden krok cyklu A vypada takto: Vyvola se cyklus B, jak je uveden v pfedeslém
odstavci, a kdyZ se najde takové n, Ze a, je znak operace a bud p(a,) = p(a,,)
nebo n + 2 > m, sestavi se dal§i, dejme tomu i-ta instrukce konstruovaného pro-
gramu, a to trojice symboll a,_,, a,, a,,; nato se znak a,_; nahradi pomocnou
proménnou T, a znaky a, a a, , se vypusti, tedy cely algebraicky vyraz se o dva znaky
zkrati a indexy znakl a,., a dalSich se zmensi o 2. Je-li po takovéto upravé a,_,
leva zavorka a a, prava zavorka, vypusti se také jesté tyto dva symboly. Je-li m = 1,
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prace algoritmu kon&i (jinymi slovy — pravé byla sestavena posledni instrukce).
Je-li m = 2, pak cyklus 4 provede dalsi krok, a to stejnym zpisobem, jak bylo
pravé popsano, ale na posloupnosti o 2 ¢i 4 symboly kratsi.

Priklad: UvaZujme algebraicky vyraz (E + F x G)/(E — (G + H)). Prvni krok
cyklu A, aplikovaného na tento vyraz, provede nékolik kroki cyklu B, aZ najde
znaménko +. To ma vSak mensi prioritu neZ symbol nasledujici ob jeden symbol
dale (znaménko nésobeni), takZe cyklus B pokracuje v dalsich krocich, aZ u toho
znaménka nasobeni zjisti, Ze ma veétsi prioritu neZ prava zavorka, ktera je po ném
druhym nasledujicim symbolem. Sestavi se tedy instrukce I; = F x G a puvodni
algebraicky vyraz se zméni na (E + T))/(E — (G + H)). Tim kon¢&i prvni krok cyklu
A. V druhém kroku cyklu A se opét po n€kolika krocich cyklu B najde znaménko +
jako vyhovujici (druhy znak za nim ma men3i prioritu — je to op&t prava zéworka),
a tak se sestavi dalsi instrukce I, = E + T,. Zpracovavany algebraicky vyraz se
zméni na (7,)/(E — (G + H)) a pak hned na T,/(E — (G + H)). V dalsim kroku 4
se béhem cyklu B najde postupné znaménko déleni, které nevyhovuje, protoze pro-
ménna E, nasledujici dale ob jeden symbol, ma prioritu vétsi, pak znaménko od¢itandi,
které nevyhovuje z tychZ divodii, aZ konecné€ znaménko scitani, které je vyhovujici.
Sestavi se tedy instrukce Iy = G + H a zpracovavany vyraz se zkrati postupné na
T,/(E — (Ty)) a na T,/(E — T3). V dalsim kroku cyklu A4 se pak pfejde znaménko
dé€leni podobné jako v kroku piedeslém a na zakladé vyhovujiciho znaménka od¢itani
se utvofi instrukce I, = E — Ty a z vyrazu dostaneme nejprve T,/(T,) a pak T,/T.
Dalsi krok cyklu A pak brzy najde znaménko dgleni jako vyhovujici (jeho poradové
¢islo zvétsené o 3 uz prekroci délku zpracovavaného vyrazu m = 3), takZe se sestavi
instrukce I5 = T,/T, a prace algoritmu kon&i. Je zfejmé, Ze pfi libovolném dosazeni
za proménné E, F, G, H je hodnota algebraického vyrazu (E + F x G)(E — (G +
+ H)) rovna vysledku programu

FxG, E+T,, G+H, E~T,, TT,.

K tomu, abychom vSak dokézali, Ze takova rovnost plati pro jakykoliv algebraicky
vyraz a program, generovany z ného popsanym algoritmem, je tieba dokazat tyto
4 véty:

4.1. v cyklu B se vzdy najde hledany znak;

4.2. krok A se opakuje koneénékrat;

4.3. trojice symbolt a,_,, a,, a,, ktera ma tvofit dalsi instrukci, konstruovanou
podle popisu cyklu A, spliiuje opravdu pozadavky na instrukci, vyslovené v 2.4;

4.4. pro kazdé dosazeni za promérné je hodnota algebraického vyrazu rovna
vysledku sestaveného programu (z toho plyne okamZit¢ tvrzeni o jednoznacnosti
uréeni hodnoty algebraického vyrazu, které zatim nebylo dokazano).

Bod 4.1. je zfejmé splnén, nebot jist€ posledni operaéni znak v celé posloupnosti
znak, tvofici algebraicky vyraz, ma poZadované vlastnosti. TaktéZ i bod 4.2. je
splnén, nebot ptfi kazdém kroku cyklu A se délka zpracovavaného vyrazu zmensi
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nejméné& o 2. Je tedy tfeba dokazat platnosti bodii 4.3. a 4.4., coZ provedeme v dalsi
dasti.

Poznadmka: Jak je Ctenafi jisté patrno, algoritmus je prazdny pro algebraické vy-
razy o délce rovné 1 (pouhé proménné). Tam ani tvrzeni o spravnosti algoritmu
nema vyznam, nebot prazdny program nema definovan vysledek. V pouZziti samo-
¢innych poditact tento pfipad nemi vyznam. Matematicky pfesné se cela zaleZitost
vyjadii naptiklad tim, Ze spravnost algoritmu se dokaZe jen pro tak zvané sloZené
termy, jak bude ukazano dale.

5. PosTup DUKAZU

Nejprve zavedeme tyto pomocné definice:

5.1. Algebraické vyrazy, které nejsou proménné, nazyvame sloZenymi termy.
MnozZinu sloZenych termi délime na dvé disjunktni ¢asti: mnoZinu termu 1. tfidy,
obsahujici pravé termy tvaru a,, a,, a;, kde a; a a; jsou proménné a a, je operacni
znak, a termy tvaru a,, a,, d;, d,, ds, kde a, a a, jsou proménné, a, je operacni
znak, a, je leva zivorka a a je prava zavorka, a mnozinu termtt druhé tf¥idy obsahu-
jici ostatni sloZené termy.

Piiklad: 4 + B je term prvni t¥idy, (C/D) také, kde7to A + B — C nebo C/(B +
+ A)[D jsou termy druhé tfidy.

5.2. Srdce sloZeného termu je posloupnost znaktli definovana indukci: srdce termu
prvni t¥idy je posloupnost znakli totoZna s danym termem. Je-li X sloZeny term
a Y &len, pak srdce termu druhé tfidy X + Yje rovno srdci termu X. Je-li X proménna
a YsloZeny term, pak srdce termu druhé tfidy X + Yje rovno srdci termu Y. Podobné
pro dalsi mozZnosti indukéniho kroku popsaného v bodech 2.1.4. a 2.1.6.

Piiklad: Srdcem termu A + B je A + B, srdcem termu (C/D) je (C/D), srdcem
termu A + B — Cje A + B, srdcem termu C/(B + A)/D je (B + A). Plati tyto vity
(dokézaly by se indukci stejnymi kroky jako definice srdce):

5.3. Clen, ktery neni promé&nnou, za¢ina bud levou zavorkou, nebo za&ina pro-
ménnou, za niZ nasleduje hned znak pro nasobeni nebo déleni.

5.4. Nechf a, ..., a, je sloZeny term. Jeho srdce je bud trojice znakti a;, a;, 1, d;4 2,
nebo pétice znakl a;_4, a;, a;1 1, a;44, a;43 s témito vlastnostmi: i je nejmensi pfi-
rozené Cislo, pro které a; a a;, , jsou proménné, a; ., ; je znak operace abudi + 3 > n,
nebo p(a;4q) = p(a;ys). Jeli a;_; leva zivorka a a5 prava zévorka, je srdce
uvedena pétice, jinak je to uvedena trojice. Cislo i nazyvidme centralnim indexem
sloZzeného termu ay, ..., a,.

5.5. Necht X je sloZeny term ay, ..., a,, i jeho centralni index. Pak posloupnost Y,
vznikla tak, Ze a; nahradime né€jakou pomocnou proménnou 7; a ostatni znaky
srdce vypustime, je algebraickym vyrazem. Je-li plvodni term d&initelem (rcsp.
¢lenem), je i Y Cinitelem (resp. ¢lenem). Y nazyvame j-tou redukei termu X.
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5.6. Necht X je sloZeny term jako v 5.5. Necht i je nejmensi index, pro n&zZ plati:
a; je znak operace a bud i + 3 > n, nebo p(a;,;) < p(a;,,). Pak 1 <i <n, a;_,
a a;,, jsou proménné a i — 1 je centralni index termu X.

5.7. Necht X je sloZeny term s centrdlnim indexem i, Y jeho k-t redukce a f libo-
volné dosazeni za proménné, které se vyskytuji v X. Necht v§ak mezi nimi neni
T, Pak lze rozsifit dosazeni i za tuto promé&nnou piedpisem f(T;,) = F(f(a;), f(a;+2)),
kde funkce F znaci soucet, rozdil, soucin ¢i podil obou argumentti, podle toho,
jakou operaci znadi znak a;, ;. Hodnota algebraického vyrazu Y pfi takto rozsifeném

dosazeni se rovna hodnoté termu X pfi piivodnim dosazeni.

5.8. Necht X je sloZeny term jako v 5.5. Definujme posloupnostil,, ... I, a Xy, ...,
X, takto: X, = X; je-li X; sloZeny term by, .... b, s centralnim indexem i, pak existu-
je X;41 a je rovno (1 + j)-té redukei termu X, I; je uspofadana trojice by, b,y 4,
b;,,. Plati pfedng, Ze I,, ..., I, je program; déle plati: necht f je libovolné dosazeni
za proménné termu X ;, roz8itené na 7, jako v 5.7. Po kone¢né mnoha krocich je
Ize rozsifit na viechna X, a plati f(X) = f(X,). X, je jediny znak, a to T,. Tedy
vysledek programu I, ..., I, je roven hodnoté termu X.

6. ZAVERY

ProgramI,,...,1,z5.8. 1ze — podle 5.6. — konstruovat také postupem popsanym
v Casti 4 jako algoritmus (postup udany v 5.8. totiz algoritmizovany neni). Tim je
platnost bodu 4.3. a 4.4. dokazana, a tedy je dokdzana i spravnost algoritmu.

Ptiklad na tvofeni algebraickych vyrazi a jejich prekladani do programu, ktery
zde byl pravé uveden, je zimérné omezen na vyrazy aritmetické. Ctena¥, ktery se
setkal s jinymi algebraickymi operacemi (napf. booleovskymi), si celou latku snadno
muizZe interpretovat i pro takové operace. Ba dokonce mulizeme prekladat vyrazy,
které jsou smiSeny ze sloZek aritmetickych, booelovskych a relaénich. Relaéni sloZky
(napft. ,,vétsi nez*, ,,rovno®, ,,nerovno*‘) tvoii pfechod mezi slozZkami booleovskymi
a aritmetickymi: operuje se na aritmetickych slozkach a vysledek muze tvofit sloz-
ku booleovskou. I takové vyrazy lze tvofit a prekladat, musime jen vhodné zavést
pojem priority. To uz vSak piekracuje radmec tohoto ¢lanku, vice se o tom miiZe
¢tenaf dozvédét napft. v [3].
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