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vyucovani

,,Nova moderni matematika“
ve Spojenych statech

Julius H. Hlavaty, New Rochelle, USA*)

Rad bych se dotkl tii véci: nejprve
matematiky tradi¢ni, pak matematiky,
které vyuéujeme dnes (nazyvame ji ,,mo-
derni matematikou), a nakonec mate-
matiky, které budeme vyulovat zitra
(ozname ji ,,novou moderni* matemati-
kou).

Kritizovat starou $kolskou matematiku
jste slySeli dosti ¢asto. Je pravda, Ze tato
kritika, k niZ jsem sam pfi riznych pfi-
leZitostech pfispél, se né€kdy prehanéla.
Jakkoliv slabé bylo diiv€jsi vyucovani
véetn& osnov a ucebnic, pfece jen vy-
chovalo dost matematiki, fyzikt i jinych
védeckych pracovnikil. Dnes je jich oviem
zapotfebi vychovat mnohem vic.

Jak vypadalo tradi¢ni vyucdovani
matematice?

Zpravidla to bylo mechanické po&itani.
Zaci posunovali desetinnou &irku, pre-
vraceli zlomky, vypijcovali si bez vraceni
atd., aniZ by si Casto uvédomovali, pro¢

*) Zkraceny pieklad projevu, jejz profesor
Hlavaty pfednesl na vyro¢nim kongresu Sdru-
Zeni uliteld v Alberté (Alberta Teacher’s Asso-
ciation) v roce 1969. Projev byl otiitén anglicky
v kanadském ¢asopise The Mathematics Council
Newsletter a pak francouzsky v ¢asopise Bulletin
de I’Association des Professeurs de Mathéma-
tiques (Zpravy sdruZeni profesorli matematiky,
ro&. 1971, str. 761), vyddvaném v PafiZi.
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tak &ini. V algebfe se pozornost soustfedo-
vala na bezduché ménéni znamének. Re-
Sily se tak zvané ,,praktické“ lohy,
jednou o napliiovani a vyprazdiiovani
nadrZi, podruhé o stavéni zdi, potfeti
o michéni kapalin, na$t&sti bez povinnosti
napit se vzniklé bryndy.

A v geometrii? Nejdfive jsme Zaky desa-
tého rolniku**) pfesvédCovali, Ze dosud
nedovedou myslet, a pak jsme je uéili
myslet dokazovanim nezaZivného reper-
toaru poucek jasnych kazdému, kdo se
umi jen trochu divat. Nakreslili jsme tfeba
trojihelnik se dvéma shodnymi stranami
a poloZili otazku “Co dovedete fici
o uhlech pfilehlych ke tfeti stran&?*
Ackoliv byli Zaci skalopevné pfesvéddeni,
Ze i tyto uhly jsou shodné, bylo o tom
nutno podat diikaz..-Lep$i to nebylo ani
v trigonometrii, kde se po mésice fesily
obecné trojuhelniky s obdivuhodnou, ale
zbyte¢nou i faleSnou pfesnosti.

Jaké byly dusledky takového vyuéovani
pro zaky? UplIn¢ se utlumil jejich zijem
a umrtvil tviréi pfistup k matematické
skute€nosti. Vyuovani ,,pfezili“ jen
,»vzpurni‘‘ jedinci, ktefi ndm nepfestavali
klast nepfijemné otazky. Jesté zhoubnéjsi
nasledky jsme nesli podle mého minéni
my ulitelé. Po nékolika letech takového
vyuéovani jsme zacali ztracet pocit opo-

**) Skolsk4 soustava v USA neni jednotn4.
Dosud bylo nejbéznéjsi &lenéni na 6 4 6, to jest
na Sestiletou §kolu z4kladni (elementary school)
a na Sestiletou 8kolu stfedni (high school).
V poslednich letech se za&in4 prosazovat &lenéni
na 8 + 4 (osmiletd zdkladni a &tyfletd stfedni
skola). V obou pfipadech se ro&niky &isluji
od 1 do 12. V kaZdém ro¢niku se dfive zpravidla
vyudovalo jen jednomu oddilu matematiky,
napf. v devdtém jen algebfe, v desitém jen
planimetrii, v jedenictém pokra&ovani algebry
a ve dvanictém jeden semestr trigonometrii
a jeden semestr stereometrii. (Pozn. pfekl.)



jeni, které matematika miZe a ma vzbuzo-
vat. Nae matematické mysleni se zplosto-
valo a pojmy zjalovélé ustaviénym omila-
nim se nam staly tak viednimi, Ze jsme ne-
mohli pochopit, pro¢ nejsou Zakiim jasné
hned od prvniho okamziku, kdy je s nimi
seznamujeme.

Jakého pokroku jsme dosahli?

Domnivam se, Ze se nam podafilo
vyjasnit pojem &isla i aritmetické operace,
ktera je funkci zobrazujici mnoZinu dvojic
Cisel na mnoZinu &isel. Vysvétleni tohoto
pojmu neni snadné, ale zadinime s nim uz

v nejniZ8ich roénicich. Vedeme také Zaky -

k tomu, aby odivodiiovali, pro¢ postu-
puji tim &i onim zplsobem, maji-li uréit
soucet nebo soucin. Nasi Z4ci se dopraco-
vavaji k jasn&j§imu pohledu na svét pravi-
del i zavedenych umluv. P¥i dobrém vedeni
chapou, Ze Ciselné mnoZiny vytvafi sam
¢loveék k tomu, aby mu pomahaly pfi FeSeni
stale obtiZngjSich ukold. Pfirozena disla
odpovidaji jen na otazky ,,Kolik? Jaky
pocet?*‘ AvSak k méfeni uZz potfebujeme
zlomky i ¢isla desetinnd a pro zvladnuti
situaci, v nichZ zaleZi téZ na sméru, vy-
tvafime Cisla opatfend znaménkem. V-
fim, Ze dnes dé&ti chapou, Ze tento vyvoj
neni ndhodny a Ze odpovidd naSim
rostoucim potfebam. Uv&domit si tuto
skutenost je asi dilezitj§i neZ uceni
nékterym algoritmim, jimZ jsme v minu-
losti vénovali tolik ¢asu a ndmahy. Za-
vedli jsme pojem proménné a pouzivime
pojmu mnoZiny, nebot vime, Ze dovoluje
sjednotit riznd odv&tvi matematiky.

S algebrou zadindme uZ v elementarni
$kole, brzy zavadime pojem vyrokového
vzorce a feSime nejen rovnice, ale i ne-
rovnice. Mnozi z vas si vzpomenou na
nepfijemnou sprchu, kterou =zazili pfi

prvnim setkdni s diferencialnim poétem,
kdyz se ocitli tvafi v tvaf nerovnostem
a nerovnicim. Za celou dobu osmileté
zakladni a Ctyfleté stfedni Skoly jste se
dfive nesetkali s veli¢inami, které by se
sob& nerovnaly. Nic pfekvapujiciho, Ze
jejich pouZiti aZ pfi diferencidlnim poctu
bylo odstrasujicim narazem, jejZ mnozi ne-
preckali a zanechali studia, a¢ z nich moZnd
mohli vyrist i dobfi matematikové.

Ciselné mnoZiny otviraji $iroké perspek-
tivy do matematickych struktur. Prvnim
velkym piekvapenim je té&leso redlnych
disel, kde se ocitime pied uzavienym
vesmirem, z n€hoZ zdanlivé neni vychodu.
V pfedchazejicich mnoZinach bylo vidy
mozno podniknout néco nového, napf.
v mnoZin& nezipornych &isel klast nefesi-
telné ulohy, jeZz vedly k vytvofeni &isel
zapornych.

Mensi aspéchy v reformnim hnuti ma
geometrie. Pfi¢inou toho patrné je, Ze tu
zaéindme nejméné zajimavou partii, logic-
kou vystavbou a axiomatikou eukleidov-
ské geometrie. Eukleidovy Zdklady nejsou
uCebnici geometrie, ale dilem zralého
matematika, a obsahuji vSe, co bylo
za Eukleidovych &asli zndmo z aritmetiky,
teorie Cisel, algebry i geometrie. Na ne§tésti
se dnes za ,,Eukleidovo dilo*“ vydava
sniiSka nejméné zajimavych vét vybranych
ze tfinacti knih Zdkladii. Modernizaéni
vlna se snaZila toto monstrum pfetvofit
vyplnénim logickych mezer, které z dnes-
niho hlediska v Eukleidové dile jsou a které
snadno pochopime, uvédomime-li si chu-
dost aparatu, jejz mél Eukleides k dispo-
zici. Ti, kdo se snaZili opravit logickou
stavbu, nemohli pofidit nic jiného neZ
situaci je§té zhorsit, a to z toho prostého
divodu, Ze zavést nap¥. spojitost znamena
zalit s geometrii v z4fi a dostat se k rovno-
ramennému trojuhelniku pied velikono-
cemi. Jsem presvédCen, Ze Zaci desatého,
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ba ani dvanactého ro¢niku netouZi po tom
védét toho tolik o zdkladech geometrie,
ale cht&i se naulit samotné geometrii.
Samozfejmé€ jsme i vyufovani geometrie
zlepsili, a to nejen zavedenim soufadnicové
metody, ale i vélenénim stereometrickych
uvah do planimetrické latky. Misto staré
pocetni trigonometrie péstujeme trigono-
metrii analytickou, ktera je dnes daleZit&;jsi
a mnohem zajimavéjsi.

Soucasné ucebnice, at uz vydavané ob-
chodné nebo k uleliim experimentalnim,
jsou lepsi nez kdykoliv v minulosti.
VéEfim, Ze také vyuCovani mad mnohem
vys$§i uroven, hlavné v diledku masového
zapojeni uCitelt do moderniza¢niho hnuti
v poslednich deseti letech. Pochopili jsme,
Ze se musime znovu zacit ulit, protozZe
pravé studium je hlavni pakou pokroku
ve vyuCovani. Snad bych to nemél pfipo-
minat, ale osobn& jsem povaZoval za ztra-
ceny kazdy den, ve kterém jsem se ve §kole
néfemu novému nenaudil.

Mame nyni vice uditelt, ktefi znaji 1épe
matematiku, ale také vice matematiki,
ktefi vice rozuméji vyudovani. ProtozZe
modernizace byla spole¢nym dilem uditeld,
matematikii i psychologil, naudili jsme se
vSichni néfemu z toho, co jsme pfedtim
neznali. Je to dileZité proto, Ze aZ budeme
pfipravovat dal§i etapu, budeme mit
kolektiv lidi, ktefi budou moci FeSit
nové ukoly s v&tsi znalosti véci, neZ tomu
bylo dfive.

Mame-li byt upfimni, musime uznat,
Ze i pfi rekonstrukci matematického vy-
uovani doflo k pfestfelkim zrovna tak,
jako tomu bylo v pfeZivajicim systému.
Stara matematika nebyla ve skute¢nosti
nikdy tak $patna, jak jsem ji na zalatku
charakterizoval, a nova matematika neni
zase tak zdzracna, jak jsem ji pravé licil.
KdyZ jsme ,,objevili mnoZiny, ztratili
jsme téméf hlavu, byly pro nas novou
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hrackou. Kazd4 nova ulebnice zadinala
dvéma kapitolami o mnoZinach; jimi jsme
vyplnili prvni dva mésice, ale v dalSim
vyu€ovani jsme se k nim nevraceli. Pak
jsme objevili rtizné &iselné soustavy — ho-
tové kouzlo! Jaka radost probirat tuto
novou latku, napf. nédsobeni v Ciselné
soustavé o zdkladu sedm — pfimo fan-
tastické! I zde jsme ztratili hlavu a mnohé
ucebnice upadaly do deliria... Vzpominam
na profesora, ktery zacal vyuCovat podle
ucebnic vypracovanych skupinou SMSG
(School Mathematics Study Group —
Studijni skupina pro $kolskou matemati-
ku) a zhlédl se v trojkové soustavé. Snad
by bylo rozumné vé€novat ji dv€é az tii
vyuéovaci hodiny, ale ten ¢lovék s tim
ztravil puldruhého mésice, a kdyZ jsem se
s nim posledné setkal, daval zZakim pfte-
poditavat logaritmy podle zakladu tfi.

Poctivé zhodnoceni toho, co jsme v po-
slednich letech vykonali, by nicméné
vzdor vSem pfestfelkim potvrdilo, Ze
jsme v matematickém vyucovani uCinilt
velky pokrok.

Kterym smérem se dame nyni?

Mame pfed sebou nékolik moZnych cest.
Kdyz Evropani zpozorovali, co podnika-
me, fekli si: ,,To je dobra myslenka, ale
pro¢ nepfebudovat matematické vyucova-
ni od zakladu?‘ To byl zalatek jejich
modernizaéniho hnuti a ted maji pfed
nami naskok péti let. Nuto oviem
uvazit, Ze stfedni $koly skoro ve vSech
evropskych zemich maji piisné vybérovy
charakter. Kdybyste si prohlédli ucebnice
vydané v Evropé b&hem poslednich &tyf
let, nevéfili byste, Ze jsou ureny pro
stfedni §koly, nebot v Evropé pfizpiisobili
matematické vyucovani soucasnému stavue
matematické védy.



1. mezindrodni kongres o vyudovani matematice v Lyonu 1969. Zleva: Jul. Hlavaty (USA), A. 1.
Markusevi¢ (SSSR), H. Freudenthal (NL).
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Cim se budou vyznaGovat nové osnovy?
Pfedeviim tim, Ze se pojmy moderni
matematiky budou zavadét velmi zahy.
Mozna, Ze nékterym z vas b&h4d mraz
po zadech, kdyZ vidi, jak se takova hesla
jako maticova algebra najednou objevuji
v udebnicich pro osmy, ba i pro sedmy
ro¢nik. Pochopitelné nejde na této tirovni
o maticovou algebru v universitnim poda-
ni. S né€kterymi jejimi prvky viak miZeme
s pochopenim seznidmit i mlad§i Zaky,
pozdé€ji se k nim vracet a postupné je
skloubit do logicky uspofadaného systému,
ktery se uZ nebude ¢lenit na tradi&ni oddily,
jak jsme je studovali dfive — na aritme-
tiku, algebru, geometrii a trigonometrii
atd., ale bude tvofit jediny celek — mate-
matiku.

Co se tyCe geometrie, zaCinala a bude
v pfiméfené podobé i nadéle zacinat
velmi brzy, uZ v mateiské $kole, nebot
jiZ v tomto v€ku maji déti mnoho nazor-
nych pfedstav o tvarech i o velikosti.
Geometrie znamend mnohem vic nezZ
dokazovani poulek na zakladé urditého
poctu axiomil. VyZaduje pozorovani geo-
metrickych ttvart, jejich pfemistovani,
sledovani obrazi v zrcadle, obraceni
na ruby a piehybani na listu papiru....
Nic z toho jsme se dfive v geometrii
neudili, a¢ je to velmi zajimavé a do geo-
metrie to patfi.

Dvé dileZita hesla by se méla v osno-
vach objevit uz v niZ§ich roénicich a pri-
béZn& probirat a7z do nejvyssich tiid:
statistika s pravdépodobnosti a pocitace.
Nauka o pravdépodobnosti je z nejmlad-
Sich matematickych disciplin a pronika
do vSech oblasti aplikované i ,,Cisté*
matematiky jako nastroj ke zvladnuti
nahodnych jevi. Druhou vymoZenostijsou
politae, nezbytny pomocnik soucasné
civilizace. Vic neZ polovina vaSich Zaku
s nimi bude tim nebo onim zplisobem jed-
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nou pracovat. Do kterého roéniku je zafa-
dit? Nelze pfece s nimi lidi seznamovat
teprve v okamziku, kdy je budou potfebo-
vat! I zde bude nutno zagit velmi zihy.

Z druhé strany bychom méli uvazlivé
zmirnit zddraziiovdni nékterych oddild,
kterym jsme dosud ptikladali nepfiméfené
velkou diileZitost. Patfi mezi né€ i mnoZiny,
které jsou sice pojmem zadkladnim, ale
jejichZ vyznam nelze pfecefiovat. Podobn&
bychom méli klast men3i diraz na nume-
rické pocitani. Nehlasdm jeho odstranéni,
ale jsem pfesvédéen, Ze na prvnim mist&
stoji dikladné pochopeni zakladnich po-
jmu.

Zavérem bych rad podal néstin toho,
co by podle mého soudu méla obsahovat
budouci udebnice pro sedmy roénik*):
1. Konetné &selné mnoZiny. 2. MnoZiny
a operace. 3. Funkce. 4. Zaporna cela
éisla. 5. Pravdépodobnost a statistika.
6. Cela &isla (znovu). 7. Mftizové body
v roviné. 8. MnoZiny a relace. 9. Transfor-
mace roviny. 10. Use&ky, thly, shodnost.
11. Prvky teorie Cisel. 12. Racionalni &isla.

Nekteré z téchto novinek vas moZni
ohromi, ale stejnou odezvu vzbudilo pfed
lety zavedeni pojmu mnoZiny a funkce.
Jmenovanad hesla zistanou nedélitelnou
soudasti osnov, které se i v budoucnosti
dale budou zlepSovat a rozifovat.

PreloZil Frantisek Dusek

*) Ziejm& se tim mini prvni ro¢nik stfedni
§koly podle ¢&lenéni 6 4+ 6. Viz pozn.**) na
str. 330. (Pozn. pfekl.)
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