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Neékteré historické aspekty
Fermatova problému

Ladislav Skula, Brno

Dne 23. ervna 1993 prednesl britsky matematik Andrew Wiles v Ustavu Isaaca
Newtona pro matematické védy v Cambridgi (Isaac Newton Institute for Mathematical
Sciences in Cambridge) pfednasku o vyfeSeni velmi vyznamné hypotézy japonského
matematika Yutaki Taniyamy v aritmetické algebraické geometrii tykajici se velké
tfidy eliptickych kfivek nad racionalnimi ¢isly. Jako disledek vyplyva odsud vyfeseni
Fermatova problému, ktery byl zapsin jako tvrzeni bez diikkazu vynikajicim francouz-
skym ucencem Pierre de Fermatem asi r. 1637. Od té doby se mnoho matematika
profesiondli 1 amatéri pokouselo toto tvrzeni dokazat. Snad o zddném matematickém
problému nebylo napsano tolik praci, z nichz obrovska ¢ist obsahovala zavazné chyby
nebo diikazy obsahovaly zatim neodstranitelné mezery.

Vysledek Andrewa Wilese vzbudil novou vinu zdjmu o tuto otazku. Cilem tohoto
élanku je napsat jakousi ,prehistorii“ Fermatova problému, kterd v nékterych smérech
(Fermatovy kvocienty) zasahuje do soucasné doby. O Wilesové diikazu, ktery pouziva
algebraickou geometrii, pojednava ¢lanek J. Nekovafe ([Ne], 1994).

Zmifime se na tomto misté jesté o nedavnych dvou vyznaénych vysledcich tykajicich
se Fermatova problému. V r. 1983 dokdzal G. Faltings ([Fa]) Mordellovu hypotézu
z r. 1922:

Necht K je algebraické diselné téleso. Pak pocet K -raciondlnich bodii nesinguldrni
projektivni kiivky nad K, jejiZ genus je vétsi ne# 1, je koneény.

Z této véty pak plyne, ze pro kafdé piirozené ¢islo n 2 3 md Fermatova rovnice
z"™ + y* = 2" konecny pocet celociselngch Teseni (z,y,z), tudiz pro ptirozené Cislo
n 2 3 nejvyse koneény poéet trojic (z,y, z) naruSuje platnost Fermatovy hypotézy.

Druhy vyznamny vysledek plyne z ¢lanki Adlemana, Heatha-Browna a Fouvryho
([AH], [Fo], 1985) a tyka se platnosti véty o nekonecnosti mnoziny prvoéisel, pro néz
plati pruni pfipad Fermatovy hypotézy.

Muj piispévek se tyka , klasické cesty“ uzivajici ponejvice algebraickou teorii ¢isel,
kterou se zna¢na ¢dst matematik’ ubirala v historii tohoto problému. Nemohl jsem
popsat vsechny vysledky z této oblasti, vybral jsem podle svého nizoru jen nejvyz-
nacnéjsi a nejzajimavéjsi. Tento vybér je tedy vysoce subjektivni. Mimo nepochybné-
ho prispévku Fermata samotného povazuji za nejvyznacnéj$i piinos v oblasti feSeni
Fermatova problému vysledky némeckého matematika Ernsta Kummera z minulého
stoleti.

RNDr. LADISLAV SKULA, DrSc. (1937), je profesorem na katedfe aplikované matematiky
Prirodovédecké fakulty Masarykovy univerzity, Janickovo nam. 2a, 66295 Brno.
Tato prdce byla cdstecné financné podporovina GA CR pod grantovym Cislem 201/93/2122.

318 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, roénik 39 (1994), &. 6



Kummerovy price zna¢né presahuji vyznam Fermatova problému, a jejich hodnota
znacnou mérou ovlivnila vyvoj algebry a teorie ¢isel. Kummerova teorie idealnich ¢isel
dala impuls k vybudovani jedné ze zakladnich partii algebry — teorii idedli. Vysledky
praci Ernsta Kummera se stale pouzivaji a cituji v algebraické teorii ¢isel a zejména
v oblasti kruhovych téles. Kummeriv pfiklad ukazuje na vysoce pozitivni tilohu, kterou
sehrala Fermatova hypotéza pfi rozvoji matematiky.

Ctenéafe, ktery projevi hlubsi zajem o historii Fermatova problému, odkazuji na
Bachmannovu knihu [Ba], kterd zahrnuje stav baddani o Fermatové hypotéze asi do
r. 1917, velmi péknad monografie P. Ribenboima [R1] udava vysledky z této oblasti ze
v8ech moznych hledisek zhruba do konce osmdeséatych let.

Kniha H. M. Edwardse [Ed] je zaméFena na velmi detailn{ historick4 fakta zasahujici
do doby Kummerovy a na podrobny vyklad Kummerova pfinosu. Ve slovenstiné
existuje zajimava a pouéné kniha S. Schwarze [Sc], ve které je kladen dfiraz na teorii
ideald, motivaci jejiho vzniku a zakulisi této teorie.

1. Fermat

Pierre de Fermat (1601-1665) patiil ve své dobé k nejslavnéjsim matematikiim
v Evropé. Proslavil se svymi vysledky v teorii Cisel, analytické geometrii, poctu
pravdépodobnosti a dospél az k zdkladim diferencidlniho poctu. Ve fyzice-optice se
dodnes pouziva Fermatav princip.

Jeho védecka ¢innost v matematice se vyznacuje tfemi kuriozitami. Prvni kuriozitou
Jje skutecnost, ze Fermat nebyl zadny profesionalni matematik, matematiku péstoval
Jako jeden ze svych konicki, ke kterym pattily téz basnictvi a fecka filologie. Hlavnim
jeho oborem byly pravni védy, P. Fermat byl profesi pravnik a pracoval jako soudce
v Toulouse. Casto byl nazyvan knize amatéri.

Druhou zvl4stnosti byl fakt, Ze P. Fermat nikdy neuvefejnil zddnou matematickou
praci. Jedinou vyjimku tvofi dodatek ke knize jeho kolegy z r. 1660, ktery byl vsak
napsan anonymné. Jeho matematické vysledky se sitily v tehdejsim védeckém svété
prostfednictvim jeho korespondence s jinymi védci a pomoci riznych pojednani, které
kolovaly v matematické vefejnosti v rukopisné formé. Po jeho smrti zvefejnil jeho syn
Samuel de Fermat (1670) mnoho ciselné-teoretickych vysledkt svého otce.

Treti kuriozitou Fermatovy matematické ¢innosti je ¢asté uvadeéni tvrzeni bez dika-
zii. Tim se ovSem stalo, Ze bylo pozdéji zjisténo, ze nékterd Fermatova tvrzeni nejsou
spravna. Fermat napf. studoval ¢isla

F,=2""41 (n=0,1,2,..)

(dnes zvand Fermatova ¢isla) a tvrdil, Ze viechna tato éisla jsou prvodisla. Toto tvrzeni
plati pro 0 £ n £ 4, nebot Fy = 3, Fy = 5, F» = 17, F3 = 257, F4 = 65537 jsou
prvocisla, zatimco Fermatovo ¢islo

Fs =232 41 =641 x 6700417

je slozené, coz bylo ukazano Eulerem.
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V dnesni dobé existuje cel literatura o Fermatovych éislech ([R2], Chapter 2, VI),
nicméné mimo uvedenych F, (0 £ n < 4) nejsou zndm4 zadna jind Fermatova éisla,
kterad jsou prvocisla. Neroziesené jsou zatim otazky, zdali existuje nekoneéné mnoho
pfirozenych d&isel n tak, ze F, je prvodislo, resp. slozené ¢islo.

Jind chybnd Fermatova tvrzeni je mozno nalézt v kniice W. Sierpiriského [Sr],
odst. 24.

Az do letosniho roku (1993) vSechny Fermatovy vyroky z teorie Cisel byly dokdzany
nebo bylo ukazano, ze neplati, az na tzv. , Velkou Fermatovu vétu“. Tato véta se v an-
glicky psanych ¢lancich nazyva prevdzné , Fermat’s Last Theorem*, stru¢néji (FLT),
coz znamend posledni jesté nedokdzané nebo nevyvriacené Fermatovo tvrzeni. Tato
» Velkd Fermatova véta“ (nebo téz ,,Fermatova hypotéza“) je nasledujici matematické
tvrzeni:

VELKA FERMATOVA VETA. Rovnice
zﬂ + yfl =z
pro kaZdé pfirozené &islo n 2 3 je nefesitelnd v celych nenulovych &islech z,y, z.

P. Fermat zapsal si tuto vétu (latinsky) asi kolem r. 1637 na okraj stranky svého
exemplafe sebranych spisi feckého matematika Diofanta (zil asi v 3. stol. n. 1. v Ale-
xandrii) s poznamkou, Ze naSel obdivuhodny dikaz tohoto tvrzeni, pro ktery je na
okraji mélo mista.

K vysloveni této véty byl P. Fermat inspirovan studiem ¢éasti téchto Diofantovych
spisi tykajicich se Gilohy nalézt vSechna cela cisla z, y, z, pro ktera plati

Kazda trojice pfirozenych Cisel (z,y, z), kterd vyhovuji uvedené rovnici, se nazyva
pythagorejskd trojice. Nejznaméjsi pythagorejskou trojici je trojice (3,4, 5), kterd byla
znama )iz ve starovéku a uzivana pro konstrukci pravého Ghlu. Dalsi pythagorejskou
trojici je trojice (9,12, 13).

Erich von Diniken ([Di], odst. Ubohy Pythagore!, str. 103, 104) d4va existenci pra-
votihlych trojlihelniki s pomérem stran rovnym témto dvéma pythagorejskym trojicim
ve stavbach z doby kamenné v souvislost se stykem s mimozemskymi civilizacemi.

Popis vSech pythagorejskych trojic je zndm a je dan nasledujici vétou:

VETA (o pythagorejskych trojicich). Reseni rovnice z? + y* = 2% pfirozenymi &isly
z, Y, z, kterd jsou nesoudélnd a x je sudé, je dano tzv. ,indickymi formulemi®:

r=2mn, y=m?-n? z=m?+n?

kde m, n jsou nesoudélnd prirozena Cisla riizné parity a m > n.
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Fermat objevil a asto pouzival dikazovou metodu descente infinie (nekonecny
sestup), kterd je zaloZena na tomto principu:

Jestlize V(n) znaéi néjakou vlastnost pro kaZdé piirozené Cislo n a jestlize jsme
ukdzali, Ze z predpokladu ,piirozené ¢islo p md vlastnost V(p)“ plyne existence pFi-
rozeného &isla ¢ mensitho nez p majiciho vlastnost V(q), pak Zddné ptirozené ¢islo n
nemd vlastnost V (n).

Fermativ princip descente infinie je vlastné jakasi ,indukce smérem doli“ neboli
»sestupnd indukce“. Tento princip vyuziva skuteénosti, Ze mnozina p¥irozenych ¢isel N
v obvyklém usporadani je dobie usporiddand mnoZina, tj. kazda neprdzdnd podmnozina
N ma nejmensi prvek. Vzhledem k dilezitosti této metody ukazeme jeji dukaz, ktery
je ostatné jedinym dikazem v tomto clanku:

Diikaz. Necht jsou splnény uvedené podminky principu descente infinie. Oznac¢me
M mnozinu vSech prirozenych &isel m, kterd maji vlastnost V(m). Je-li mnozina M
neprazdna, pak vzhledem k dobrému usporadani mnoziny N existuje pfirozené ¢islo
p, které je nejmensim prvkem mnoziny M. Pak p € M, tudiZz p ma vlastnost V (p).
Podle pfedpokladu metody descente infinie existuje ¢ € N, které ma vlastnost V(g) a
q < p. Pak ale ¢ € M, coz je spor a tudiz mnozina M je prazdna, c.b.d.

Na druhé strané z platnosti principu descente infinie plyne, ze mnozina N je dobfe
uspofddana mnozina. Jsou tedy obé vlastnosti pfirozenych cisel:

#N je dobie usporddand mnoZina*“

»plati princip descente infinie“

ekvivalentni. V soucasné vystavbé pfirozenych cisel (Peanovy axiomy, kardinélni ¢isla
koneénych mnozin) se dokazuje vlastnost: ,N je dobfe uspofddand mnoZina“. Ve
Fermatové dobé neexistovala zadna z naseho hlediska precisni vystavba pfirozenych
Cisel, tudiz Fermat nemohl sviij princip nekoneéného sestupu dokazat. Tento princip
byl poklddan za intuitivné spravné matematické tvrzeni.

Uzitim této metody dokazal Fermat nemoznost reseni rovnice

z4+y4=z2

pfirozenymi éisly z, y, 2.

V tomto diikaze ozna¢me pro pfirozené &islo z vlastnost V(z): ,existuji nesoudélna
pfirozena &isla z, y (x sudé), takova, ze z%+y* = 22“. Jestlize existuje pfirozené &islo z
majici vlastnost V(z), pak existuji nesoudélna pfirozena &isla z, y (z sudé) takova, ze
plati

(1,2)2 + (y2)2 - 22.

Trojice (z2,y?,2) je pak pythagorejska trojice a z indickych formuli se da odvodit
existence pFirozeného &isla 2’ < z majiciho vlastnost V (2’). Pouzitim metody descente
infinie dostavame nemoznost FeSeni rovnice 4 + y* = z2 pFirozenymi &isly.
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Podobnym zplisobem se da ukdzat nemoZznost feseni rovnic

2t — gt = 2?

et 4 4yt = 22, (Euler)
ot — 4yt = £2°

nenulovymi celymi &isly z, y, z ([R1], Ch. IlI, (2B)).

Z tvrzeni o rovnici 2* 4 y* = 22 pak snadno plyne platnost velké Fermatovy véty pro
exponent n = 4. Jelikoz kazdé pFirozené éislo n 2 3 je bud nasobkem lichého prvoéisla
nebo 4, staci se pFi feSeni velké Fermatovy véty omezit na exponent n = [, kde [ je
liché prvocislo. Vysetfovani rovnice ve velké Fermatové vété (Fermatova rovnice) pak
pfejde na vySetfovani rovnice

kde ! je liché prvoéislo.

Pro ! = 3 podal Euler v r. 1770 dikaz, ktery vSak nebyl Gplny a byl pozdé&ji doplnén.
Jiny diikaz byl poddn Gaussem, ktery byl publikovan az po jeho smrti. Euler uzival
cisel tvaru a4 3b2, kdeito Gauss pracoval jiz s komplexnimi algebraickymi &isly tvaru
a 4+ bv/=3 (v obou piipadech jsou a, b cela &isla). Oba tyto dikazy uzivaly Fermatem
objevenou metodu descente infinie.

Dirichlet podal feseni velké Fermatovy véty pro exponent | =5 v r. 1825. Jeho
diikaz vsak byl neliplny; na to poukdzal Legendre, ktery udal vlastni nezavisly a aplny
diikaz. Dirichlet pak v r. 1828 uvefejnil sviij doplnény diikaz. Dirichlet vyFesil téz
pfipad sudého exponentu n = 14 v r. 1832 a Lamé dokazal v r. 1839 Fermatovou
hypotézu pro prvoéiselny exponent ! = 7. 0

2. Kummer

V roce 1847 oznamil téz Lamé, Ze nalezl diikaz velké Fermatovy véty. Jestlize pro
pfirozeni &islo n 2 3 je € = &, n-ta primitivni odmocnina z 1 [napk. £ = cos(2n/n) +
+ isin(2n/n)], pak mizeme Fermatovu rovnici z" + y" = z" psét ve tvaru

n-1

[T +6w) =,

i=0

Fermatiiv problém formulovany pro celd cisla pfechdzi timto zpisobem na problém
pro specialni prvky kruhového télesa Q(€). Kruhové téleso Q(£) je definovino jako
téleso, které vznikne z télesa raciondlnich &isel @ adjunkci éisla £. Prvky kruhového
télesa jsou &isla tvaru ag+ a1€ + a262 4+ ...+ a,_16"1, kde aq, . .., a, jsou racionaln{
¢isla. Prvky kruhového télesa jsou komplexni ¢isla a operace scitani a nasobeni mezi
nimi jsou definovany jako tytéz operace pro komplexni ¢isla. Nazev kruhové téleso je
motivovan faktem, ze mocniny 1 = £°, €, €2, ..., €~ ! zndzornéné v komplexni roviné
tvori vrcholy pravidelného n-tihelnika na jednotkové kruznici se stiedem v pocatku.
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Okruhem celych éisel kruhového télesa Q(£) se rozumi okruh Z[¢], jehoz prvky jsou
¢isla tvaru ag+a1€+a2f%+. . .4 an_1&"" 1 kde ag, . . ., a,_; jsou prvky okruhu celych
¢isel Z. Okruh Z[€] je podokruhem télesa Q(£).

Lamé predpokladal, ze v okruhu Z[£] plati analogické aritmetické zakony jako
v okruhu celych ¢isel Z. Specidlné povazoval za platnou vétu o jednoznacnosti rozkladu
(prvku) na ireducibilni faktory. Takovy okruh se dnes nazyva Gausstv okruh. V okruhu
celych cisel Z tato véta plati a nazyva se fundamentdlni véta aritmetiky celjch c&isel.

Lamého idea byla ve struénosti nasledujici: jestlize ¢isla ; = z+€'y (0L i< n—1)
z Fermatovy rovnice jsou po dvou nesoudélnd, dostavame

Bo-Bi...Ppo1=2",

kde souéin na levé strané je soucin po dvou nesoudélnych &isel okruhu Z[¢]. Ze zdkona
o jednoznalnosti rozkladu prvku na ireducibilnf faktory pak plyne, ze existuji o; € Z[¢]
a jednotky e; okruhu Z[£] tak, Ze

Bi = €ia] prokaidé 0SiSn-1.

Odtud je mozno Fermatovou metodou descente infinie odvodit spor. Podobné by bylo
moZno postupovat v pripadé, ze Cisla §; nejsou po dvou nesoudélna. (Dikaz je zde
technicky naro¢néjsi, ale nakonec se zase pouziva Fermatova metoda descente infinie.)

E. E. Kummer (1810-1893) vyzna¢ny némecky matematik minulého stoleti ale
ukézal, ze pro prvoéislo | = 23 v okruhu Z[£53] neplati véta o jednoznacnosti rozkladu
na ireducibilni faktory. Existuji zde Ctyfi navzidjem neasociované ireducibilni prvky
m, Wa, T3, T4 s vliastnosti

Ty = T3T4.

Otazka, které okruhy Z[£,] jsou Gaussovy, byla rozfeSena az v dnesni dobé. J. M.
Masley publikoval v r. 1972 ([Ma]) vysledek udavajici viechny okruhy Z[¢,], ve kterych
plati véta o jednoznalnosti rozkladu na ireducibilni faktory. Téchto okruhl je jen
koneéné mnoho a jejich pocet je roven ¢islu 29. Pro liché prvoéislo n = [ jsou to jen
okruhy Z[¢], kde | £ 19.

Hlavni zasluha Kummerova spoéiva vsak v tom, ze nalezl zpisob, jak tento nedo-
statek odstranit (pro n = ! liché prvoéislo). Kummer ,dodal“ k okruhu Z[£] nové typy
komplexnich ¢isel, které nazval ,idedlni komplexni ¢isla“ (ideale complexe Zahlen)
na rozdil od prvkd okruhu Z[€], které nazyval ,skutetnd komplexni &isla“ (wirkliche
complexe Zahlen), pfi¢emz tato nova mnozina je uzaviena k operaci nasobeni a tvori
tudiz pologrupu. Kummerova konstrukce vytvarela tuto pologrupu s platnosti véty o
Jednoznacnosti rozkladu na ireducibilni prvky.

V dnesni terminologii je tato konstrukce nejlépe vyjddiena pojmem ,teorie divizora“
zavedenym Borevi¢em a Safarevicem ([BS]). Kummerova idedlni komplexnf &isla jsou
v podstaté divizory okruhu Z[£], které miZeme ztotoZznit s idedly tohoto okruhu.

Mezi témito idedlnimi komplexnimi ¢isly definoval Kummer ekvivalenci, pficemz
pocet t¥id h = hy této ekvivalence je koneCny a udava jakousi ,,miru odchylky* okruhu
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Z[¢]) od jednoznaénosti rozkladu na ireducibilni prvky. Napf. by = 1, pravé kdyz
okruh Z[£] je Gaussiv.

Kummerem vybudovand teorie byla v kompletni formé publikovana v jeho ¢lanku
v r. 1847. Tato teorie dala vznik teorii idedld obecného okruhu rozpracovanou De-
dekindem, Emmy Noetherovou, Krullem, van der Waerdenem a jinymi vyznaénymi
algebraiky a patfi k zdkladiim moderni algebry.

Pres velky vyznam Kummerovy teorie idedlnich Cisel se Kummerovi nepodarilo
obecné dokazat Fermatovu hypotézu. Nicméné odvodil v této oblasti jedno slavné
tvrzeni vyzadujici jim zavedeného pojmu reguldrniho a ireguldrniho prvodisla.

Liché prvocislo I se nazyva reguldrni prvocislo, jestlize | nedéli pocet t¥id h; okruhu
Z[&]. V opacném pripadé se liché prvoéislo nazyva ireguldrni prvoéislo.

Hlavni vysledek ziskany Kummerem (1850) v oblasti Fermatovy hypotézy je nasle-
dujici:

VETA. Necht'l je reguldrni prvocislo. Pak rovnice
o+ +4 =0
nemd feSeni pro a, 3, v € Z[§], a-B-v # 0.

Ponévadz Z C Z[§], plyne odtud platnost velké Fermatovy véty pro exponent
rovny regularnimu prvocislu. Toto tvrzeni bylo mnoha autory rozsifovino na vétsi
tfidy prvociselnych exponentii, nejznaméjsi a nejvyznaénéjsi mnoziny téchto mocniteld
jsou uvedeny v ¢lanku matematiki D. H. Lehmera, E. Lehmera a H. S. Vandivera
([LLV], 1954). Pomoci rychlého pocitace (v té dob&) SWAC ukézali zminéni autofi
spravnost Fermatovy hypotézy pro lichda prvodisla < 2000. S rozvojem pocitaéi a
vypocetnich metod byl tento vysledek rozsifovan a v poslednich tabulkich iregular-
nich prvocisel ([BM], 1993) byla platnost Fermatovy hypotézy verifikovana pro lich4a
prvoéisla < 4 - 10°.

Ve vysledcich tykajicich se Fermatova problému se vyskytuji téz rizné odhady pro

vivr

feSeni Fermatovy rovnice, z nichz mezi nejznamé;jsi patii odhad dany touto vétou ([IP],
1980):

VETA (Inkeri, van der Poorten). Necht | je liché prvoéislo a z, y, z jsou navzajem
nesoudélna pfirozena Cisla, y > ¢ > 0, ktera vyhovuji rovnici

Pak
z—z > 1%

Kummer také zjistoval, kterd prvocisla jsou regularni a kterd iregularni. Nejdfive
vypodital (1850, 1851), Ze ireguldrni prvocisla < 100 jsou jen prvoéisla 37, 59 a 67,
pozdéji (1874) uréil vSechna iregularni prvoéisla mensi nez 164. Jsou to jesté prvocisla
101, 103, 131, 149 a 157. Kummer také objevil metodu, jak zjisfovat poetné iregularitu
prvocisla. Pfi této metodé jsou pouzivina Bernoulliova éisla, kterymi se budeme
zabyvat v dalsim odstavci. '
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Otazka, zda existuje nekoneéné mnoho iregularnich prvocisel, byla pozitivné vy-
feSena Jensenem ([Je], 1915). Naproti tomu dodnes zistava otevieny problém, zdali
existuje nekonecné mnoho reguldrnich prvocisel. Kummer sdm se domnival, ze pocet
ireguldrnich a reguldrnich prvoéisel je stejny (asymptoticky). Oznaéime-li 7;(z) pocet
iregularnich prvocisel mensich nez realné ¢islo « a 7(z) poCet vSech prvoéisel < z, pak
Kummerovu domnénku lze vyjadFit vzorcem:

. mi(z)
xllgolo m(z) 2

|-

Naproti tomu Siegel ([Sg], 1964) , heuristicky“ dokazuje

. 7r,-(:c) _ 1 .
xl_lgxo @) 1 v 0,39.

Soucasné vypocty hodnot m;(z) a m(x) jsou velmi blizké Siegelovu vzorci.

3. Bernoulliova &isla

V riznych oblastech matematiky se vyskytuji a pouzivaji Bernoulliova ¢isla B,
(n 2 0), kterd se poprvé objevila v knize Jakoba Bernoulliho ([Br], 1713, str. 97)
vydané po jeho smrti. Tato €isla jsou definovana jako koeficienty Taylorova rozvoje

r > B z"
e’—l—Z "l
n=0

D4 se ukazat, Ze Bernoulliova éisla jsou éisla raciondlni a plati:

Bo=1, By=-% By=1% B,
B,#0 a sgnB, =(-1)

0  pro liché &islo n 2 3,
-1

el

pro sudé &islo n 2 2.
Bernoulliova ¢isla se daji také vyjadrit rekurentni formuli
(1+4B)™ —B™ =0 prom 22, mcelé¢,

kde B* zna&i symbolickou mocninu rovnou By.

Kumumer objevil ekvivalentni podminku pro iregularitu prvocisla, ktera je vyjddfena
pomoci Bernoulliovych éisel. Pro vyjadieni Kummerovy podminky je nutno rozsifit
pojem délitelnosti celého Cisla prvocislem na éisla racionalni, coz je provedeno pfiro-
zenym zpusobem.

Rekneme, ze prvocislo | déli raciondlni &islo a, jestlize | déli celé &islo a, kde o = a/b,
b je celé Cislo rizné od nuly a ¢isla a, b jsou nesoudélnd. Nyni muzeme formulovat
Kummerovu podminku:
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VETA (Kummerovo kritérium pro iregularitu prvocisla). Liché prvocislol je iregulérni,
pravé kdyZ existuje pFirozené ¢&islo i [l £ i < 1(I — 3)] tak, Ze prvocislo | déli
Bernoulliovo ¢islo Bo;.

Toto kritérium mé znadny teoreticky i prakticky vyznam a od dob Kummerovych
se pouZiva pro zjistovani iregularity konkrétnich prvoéisel. Tak napf. pro nejmensi
iregularni prvocislo | = 37 mame

Bay = 7709321041217
BTTTYRs T
kde 7709321041217 = 37 x 208 360 028 141.

Pocet Bernoulliovych ¢isel z Kummerova kritéria iregularity délitelnych prvoéislem !
dava jakousi ,miru iregularity prvoéisla“, nazyva se indexz iregularity prvocisla | a znadi
se symbolem ¢({). Tato hodnota je pfesné dana formuli

i(l) = #{1S i S 1(1-3): L déli By}

Ziejmé pro reguldrni prvodcislo { je i(l) = 0. Nejmensi iregularni prvoéisla 37,...,131
maji index iregularity roven 1, naproti tomu i(157) = 2. V soucasné dobé byly pomoci
vykonnych poéitac¢i a nejnovéjsich vypocetnich metod (rychld Fourierova transforma-
ce!) ziskany indexy iregularity pro prvodisla [ < 4-10° ([BM], 1993). Pro tato prvocisla
I vidy plati i(l) £ 7, pfiCemz i(l) = 7 jen pro | = 3238481. Tabulky ukazuji, Ze funkce
i(l) je proti prvoéislu { velmi mald. Pomoci indexu iregularity se d4 odvodit jedno
velmi silné kritérium pro tzv. prvni pfipad Fermatovy hypotézy.

Fermatova hypotéza se klasicky déli (pro prvoéiselny exponent) na dva pfipady:

Pruni pripad Fermatovy hypotézy (pro prvocislo 1) je tvrzeni:
neexistuji celd ¢isla z, y, z nedélitelna prvocislem [ tak, ze z! + o = z*.

Druhyj pfipad Fermatovy hypotézy (pro prvocislo 1) je tvrzeni:
neexistuji celd nenulova &isla z, y, z tak, ze prvoéislo | déli soudin zyz a ! +¢f = 2!

Eichler ([Ei], 1965) publikoval velmi silné tvrzeni o prvnim pfipadu Fermatovy
hypotézy, které lze prepsat pro index iregularity timto zpisobem:

VETA (Eichlerovo kritérium). JestliZe | je liché prvoéislo a plati-li
i(l) < VI-2,

pak plati prvni pfipad Fermatovy hypotézy pro prvocislo [.

Pro prvni pfipad Fermatovy hypotézy odvodil Kummer (1857) dalsi vztahy, ze
kterych vyplynulo toto tvrzeni:

TvrzENi. Neplati-li prvni pfipad Fermatovy hypotézy pro liché prvocislo l, pak | déli
Bernoulliova &isla B;_3, B_5.
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Podminku ,,! déli B;_3“ dokazal jiz diive jinym zplisobem Cauchy. Jak je tato
podminka siln4, ukazuji jiz zminéné tabulky indexu iregularity ([BM]): pro ! < 4 - 10°
jen dvé prvocisla | maji vlastnost ,,l déli Bj_3“, totiz | = 16843 al = 2124 679. Mimo
tento fakt ukazuji zminéné tabulky, Ze mezi prvoéisly ! < 4-10° jen pro prvoéislo
1 = 37 plati ,,l déli B;_5“.

Cauchyova a Kummerova podminka pro prvni pfipad Fermatovy hypotézy byla dale
rozsifena Mirimanoffem a Morishimou na Bernoulliova éisla B;_7, Bj_g, Bi—-11, Bi-13.

Tuto podminku velmi silné zostfil v r. 1934 Krasner ([Kr]) nésledujicim zptsobem:

VETA (Krasnerovo kritérium). Necht ng = (45!)38. Jestlize l je prvocislo vétsi nez ng,
pro které€ neplati prvni pripad Fermatovy hypotézy, pak

[ déli Bj_y_2;
pro kazdé 1 < i < [Vlogl].

Toto kritérium bylo déle zostfovano, podafilo se odstranit pfedpoklad | > ng a
v podstaté nejsilnéjsi verzi tohoto kritéria podal Granville ([Gr], 1986).

VETA (Granville). Jestlize prvni pfipad Fermatovy hypotézy neplati pro liché prvo-
dislo 1, pak
1 deli Bl—1—2i

pro kazdé 1 <i £ [(logl/loglogl)3].

4. Fermatovy kvocienty

Jedno z nejvyznacnéjsich tvrzeni vyslovené Fermatem v oblasti teorie Cisel a pou-
zivané v riiznych asti matematiky zejména v algebfe (teorie konetnych grup) je tzv.
»Mald Fermatova véta“.

VETA (Mald Fermatova véta). Pro prvocislo | a celé &islo a nedélitelné | plati:
a=1'=1 (mod ).
Symbol = (mod m) byl zaveden Gaussem a je definovan nasledovné:
Jsou-li z, y, m celd &isla, m > 1, pak fekneme, ze ¢islo z je kongruentini s ¢islem y
podle modulu m (nebo modulo m), jestlize m déli rozdil z — y. Piseme pak

z =y (mod m).

Fermat sdélil toto tvrzeni v r. 1640 v dopise Freuiclemu de Bessy. Publikovano bylo
po jeho smrti az v r. 1679. Prvni uvefejnény dikaz byl poda’in Eulerem v r. 1736.
Mala Fermatova véta tedy iika, Ze prvocislo | déli rozdil a'~! — 1 pro kaidé celé
&islo a nedélitelné I. Pak &islo (a'~! — 1)/l je &islo celé, které se nazyvd Fermativ
kvocient prvocisla l o zdkladu a. Fermativ kvocient oznalujeme symbolem ¢;(a) nebo
Jjen g(a). Tudiz
a1 -1
l
Fermatiiv kvocient ma mnoho zajimavych vlastnosti, zmifime se o jeho tzv. ,logarit-
mické vlastnosti“.

= qi(a) pro celé ¢. a nedélitelné I.
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TVRZEN{ (logaritmickd vlastnost Fermatova kvocientu). Necht | je prvocislo, které
nedéli cela éisla a, b. Pak

qi{ab) = q(a) + q(b) (mod ).

Budeme se nyni zajimat roli Fermatova kvocientu pfi pokusech o feseni prvniho
pfipadu Fermatovy hypotézy. Vysetfovani tohoto vztahu zahajil A. Wieferich ([Wi],
1909) svou slavnou vétou:

VETA (Wieferich). JestliZe neplati prvni pFipad Fermatovy hypotézy pro liché prvo-
cislo 1, pak
¢(2) =0 (mod !).

Wieferichova vété, dala impuls k hledani lichych prvocisel ! s vlastnosti ¢;(2) = 0
(mod !), neboli

271 =1 (mod 1?).

Prvoéislo ! s touto vlastnosti se dnes nazyva Wieferichovo prvocislo. Zadné prvoéislo
mensi nez 1000 neni Wieferichovo. Prvni Wieferichovo prvocislo bylo nalezeno Meiss-
nerem ([Me], 1913) a je rovno prvocislu | = 1093. Dalsi Wieferichovo prvocislo objevil
Beeger ([Bg], 1922) a je rovno prvoéislu I = 3511. Od té doby nebylo zadné dalsi
Wieferichovo prvedislo nalezeno, D. H. Lehmer ([Lh], 1981) uk4zal pomoci pocitace,
e pro | < 6 - 10° zadné dalsi Wieferichovo ¢islo neexistuje. Dosud nerozfesené jsou
otazky, zdali existuje nekoneéné mmnoho Wieferichovych prvocisel nebo jen konecné
mnoho.

Wieferichovo kritérium dale rozsifili Mirimanoff, Vandiver, Frobenius, Pollaczek,
Morishima a posledni vysledek v tomto sméru ziskali Granville a Monagan ([GM],

1988):

VETA (Granville, Monagan). JestliZe prvni pfipad Fermatovy hypotézy neplati pro
liché prvocislo l, pak '

qi(p) =0 (mod {)
pro kazdé prvoéislo p < 89.

Jedna ze zakladnich praci tykajicich se Fermatovych kvocienti byla uvefejnéna
v r. 1905 (pred Wieferichem) ceskym matematikem MatyaSem Lerchem ([Le]). V této
praci byl udan nésledujici vzorec pro Fermativ kvocient:

VETA (Lerchova formule pro Fermatiiv kvocient). Necht | je prvoéislo, a celé ¢islo

nedélitelné . Pak
-1

a@) =S ﬁ [?] (mod {).

Zde symbolem -:l- pro celé Cislo y nedélitelné prvocislem | miizeme rozumét celé ¢islo z
takové, Ze y -z = 1 (mod l). Takové ¢islo z existuje a modulo ! je uréeno jednoznaéné.
Cislo z miiZeme nazyvat inverze y modulo [.
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Bud ! liché prvocislo. Pro pfirozené &islo N < [ a celé &islo k polozme

s(k, N) = > %

kg <z<(k4+1)4
kde vyrazy ;— znadi inverze Cisel 2 modulo l. Lerchovu formuli pak mizZeme psat takto:

N-1
N-q(N)= " ks(k,N) (mod I).
k=0

Jsou tedy hodnoty N -¢q;(N) ,linedrnimi kombinacemi“ &isel s(k, N). Nabizi se otazka,
co lze Fici o ¢&islech s(k, N) v souvislosti s prvnim piipadem Fermatovy hypotézy. Autor
tohoto ¢lanku publikoval ([Sk], 1992) obecnou vétu, kterd tuto otdzku Fesi. Nicméné
pro konkrétni hodnoty N je nutno vypocitat hodnoty specidlnich determinanti modu-
lo 1. Ruénim vypoctem bylo v élanku [Sk] ukdzéno, ze v pripadé neplatnosti prvniho
pripadu Fermatovy hypotézy pro prvocislo | mame

s(k,N) =0 (mod )

pro kazdé N € {2,3,...,10} U {12} a kazdé celé &islok (0 Sk S N —1).
Tento vysledek byl autorem ve spolupraci s kanadskym kolegou K. Dilcherem za
pouziti moderni vypocetni techniky vylepsen na toto tvrzeni ([DS]):

VETA (Dilcher, Skula). Jestlize 1 je liché prvocislo, pro které neplati prvni pfipad
Fermatovy hypotézy, pak

s(k, N) =0 (mod !)
pro kazdé prirozené ¢islo N < 46 a kazdé celé ¢islok (0 Sk S N —1).

P. Cikanek (autoriv spolupracovnik) dokézal vztah s(k, N) = 0 (mod !) za pFedpo-
kladu pFedchazejici véty pro vSechna pfirozena cisla N < 94, ale pro dostatecné velka
prvocisla I ([Ci]).
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