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VYUCOVANI MATEMATICE A FYZICE

VZTAH MEZI MODERNIZACI VYUKY MATEMATIKY
NA VYSOKYCH SKOLACH TECHNICKYCH A NA SVVS§¥)

Jiki BECVAR, Liberec

1. Tendence modernizovat vyuku matematiky se netykaji jen zakladniho a stfedo-
Skolského vzdélani, nybrZ zasahuji i na vysoké §koly. Ustiedni komise JCMF pro
vyuCovani matematice na vysokych Skolach technickych usporddala na toto téma
JiZz dvé konference. Lze fici, Ze problém modernizace matematiky je na technikach
pfedmctem znacného zajmu. Pfitom otazky, které klade, jsou Casto zasadniho razu
a tykaji se nejen specifickych ukold vyuky matematiky na technikach, nybrz vyuky
a pojeti matematiky vitbec. Znalost potiZi, na které se pfi jejich feSeni nardzi, mze
byt uZitena i pro posouzeni vhodnosti raznych zplisobii feseni analogickych otazek
na stfednich Skolach. Vénuji proto dost mista vyuce matematiky na technikach a sou-
¢asnym predpokladiim pro jeji modernizaci.

Zda se mi ulelné predeslat k moznému pojeti modernizace vyuky matematiky
vracet. Je predevsim tfeba odlisit tyto dva mozné obsahy slova ,,modernizace:
a) zavedeni novych partii, b) nové pojeti vykladu tradi¢nich partii. Elementy linearni-
ho programovani lze docela dobfe vykladat, aniz by se pfitom podstatné pouzilo
modernéjsich matematickych prostfedkii; na druhé strané rovinna geometrie mize
v novém pojeti dostat podobu, kterd se znacné list od tradi¢niho skolského pojeti.

Dale neni lhostejné, k emu vlastné vyuka matematiky na uritém druhu $koly
sméfuje (to se tyka i jejich jednotlivych partii): zda a) matematika je chapana jako
soucast vSeobecného vzdelani, které otevird dvefe pozdéjsim, byt zatim nespecifiko-
vanym aplikacim, a které pfitom je v dané dobé pokladano za tak zakladni soucast
obecné erudice, Ze na néj klademe diraz i za pfedpokladu, Ze nebude v kazdodenni
praxi urCitého jednotlivce pouZito; nebo zda b) vyuka matematiky je zaméfrena k tomu,
aby dala do ruky nejefektivnéj$i néstroje specialistovi, ktery je zaméfen na urcity

*)y Text referatu, predneseného na pracovni poradé o modernizaci vyuCovani matematice
na $kolach 2. cyklu, kterou ve dnech 24. a 25. kvétna 1966 uspoiadala JCMF ve spolupraci
s MSK ve Stifiné. Nékteré &asti tohoto referatu obsahové navazuji na referat, ktery autor pied-
nesl na 2. konferenci o vyucovdni matematice a deskriptivni gcometrii na vysokych $kolach
technickych (Zilina, 9. 11. zafi 1965).



druh ¢innosti. Priklad: Kdy staci, aby se inZenyr seznamil pouze se strojovym kddem
konkrétniho pocitace? A kdy je ucelné, aby studoval principy syntaxe a sémantiky
obecnych programovacich jazyka?

Konecné vyznamnou soucasti modernizace vyuky matematiky by patrné mél byt
i vyzkum v oblasti psychologie matematického mysleni a soustavné uplatiiovani jeho
vysledkii. Pedagogickd empirie bezpecné vede ke zjisténi, Ze to ¢i ono je obtizné;
Casto se podafi obtiZze prekonat nebo obejit, ale zfidka se to déje na zakladé exaktni
analyzy. Praci v tomto smé&ru neni mnoho, je v§ak mozZno leccos uZiteCného nacerpat
uz z téch, které jsou k dispozici; viz napf. prace ve sborniku [1] a do jisté miry i knihy
Pélyovy [2], [3]. Uspéch modernizace vyuky matematiky podstatng zavisi na podilu
téch, ktefi ji vyucuji. Tento uspéch by nebylo lehké zajistit, jestlize by pedagogika
byla hlavné jen uménim.

2. Uhrnny pocet hodin, které se dnes v pritbéhu studia vénuji matematice na
vétsiné vysokych skol technickych, pfevysuje pocet hodin v kterémkoli jiném predmé-
tu. Na VSST v Liberci je to bez deskriptivni geometrie zhruba 550 hodin. UZ z toho
plyne, Ze pfispévek matematiky k vyuce na technikach rozhodné neni zanedbatelny.
Existuji pfedméty vysokoskolského studia (a dokonce i celé obory), které je mozno
viceméné uspésné absolvovat, aniZ by pfitom bylo tfeba specialni pfipravy a zna-
fosti uz ze stfedni $koly. Matematika k nim rozhodné nepatfi. Pravé okolnost, Ze
v uplynulych letech nebyla v matematice pfiprava ze stfedni §koly (zvlast z primyslo-
vych Skol) uspokojiva a Ze kromé toho vzhledem ke smérnym ¢isliim byli na techniku
pfijimani i studenti bez naleZitych predpokladi, plisobi stale fadu obtiZi; je jednim
z diivodi, pro¢ je stav vyuky matematiky na vétSiné technik znaéné vzdalen idealu.
JestliZe se stale znovu a téméf v masové mife musime potykat s tim, Ze studenti nejsou
schopni upravit algebraicky vyraz, neznaji bezpe¢né vzorec pro feSeni kvadratické
rovnice, maji potize s logaritmy, s obloukovou mirou a s goniometrickymi funkcemi
polovi¢niho thlu, jestliZe zjistujeme, Ze studenti maji zcela mlhavou pfedstavu o tom,
co je dvojnasobny kofen algebraické rovnice a Ze zapasi s matematickym vyjadfenim
nepiimé a dokonce 1 pfimé timérnosti, nemizeme zatim ocekavat vysledky vyuky
matematiky na technice s priliSnym optimismem. Jde tu o znalosti zakladni matema-
tické abecedy a zda se mi, Ze se matematika na technice, se svym zaméfenim na apli-
kace a s nutnosti pocitat priklady, bez téchto znalosti nikdy nemulze obejit, a to at
uz se bude vykladat tradiénim nebo modernizovanym zpsobem; bude vzdy nutno
vyZadovat, aby tyto znalosti poskytla Zakam jiz stiedni Skola.

3. Snahy o modernizaci vyuky matematiky neprobihaji ve vakuu, na jejich uplat-
néni ma vliv soucasna situace na Skolach a mezi vZivateli matematiky. Vyjdéme zde
z toho, jaky je stav na technikach. Pfedev$im je tfeba konstatovat, Ze by pro zvladnuti
zakladniho kursu matematiky, tak jak je zatim na technice podavan v prvnim dvou-
leti, ve vétsiné piipadll dokonale stacilo, kdyby student piisel na Skolu se znalostmi
absolventa byvalé realky. Matematika (predev§im matematicka analyza) se na tech-
nice sice vyklada presnéji, nez tomu bylo d¥five (jeji soucasti jsou napf. i elementy
klasifikace mnoZin v euklidovském prostoru apod.), ale k néjakym revolu¢nim zmé-
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nam, které¢ by odpovidaly soucasnému stavu teoretickych matematickych praci, zde
zatim zpravidla nedochazi.

Jeden z diivodd, pro¢ tomu tak je, zaleZi nesporné v tom, Ze je tfeba pfihlédnout
k pfedpokladiim, se kterymi studenti na $kolu ptichazeji. Hlavni diivod, pro¢ vyklad
matematiky se zde v podstaté drzi tradiéniho schématu, je vSak nejspiSe ten, Ze se
vecelku nezménil okruh a charakter aplikaci, ke kterym smé&fuje. Derivace i nadale
ma predevsim vystihnout rychlost zmény urcité veliiny; harmonicky pohyb zlstava
harmonickym pohybem, popsanym klasickou diferencialni rovnici; rovnice kmita
struny se odvozuje v podstaté stejn€ jako pred sto a vice lety, Riemanniv integral
staéi plné pro vSechny béZné aplikace. InZenyr, ktery by dobfe ovladal byt ,,jen*
klasickou matematiku, by byl za dnesni situace napf. v pramyslu vyjimeénym zje-
vem, stale jeSt€ s neomezenymi mozZnostmi uplatnéni. (InZenyr v provozu ovsem
dokonce potiebuje nejvyse logaritmické pravitko.)

Za téchto okolnosti neni nikterak nepfirozena otazka, zda je na technikach viibec
ucelné obsah a zplusob vykladu matematiky ,,modernizovat®, tj. pfiblizit koncepcim
matematiky poloviny 20. stoleti. Jestlize schazi zazemi vhodnych aplikaci, nemusi byt
pro studenta (a inZenyra) elegance a obecnost modernich matematickych pojmit
dostateénym argumentem, tim spi§, Ze napli tzv. odbornych pfedmétd a zpisob,
jak se v nich latka zpravidla vyklada, zatim posluchace vyrazné zaméfuji jinym smé-
rem. Dokonce je situace takova, Ze nelze fici, Ze by se matematice, pfes znaény podet
thrnnych hodin, pfiznaval rozhodujici vliv na utvareni skute¢ného profilu primérné-
ho absolventa. To se projevuje i formalné: pouze vyjimecné jsou partie matematiky
soucasti zavére¢né statni zkousky. Mezi matematiky a vyu€ujicimi ostatnich predmétu
panuje nejc¢astéji urcity druh priméri, které podita s tradici vymezenymi, disjunktnimi
sférami zajmu a s predpokladem, Ze matematika ve vySSich roc¢nicich v podstaté
vyklidi pole. Plody usili prvnich dvou aZ tii let se rychle vytraceji a posluchaci ve
vyssich ro¢nicich odchéazeji ze zorného pole matematika, aniZ mu poskytnou moZnost
overit si konecné vysledky jeho prace. Modernizace matematiky na technice tedy
nadavkem narazi i na problém soucasného postaveni matematiky na technikach
viibec. ProtoZe o ném byla fe€¢ podrobnéji na jiném misté [4], omezim se v dalsim
pouze na ty z jeho stranek, které maji primy vztah k otazkam modernizace.

4, Z ptedchoziho plyne, Ze rozhodujicim motivem pro modernizaci neni zatim na
technice pfima poptavka; neni jim vSak ani néjaka neudrZitelna uroveri vyuky mate-
matiky a neadekvatnost jejiho pojeti vzhledem k dosud prevladajicim aplikacim.
Motivy jsou ponékud jiné, nejsou vSak o to méné diileZité.

Jednim z nich je okoinost, Ze matematice na technikach vyucuji vyhradné profe-
sionalni matematikové. Jsou absolventy universit a prosli Skolenim, které jim dalo
prilezitost seznamit se bohatou mérou se silou a pritazlivosti modernich matema-
tickych koncepci. Jestlize predpokladame, Ze ne vSichni z teoreticky fundovanych
absolventii budou zase zpét vstiebani universitami nebo védeckymi ustavy, nybrz
ze alespori ¢ast z nich bude vyucovat na technikach, pak pusobeni téchto matematikti
nemiiZe zlstat bez vlivu. Je téZko si predstavit, Ze by vSechny cenné motivy, ze kterych
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abstraktni koncepce moderni matematiky vyrtstaly, mély sviij vyznam jen pro pro-
fesionalniho matematika, a Ze by se ¢loveék, ktery je poznal, alesponi z ¢asti nesnaZil
predat je studentim. (Domnivam se, Ze uZ za soucasné¢ho stavu k tomu dokonce
i zdkladni kurs matematické analyzy dava jistou pfileZitost, a to i za predpokladu,
Ze studenti budou mit tradiéni stfedoskolskou pfipravu a Ze okruh aplikaci, na kte-
rych se prokazuje ucinnost novych pojmi, bude uzavien viceméné uvniti matematiky
samotné.) Zde totiZ skutecné v fadé ptipadil nejde o ,,ospravedInéni‘ nového pojeti
pomoci vnéjsich aplikaci, nybrZ o to, pfizpisobit vyklad posunuti vyznamu starych
pojmi v nové matematice a revidovat nazory na dileZitost, resp. absolutnost urcitych
pedagogickych postuptl, jejichZ opravnénost se ¢asto opira predevS§im o tradici. Je
tieba prihlédnout i k tomu, co je pro proces aplikace matematiky typické: Ze se zpra-
vidla realizuje jen v urditych izolovanych bodech, kde se matematika a konkrétni
oblast stykaji. VétSinou je to pri formulaci problému, ktera obsahuje i vstupni data,
a pak zase aZ pfi interpretaci vysledného feseni, s pfislu§nymi vystupnimi daty. Vse
ostatni probiha pfevazné v matematické oblasti a je Casto predevsim soucasti profese
matematika, jak vhodné si organizuje pojmy a cesty k feSeni.

Uvedeny motiv pro modernizaci vyrista viceméné zevniti matematiky a rozhodné
by nebylo snadné, snaZit se pomoci ného presvédcit nematematika; neni také myslim
tfeba se o to pokouset. Lze totiZ uvést i jiné motivy, které i kdyZ jsou ptibuzného razu,
jsou navenek presvédCivéjsi, nebot maji konkrétnéjsi dosah. Jednim z nich je napf.
okolnost, Ze vyklad numerickych metod velmi naléhavé vyZaduje zavedeni nékterych
pojmt z funkcionalni analyzy (linearni vektorovy prostor, riizné druhy konvergence).
Podobné i nékteré specialni prednasky z matematiky v nejvyssich ro¢nicich, napf.
z teorie integralnich rovnic nebo okrajovych tloh, pojednavaji o matematickych
objektech, jejichz studiem byly nové matematické pojmy primo uvedeny v Zivot;
bylo by pak nepfirozené t€émto pojmam se vyhybat.

5. K ptedchozim motivim pfistupuje dalsi, patrné nejdileZitéjsi. Je to vlastné
souhrn motiva, které vyvéraji z kvalitativnich zmén v charakteru védy po druhé
svétové valce, z matematizace fady disciplin a ze situace, kterou s sebou pfinasi ma-
sové rozsifeni pocitadi. Skolsky tradi¢ni systém reaguje na podobné zmény obvykle
velmi pomalu a u nas to souvisi i se znAmym celkovym zpozdénim v ekonomice,
pramyslu atd. Dnes vSak jiZ zacina byt jasné, jaké by byly nasledky, kdyby se i nadale
udrZoval soucasny stav. Pfitom pronikani matematiky do novych oblasti, jak znamo,
nespociva ani tak v tom, Ze by stale vétsi uplatnéni nalézaly kuZelosecky Ci integraly,
nybrZz v tom, Ze v souvislosti se vznikem novych koncepci teorie informace, teorie
diskrétnich soustav, kybernetiky, se matematickému zpracovani stava pfistupnou
fada oblasti, kde dfive prevladala subjektivni empirie nebo technicka dovednost.

Tento proces a jeho perspektivy davaji matematice vnéjsi impuls ve dvojim sméru.
Jednak je io nutnost rozsifit latku o netradi¢ni partie, mezi nimiZ vyznamné postaveni
maji partie diskrétni matematiky (relace, logika, grafy, algoritmy, ev. Markovovy
fetézce a hry). Za druhé se ukazuje, Ze tyto nové partie jsou vétSinou pfirozené vazany
na netradi¢ni abstraktnéj$i pojmy moderni matematiky; dostavame tak novy motiv
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pro uZiti té€chto pojmu i pfi vykladu tradiéni latky, nema-li jit o zcela izolované véci.
Prirozenym pojitkem jsou zde pravé prostfedky teorie mnoZin, algebry, logiky apod.
Je pozdé& osvojovat si je aZ ve zralém véku, nebof zkuSenost svéd¢i o tom, Ze napf.
fada inZenyr ma skuteéné potiZe, jestliZe se s nimi maji dodate¢né sezndmit. Chapani
matematiky nejen jakoZto vypocletniho prostiedku, ale jako nastroje pro popis
pojmovych struktur, byt kombinovanych s kvantitativnimi znaky, vyZaduje brzkou
prapravu a zvyk.

6. Ocekavané aplikace v netradinich oblastech a pfedstava nového pojeti mate-
matického popisu reality jsou tedy uz samy o sobé silnym argumentem pro nutnost
modernizovat vyuku matematiky. Jestlize ho kombinujeme s argumenty, které se
opiraji o ,,vnitfni‘“ zmény v matematice (odst. 4), je opodstatnéné tvrzeni, Ze nejen
vyuku matematiky je tfeba modernizovat, ale Ze jeji nové pojeti je na misté pokladat
1 za budouci nedilnou slozku v§eobecného vzdélani. Citujme, co v tom smyslu special-
né o Skolské matematice fika DIEUDONNE [5] (vychazi ovSem pievazné z ocenéni
vnitfnich kvalit matematiky):

»Samoziejmé nejde o to, abychom od samého zacatku postavili déti tvari v tvar
velmi abstraktnim pojmtm, nybrZ jde o to, aby si je postupné osvojily v souhlase
se stupném rozvoje svych rozumovych schopnosti a aby se jim tehdy, kdyZ struktura
jejich mysleni vyspéje, matematika ukazala ve své skute¢né podobé. Jaky cil sleduje-
me vlastné v nasem civilizovaném svété, kdyZ je u¢ime matematice? Jisté to nefinime
proto, abychom je seznamili s urditym mnoZstvim viceméné rafinovanych tvrzeni
o osach whla v trojuhelniku nebo o posloupnostech prvocisel, pro kterd nikdy ne-
najdou nejmensiho pouzZiti (alespont pokud se nestanou profesionalnimi matematiky),
nybrZ proto, aby se naudily ovladat své mysleni a fidit je metodou, které pouZivaji
matematikové, a také proto, Ze takové cviceni je nejlepSim prostfedkem pro rozvijeni
jasnosti ducha a presnosti mysleni. Piedevsim tato metoda by se méla stat zakladem
vyuky a vykladany material pouze vhodné vybranou ilustraci.*

S poslednim tvrzenim je moZno nesouhlasit (viz vpfedu, odst. 2, o znalostech
matematické ,,abecedy*). Vsimnéme si vSak jiné véci. Zda se mi, Ze modernizace
matematiky na niZ§ich stupnich Skol ma mnohem volné&jsi ruce nez napf. na technice.
Mozek studenta na technice neni uZ ani zdaleka tabula rasa a také cil je mnohem uZsi
a utilitarngji se posuzuje, takZe vybér aplikaci nelze volit s pfiliSnou libovali. Vidéli
jsme sice, Ze pole aplikaci modernich koncepci je, resp. bude potencialné velmi
rozsahié, na technice nas vSak hlediska ekonomie nuti brat zna¢ny ohled piedevsim
na ty aplikace, se kterymi se inZenyr uréitého typu pravdépodobné setka. U nékterych
oborl zatim bohuzel prakticky nelze poditat s bezprostiednimi aplikacemi toho dru-
hu, o kterych byla pfedevsim fe€. Pro modernizaci matematiky zbyva pak argument
onoho nepfilis urcité vymezeného ,,vSeobecného vzdélani*. Hlavni problém pfitom
spodiva v tom, Ze jeho uplatnéni je znaéné komplikovano skutecnosti, Ze naplii vyuky
na technice tvori prevazn€ matematicka analyza, u které jeji sloZitost a problémy: tzv.
presnosti znamenayji, Ze kazdy krok smérem k modernim koncepcim znamena znacny
skok, provazeny nemalymi potiZemi, pokud jde o dostate¢nou motivaci. Reseni bude



na tadé€ $kol asi zatim dost kompromisni, uz proto, Ze to neni jen zaleZitost mate-
matiky.

Plny zdar tsili o modernizaci vyuky matematiky na technice zavisi nesporné i na
tom, zda se zméni pojeti vyuky nékterych duleZitych odbornych pfedmétd. Zatim
existuje malo podkladd pro viru, Ze by k néemu takovému v dohledné dob¢ mohlo
dojit; iniciativa matematikd je celkem osamocena. Pfesto se vSak domnivam, Ze
existuje prvek, jehoZ vstup do hry muZe celou situaci pozitivné ovlivnit a vést ke
sblizeni matematiky s odbornymi piedméty na zcela nové trovni. Je to zavadéni
poditacii. Je prece jen jiZ v dohledu a zkuSenosti odjinud ukazuji, Ze tam, kde nejde
pouze o komeréni exploataci a rutinni ilohy — a tak by tomu mélo byt na vysokych
Skolach — pfinasi kontakt uZitek obéma stranam. Pokud jde o vliv procesu zavadéni
pocitaci na priubéh modernizace vyuky matematiky v uzsim slova smyslu, domnivam
se, Ze pocitaCe zde nesehraji pouze zminénou tlohu prostfednika, ale Ze jejich inter-
vence se projevi i v souvislosti s n€kterymi zménami v nadzoru na povahu matematiky
samotné a na interpretaci a dosah nékterych jejich zdkladnich teoretickych koncepci.
O tom bude podrobnéji zminka v odst. 10.

V detailech Ize dalsi vyvoj tézko predvidat a pfedpoklady pro modernizaci vyuky
matematiky na technikach se budou liSit podle jednotlivych fakult a specializaci.
Bude téz zalezZet na tom, zda zakladni studium bude jako dosud v podstaté jednotné
nebo zda se bude diferencovat podle stupné teoretickych narokt apod. I nadale budou
existovat ,,provozni‘‘ inZenyfi, u kterych budou naroky na jejich teoretickou pripravu
niZ8i. Pri konkrétni realizaci modernizace je pochopitelné tieba zacit tam a hodnotit
zkuSenosti pfedev§im z téch fakult, kde jsou nejptiznivéjsi podminky. Teprve pak lze
ocekavat, Ze se nové pojeti pfirozenym zplsobem rozsifi i na takové skoly, kde motivy
pro modernizaci nejsou silné a kde vysledek modernizace Ize chdpat predevsim jako
uZ zminéné prizplsobeni se nové piedstavé o naplni standardniho v§eobecného vzdé-
lani inZenyra, bez rozdilu jeho zaméfeni. Adekvatnost takového vzdélani vyplyva
z realného predpokladu, Ze vlivem celkové racionalizace a snahy o efektivnost se
podstatné zméni soucasny stav praxe, kdy vétSina Cinnosti se provadi ad hoc a je
podrobena tak umélym a nekontrolovateinym vlivim, Ze prakticky neni moZny
racionalni popis a predikce, takZe pfedpoklady pro pouziti matematickych metod jsou
minimalni.

I1.

7. Predpokladejme, Ze uZz jsme dosahli toho, aby na techniku pfichézeli studenti
vecelku dobfe pripraveni a Ze stfedni §kola jim navic dala zaklad pro chapani matema-
tiky v novém pojeti. Predpokladejme dale, Ze by i predstavitelé odbornych predmétit
méli k matematice (aplikované) veelku pozitivni vztah. I za této zdanlive velmi ptizni-
vé situace zlstava vyuka matematiky na technice velkym problémem a zvlasté pfi
snaze o jeji modernizaci se to projevi velmi vyrazné. Mam predevsim na mysli dilema,
které vyplyva nejen z historického vyvoje a soucasné situace, ale které je dano roz-
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dilnym stanoviskem a zaméfenim matematik’ a technikd vitbec a bude patrné pie-
trvavat i v budoucnosti. V nejvyhrocenéjsi formé je moZno ho shrnout v té€chto dvou
extrémnich nazorech:

1. Existuje pouze jedna matematika, a to ,,Cista‘ matematika, a jen takové miize
s ¢istym svédomim ucit matematik, ktery je hoden toho jména.
2. To, co provozuji matematikové, kdyZ je nikdo nekotroluje, je magie fanatiki.

Smyslem a ospravedinénim existence matematiky mlzZe byt pouze jeji uZitenost
a sluzba aplikacim.

V této ostré formé nebyvaji — alespon na vefejném féoru — oba nazory vyslovo-
vany, a to mimo jiné proto, Ze zastupci jednoho z nich mohou své protivniky odmit-
nout poukazem na nedostatek kompetence. Presto je uZitecné oba nazory takto
formulovat, nebot to dovoluje jasnéji vidét jejich podstatu a zaroveri si uvédomit, za
jakych pfedpokladii a jakymi prostiedky je event. moZno ukazat jejich nespravnost.

Vsimnéme si nejdiiv druhého z uvedenych nazori. PfestoZe je vyslovovan piede-
v§im techniky a lidmi, které Zene nutnost dosdhnout v uréitém case hmatatelnych
vysledkd, realizovat a vyrabét, nelze ho zdanlivé lehce obejit konstatovanim, Ze s jeho
prijetim by pak vlastn€ ztratil pravo na existenci napt. kazdy zakladni vyzkum. Je
totizZ zndmo, Ze s podobnym nazorem se v soucasné dobé ne pravé lehce vyrovnava
jako s tajnym Spatnym svédomim fada matematik(, kterym neni lhostejny spole-
Censky smysl jejich ¢innosti, a to dokonce i téch, ktefi s aplikacemi maji urcity
kontakt. Proti tak ostfe formulovanému nazoru, ktery redukuje poslani matematiky
na jeji bezprostiedni uZitecnost, je vS§ak mozno matematiku nejen pro domo sua, ale
i proti jeho pfimym zastancim uCinné branit. UZite€nost je véc velmi relativni.
Staci si uvédomit, jaka kapacita vyroby je napt. vénovana oblasti zabavy, touze po
stale novych typech automobilli, tomu, aby se vyhovélo pozadavkim mody. Je
pravda, Ze z toho obrovského, stale svou rychlost a naroky stuptiujicitho kolotoce
vyroby a soutéZe je téZko se vymanit. Je mi vSak blizky hlas ¢lovéka, ktery ma po-
chybnosti o tom, zda je rozumné hodnotit matematiku predevsim podle toho, nakolik
prispiva k navrhu konstrukce stroje pro lisovani blatnikii, pro vyrobu pralinek ¢i
nového typu damskych puncoch s tvarovanou patou. MazZe byt piijemné byt dobfe
zasobenym individuem ve spotfebni spolenosti, ale vzpirame se tomu, aby jeji
prekotny rozvoj byl hlavnim cilem existence clovéka a pohlcoval veskeré jeho Usili,
a to tim spis, Ze je moZno mit pochybnosti o stabilité takového vyvoje.

Zpravidla byva uvedeny (druhy) nazor formulovan méné ostie. V tom pfipadé
ho uZ viibec nelze brat na lehkou vahu, nebot pak souvisi s posouzenim charakteru
samotné védy a jde pak o ulohu, kterou pfitom ma matematik hrat. Citujme, co fika
fyzik J. R. OPPENHEIMER [6]:

,Nesmime vSak zapominat, Ze véda ma dva aspekty. Jeden je hledani pravdy,
poznavani prirody a nas samych jakoZto ¢asti prirody. A druhy, zdroj techniky, chce
mit pravo zménit svét a uspokojovat nase skuteéné i umélé potieby.*

JestliZe nejsme zatvrzele presvéddeni, Ze posledni pravdu, nejhlubsi poznani a spasu
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je mozZno nalézt pouze prostfednictvim matematiky, pak sama skuteénost, Ze fada
inZenyrdt pracuje s touz laskou, usilim a inteligenci jako matematikové a Ze Casto
fesi neméné obtiZzné problémy, byt v jiné oblasti a ¢asto s jinymi prostfedky, ma za
nasledek, Ze jejich nazor na matematiku a poZadavky, které na ni kladou, je tfeba
posuzovat prinejmens$im s porozuménim. A jsou i jiné, zdsadnéjsi davody pro tako-
vou toleranci. Omezme se uZ jen na prvni ¢ast uvedeného citatu a zkusme srovnat
Gsili matematik@t napf. s Gsilim teoretickych fyzikd. Kdo pfispél vice ,,k hledani
pravdy, poznavani pfirody a nas samych*“? Kterd z obou stran posuzuje smysl
a poslani matematiky ,,spravnéji“? Zde jde o partnery na stejné urovni a se soumeé-
fitelnou kompetenci. Domnivam se, Ze pravda jedné strany se neda dokazat argu-
mentem, nebot pfes vSechno vzajemné ovliviiovani jde o dva specializované druhy
¢innosti, ve kterych cile jsou ve v§em o kus navzajem posunuty. Matematik je a podle
mého nazoru vzdy zlstane specialistou, kterého nelze nahradit nikym jinym, a totéz
plati i pro fyzika. Oba hledaji pravdu ve svych oblastech (pomoci specifickych pro-
sttedkil) a oba posunuji poznani — byt nékdy ve vzajemné spolupraci — nezaménitel-
nym zpusobem.

Matematik by mél umét chapat, co napf. ma na mysli R. P. FEYNMAN, kdyZ ve
svych pozoruhodnych pfednaskach [7] fika (nechci to zde komentovat):

»Fyzika je nejzakladnéjsi a nejuniverzalnéjsi ze vSech véd; jeji vliv na cely vyvoj
védy byl obrovsky.” A o kus dale, kdyZ uvedl, Ze pro nedostatek mista se nemiiZe
vénovat vztahu fyziky k fadé védeckych disciplin, zvlasté pak dileZitému vztahu
k matematice, poznamenava na okraj: ,,Matematiku nelze podle naSeho nazoru
pokladat za prirodni védu. Vidyl méfitkem spravnosti jejich tvrzeni nikterak neni
zkusenost.

Ze specializovaného poslani matematiky plyne, Ze jeji obsah nelze redukovat
a usmérnovat pouze soucasnymi pozadavky ostatnich véd a praxe. Je pravda, Ze
zvlast ve 20. stoleti se prohloubila propast mezi matematikou a jejimi aplikacemi,
ale vyrovnani nemiiZe jit cestou vzajemného sporu, nybrz na zakladé jiné organizace
vychovy a spoluprice. Atmosféra vhodného pracovniho prostfedi zde ma vétsi vliv,
neZ se zpravidla bere v uvahu.

8. Vénujme se nyni prvnimu z obou nazort, formulovanych v predchozim odstavci.
Je mozné, Ze v uvedené formé ho zastava jen malo matematikil, nicméné neni mozné
popiit, Ze je blizky charakteru vétSiny matematické produkce 20. stoleti. To neni
bez vlivu na ndzor matematikii, ktefi uci na technikéch, nebof, jak jiz bylo feceno,
jsou téméf vyhradné absolventy universit. A nelze ¥ici, Ze by vychova, kterou absol-
vovali, cilevédomé pfispivala k vybudovani nazoru jiného. K dosaZeni hodnotnych
vysledkt v kterémkoli oboru nestadi dostate¢n& vysoky inteligenéni kvocient; je
k tomu tfeba oddanost véci a jista jednostrannost a uzka zamé&fenost mysleni. Je
zndmo, 7e v matematice to plati snad vic neZ jinde. To pak pfinasi i zaujaty pohled
na predmét vlastni innosti. I kdyZ se budeme snaZit o co moZno nestranné hodnocent,
neni moZzno nepfiznat, Ze v kontextu ostatnich vykont v&dy je sou¢asna budova mate-
matiky pfinejmensim svédectvim vskutku obdivuhodnych vysledki lidského mozku.



Pfitom tyto vysledky vzhledem k svému univerzalnimu charakteru maji potenciilng
nesmirné moznosti aplikaci. Jin4 je ovSem otazka harmonie matematické produkce
a vnéjsi poptavky. Zminény nesoulad v tomto sméru a nutnost jeho odstranéni by
bylo moZno vzit jako argument proti uvedenému (prvnimu) nazoru, a to velmi silny.
Bezprostfedn& ho vSak nepouiji; odkazuji misto toho na kompetentni ¢lanek CuLi-
KOv [8], ktery obsahuje navrhy na odstranéni popf. zmirnéni disharmonie, mezi
¢istou matematikou a jejimi aplikacemi.

Pro soucasnou matematiku neni charakteristické jen obrovské mnoZstvi vysledki.
Snad jesté daleZit&jsi je jeji celkovy charakter. Uvedme alespori n&které nejdiilezit&jsi
vysledky, které soucasné abstraktni, resp. formalni pojeti matematiky historicky
ovlivnily:

1. Priznani komplexnich &isel a idealnich element? v geometrii jakoZto plnohodnot-
nych matematickych objekti.

2. Odstranéni bezprostiedni zavislosti na ,,realném** podkladu matematiky objevem
neeuklidovské geometrie.

3. Pokusy o to, jak pfirozena cisla nejen popsat, ale v jistém smyslu i ,,definovat®
(DEDEKIND, FREGE).

4. Zjisténi, Ze celou matematiku Ize ex post ,,vybudovat® na zakladé teorie mnozZin.

5. Pfeména axiomatickych teorii ve formalizované teorie (HILBERT).

Nehledime-li ke specialnim soucasnym vysledkiim matematické logiky, které jesté
dale ptispély k analyze podstaty matematiky, pokud je moZna zevnitf, tj. matema-
tickymi prostfedky, je v oblasti b&Zné matematické praxe nejucelenéj§im projevem
souCasné koncepce matematiky jeji zpracovani Skolou BourBAKIHO. Lze do jisté
miry fici, Ze teprve v ném se fadovym matematikim dostaly do rukou praktické
aplikace toho, éeho ve snaze o vybudovani jednotného zakladu matematiky dtive jiz
dosadhla matematicka logika. Kazdy skuteCny matematik je pfimo ¢i nepfimo, po-
zitivné ¢i negativné pojetim této Skoly ovlivnén. Po stoletém usili o konsolidaci a zpfes-
néni matematiky se zde matematikim dostalo oazy jistoty a k tomu i dovrSeni
deduktivni a axiomatické metody: nemame uZ jen axiomatizace riznych oblasti, ale
existuji dokonce i axiomatizace mnoZinové, univerzalni pro celou matematiku.
To nemlzZe nechat matematika lhostejnym. Zarovein to sugestivné vzbuzuje pocit
absolutnosti této mohutné budovy, v niZ pfece nemuze byt nic nahodného a vnéjsiho,
kdyZ vSe do sebe tak obdivuhodné zapada. Pod vlivem téchto uspéchi vznikla ten-
dence pokladat za ptfesné pouze to, co je redukovatelné na mnoZinové pojmy, a to
bez ohledu na to, jak se takovy postup vzdaluje intuici. Napf. cela teorie pravdé-
podobnosti se rozdélila na tu ,,pravou‘‘ a na onu viceméné intuitivni, ktera se toleruje
jen se znaénym vahanim; prvni je vybudovana na zaklad¢ abstraktni teorie miry
a vstup do ni je zpravidla povolen pouze branou HaLmosovy ucebnice.

Nebudu dale pokracovat v popisu tohoto extrémniho stanoviska. M4 svou pfi-
tazlivost a pokouSet se ho logicky vyvracet jeho zastancim, jestliZe neuznavaji
Zadné jiné pojeti za moZné, naraZi na podobné potiZe jako vyvracet solipsismus.
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I kdyZ patrné trvale bude platit Hilbertlv vyrok, Ze ze zahrady teorie mnoZin nas
uz nikdy nikdo nevyZene, je moZzno mit opodstatnéné pochybnosti, zda je jejimi
koncepcemi podstata matematiky skuteéné definitivné vystizena. To ma uzky vztah
i k tomu, jakym zpsobem chceme modernizovat vyuku matematiky. Je totiZ znimo,
Ze fada modernizacnich pokust si za svilj vzor bere bourbakistické (mnoZinové)
pojeti matematiky. Domnivam se, Ze podstata matematiky se skutecné Cisté¢ mate-
matickymi, specialn€ pak mnoZinovymi konstrukcemi zdaleka nevycCerpa.

9. PredevSim je moZno se tazat, pro¢ matematik extrémniho platonistického
(mnoZinového) razeni se spokojuje tou analyzou matematickych pojmu, kterd konci
mnoZinovym leSenim, a pro¢ neni dislednéjsi. VZdyt matematicka logika jde hloub
a jeji prostfedky nelze nikterak pokladat za méné exaktni, neZ jsou ty, kterych mate-
matik béZné pouZiva. Dnes uZ zdaleka nelze odmitat matematickou logiku jakoZto
spekulativni filosofickou disciplinu. Neni sice vZdy zcela jasné, jakou interpretaci
dat nékterym jejim prekvapivym vysledkiim, ale zpisob, jakym jich bylo dosaZeno,
odpovida vSem naroktim, které matematik muze klast. (Kromé toho otazky, tykajici
se formalizovanych abstraktnich jazyku, jejich syntaxe a sémantiky, staly se dnes
zcela aktualnimi i v oblasti matematickych stroji a programovani.) Vysledky, kterych
matematicka logika dosahla zvlasté v poslednim desetileti pfi studiu modeli, velmi
presvédCivé vyvraceji viru, Ze matematické pojmy maji jednoznaény a absolutni
charakter.

Tento pomérné subtilni argument zde vSak nechci hloubégji rozvadét. (O nékterych
jeho aspektech bude zminka v odst. 12 v souvislosti s diskusi axiomatické metody.)
Existuje vsak i jiny argument, ktery zaleZi v analyze povahy matematickych pojmt
z toho hlediska, jak se vyvijeji a jak s nimi sdm matematik zachazi. Podle mého
nazoru odtud zviasté plyne to, Ze i nejcistsi matematika ma aboslutni charakter jen
zdanlivé, Ze jeji povaha je velmi proménliva a podstatné souvisi s fadou praktickych
a historickych okolnosti.

Je poucné vratit se do 19. stoleti a prohlédnout nékteré prace, na nichZ spocival
vznik dnesnich koncepci. Rada zakladnich faktd byla uZ tehdy znama, ale je pozo-
ruhodné, kolik kolem nich bylo nejistot, tykajicich se jejich interpretace a filosofické-
ho dosahu, jaké usili bylo nutno vynaloZit, nez se jakoZto zasadni prosadilo exten-
zionalni (mnozinové) pojeti vlastnosti a relaci a neZ se dospélo k presvédceni, Ze
axiomy, znamé pozdéji pod PEANOVYM jménem, charakterizuji uspofadani priroze-
nych &isel. Pritom se neda fici, Ze by tyto nejasnosti byly v pozdéjsich desetiletich
uplné vysvétleny, Ze spory byly vyfeSeny vyvracenim nespravnych nazort. Jak je
znamo i odjinud, fada nejasnosti byla spi$ odsunuta stranou a generace vySkolené
uz v novém duchu si na nové koncepce pod vlivem pozitivnich vysledki, jeZ s sebou
jejich uziti pfinaselo, prosté zvykly. Napf. to, Ze se dnes vSechny pojmy snaZime
analyzovat redukci na extenze (mnoZiny) a Ze prfi vysloveni slova intenze, obsah
mame nepiijemny pocit, Ze ztracime pevnou a matematicky postiZitelnou padu pod
nohama, je podstatné podminéno historickymi okolnostmi. Do mnozZinové éry jsme
se narodili a tisicera neviditelnd pouta provazejici posunuti vyznamu, jeZ davame
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matematickym pojmbtum, predstavuji dédictvi, od néhoZ se lze osvobodit zase jen
pohybem mysleni generaci.

Zdalo by se, Ze alespon v ramci teorie mnozin je vyznam, ktery nakonec matema-
tickym pojmim redukci na jeji koncepce davame, zcela jednotny. AvSak neni tomu
tak. I tak elementarni pojem, jako je pojem usporaddané dvojice, miZzeme v (axioma-
tické) teorii mnoZin bud vzit za zakladni, anebo ho zndmym zpdsobem definovat:
{a, by = {{a}, {a, b}}. Podobng& prakticky pro kazdou axiomatickou teorii je moZno
zvolit rizné ekvivalentni axiomatizace. Je moZno namitnout, Ze to neni dostateCny
argument proti tvrzeni, Ze existuje v podstaté jediny, idealni obsah matematickych
pojmi, nebof samoziejmé tento obsah chapeme operativng, tj. ve smyslu souboru
vét, které o daném pojmu a jeho vztazich k ostatnim plati, tj. ve smyslu izomorfie.
Ale uz sam pfiklad aritmetiky pfirozenych ¢&isel to vyvraci. To plyne z existence
neizomorfnich modelii pro rizné jeji axiomatizace (Skolem, Godel).

Kromé toho jsou uvnitf samotné matematiky mozna riiznad pojeti pfirozenych
¢isel, jez odpovidaji riznym zplisobuum, jak je zavést, resp. charakterizovat:

1. konstruktivng, tj. pfirozena Cisla jsou ztotoZnéna napf. s posloupnostmi Sarck:

i1

2. pomoci Peanovych axidmi (zde zaleZi jeSté na tom, zda axiom indukce formulu-
jeme s pouZitim pojmu mnoZina nebo ne);

.

i

. mnozinoveé, napt. jako kardinalni ¢isla ekvivalentnich mnoZin (Frege, RussirL;
téz Dedekind).

Je dnes jiz jasné, Ze kazdy z téchto tfi zplsobli ma jiny intuitivni obsah a i smys!
a Ze je neize bez ztraty nékterych podstatnych charakteristik funkce ptirozenych &isel
v matematice navzajem prevést. (Zda se, Ze star$i i novéisi ucebnice pro st¥edni
skoly tento fakt zatim vitbec neberou na védomi.)

Vénujme jes§t€ pozornost psychologické strance ¢innosti matematika, tj. mechanis-
mam, které mu umoZiiuji s matematickymi pojmy viibec pracovat. Domnivam se, 7¢
tato strénka je samotnymi matematiky neopravnéné podceniovana (viz napf. Brry
[9D); jeji odsouvani nanejvyS do pragmatiky matematické praxe zkresluje jeji prvo-
fady vyznam. Exaktni a viibec efektivni mysleni je moZné pouze tehdy, jestlize objekty,
kterych se tyka, ,,vidime* jasné a zretelné (clare et distincte: DESCARTES). Matematik
i s nejabstraktnéjsimi objekty mysieni musi umét manipulovar témér tak jako s kon-
krétnimi predméty, stoly nebo Zidlemi, jinak mu ony samy a jejich vztahy unikaji
z myslenkového zorného pole. ObtiZnost zde zaleZi v tom, Ze na rozdil od konkrétnich
predmétil, které zlstavaji v zorném poli trvale, atf uZ jsme chvili nepozorni nebo se
paraleln¢ vénujeme jiné Cinnosti, vyZaduji matematick¢é pojmy urditého usili, aby-
chom byli schopni béhem iivahy je fixovat a podle potieby si je zpfitomnovat. Snadna
analyza nas snadno presvedéi o tom, Ze mozek pouZiva v§ech moznych prestiedki,
aby si tento proces usnadnil, konkretizuje si pojmy a jejich relace spojovanim s vi-
zualnimi, emocialnimi a nékdy zcela kuridéznimi obsahy a viibec se neohliZi na jejich
cistotu, pokud funguji v této pracovni sféfe a ne na papife matematického Casopisu.
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(Pouzivani kalkulu a vibec i vhodné symboliky je pravé jednim z prostiedki, jak
piesunout operovani s pojmy do oblasti, kde manipulace s nimi je snazsi.) Ze nejde
o véci nepodstatné, to je vyrazn€ patrné z vyzkumtt tzv. umélé inteligence (udici se
stroje, stroje na dokazovani matematickych vét, stroje hrajici Sachy). Zde otazka,
co je ptedmétem takové aktivity, je na stejné Grovni s otazkou, jak takovy proces
probih4, jak a pomoci jakych prostiedk je tfeba ho programovat, aby byl viibec
schopen realizace. Je podivuhodné, ¢eho mysleni dosahuje pfi analyze spletitych
situaci a pfi redukci jejich sloZitosti, kterd je vzhledem k omeznosti rozsahu aktualni-
ho myslenkového zorného pole nutna. Lze odekavat, Ze dikladngjsi znalost téchto
mechanism@ pfispéje k realistiCtéSimu pohledu na povahu a moZnosti uplatnéni
matematickych koncepci.

10. Pii tvofeni novych matematickych pojmit hraji nematematické motivy tdlohu
nejen jako ilustrace, ale ¢asto jako jejich ptimy zdroj. Autonomni vyvoj celych roz-
sahlych partii matematiky, zvlas{ v naSem stoleti, neni iluzi, ale skute¢nosti a ma
i opodstatnéné davody. Na druhé stran¢ vlivy zevné, predev§im z prirodovédné
oblasti, Ize jen ztéZi docenit. Netroufim si pesoudit, ktery z obou motivii je pro mate-
matiku dialeZitéj§i. Vliv ,,aplikaci® je vSak tak vyznamny, Ze je moZno ho pokladat
za dalst velmi silny argument piinejmensim proti tomu, abychom se v kazdodenni
matematické praxi a ve vyuce drZeli pouze striktniho stanoviska ,,Cisté* matematiky.
tluze, Ze to je moZné, je vyvolana tim, Ze obsah vyuky tvofi poimy davno konsti-
tuované a Ze¢ se nerespektuje sfozity a s nematematickymi impulsy souvisgjici proces
jejich vzniku, prestoZe ve zkratce ho kazdy, pro néjZ jde o prvni osvojeni, musi
prodélat. KaZdy, kdo se navic pokouSel najit matematicky popis pro vystiZeni
reality v oblasti, kdc matematika zatim nebyla aplikovana, znd velmi dobie, jak
svizelny je to proces a jak zcela nedostaten€ ho k tomu vybavilo standardni matema-
tické Skoleni. (Snad nejklasic¢téjsim prikladem z posledni doby byl pojem informace.)
Radu vyznamnych postiehll k tomuto tématu je moZno nalézt v lanku von Nru-
MANNOVE [10]. Neni to nahodou, nebof von Neumann byl mimo jiné jednim z téch,
ktefi pedstatnou mérou prispéli svymi praceini v obiasti pecitadt a teorie sloZitych
soustav (automatd) k novému nazoru na to, jak dalece staci dnes bézné koncepce
Cisté matematiky k popisu nckterych procesil, které diiv netvofily napln béZnych
aplikaci matematiky a které studuje napt. kybernetika. VSimnéme si tohoto tématu
blize.

Témet vSude, kde se matematika aplikuje, pouZivd se aproximaci. Pfesto viak
podstatu néjakého jevu pokladame za vystizenu teprve tehdy, jestlize mame k dispo-
zict (idealni) uzavieny a uplny matematicky model, kterym dovedeme jev zevné,
globalné popsat pomoci konedné mnoha relaci mezi koneéné mnoha pojmy, tedy
v jistém, metamatematickém smyslu finitné (viz nap¥f. Newtonlv druhy zékon), a te
1 kdyZ zaklad je infinitni a spociva na predstavé kontinua. (Jestlize uZ k popisu ievu
pouzijeme nekonecného procesu, napf. rozvoje v fadu ¢i metody postupnych apro-
ximaci, je tento prostiedek ze stanoviska Cistého matematika (jinak je tomu u prak-
tikQ!) legitimni pouze za predpokladu, Ze je podan dukaz konvergence.) Oblast
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vSech tzv. exaktnich aplikaci matematiky se dosud tykala pouze pripadia, kde se
ukazalo, Ze takovy popis je moZny a Ze dava piiblizné vysledky, které se shoduji
s empiricky zjistitelnymi fakty. V souhlase s tim se viceméné micky predpokladalo,
Ze to je jediny moZny exaktni zplsob, jak 1ze matematiky pouZit pfi analyze a popisu
reality. .

O opravnénosti tohoto predpokladu lze vSak dnes jiZz pFinejmensim pochybovat.
Napft. studium chovani sloZitych soustav, schopnych prakticky neomezeného a v kla-
sickém smyslu né€kdy i nedeterministického rozvoje, jez mélo dtive k dispozici jako
matematicky nastroj v podstaté jen prostfedky statistiky, je dnes navic moZno opfit
o exaktné kontrolovatelny experimentalni vyzkum funkce jejich ¢asti i celku na
finitnich exemplafich, modelovanych v pocitaci. To nas stavi pfed alternativu: Bud
a) neptikladat takovému vyzkumu matematicky charakter, nebo b) pfiznat v mate-
matice pravo na existenci i ,,otevienym‘* objektiim, s potencialné neomezenym a apri-
ori neurditelnym poctem relaci, pro které pojem zavrSeného matematického modelu
neni adekvatni. I kdyZ v soucasné dobé jesté neni po ruce dostateCny pocet presvéd-
¢ivych argumentl, zda se, Ze jako vysledek symbidzy matematikil s pocitaéi ma
v budoucnosti nadéji na uplatnéni druhy z obou nazort.

Tim jsme skonCili diskusi ke dvéma extrémnim nazorim na smysl matematiky,
které byly formulovany v odst. 6.

.

11. Vratme se ke konkrétngjSim otazkam, které se tykaji modernizace vyuky
matematiky. Z pfedchozich uvah neplyne, Ze by ¢ista matematika, specialné v mno-
Zinovém pojeti, neméla pravo na existenci. Vystihuje vSak jen jednu stranku mate-
matické skuteCnosti, a to tu, ktera odpovida globalnimu pohledu na matematické
objekty jakoZto na hotové véci. Tato stranka matematické aktivity je myslim ne-
postradatelnd. V souvislosti se sporem intuicionismu s mnozinovym, globalnim
pojetim k tomu fika B. Russell [11]:

,,Miij argument pro zikon vylouceného tietiho a proti definici ,,pravdy** na za-
kladé pojmu ,,verifikovatelnosti‘ nespodiva v tom, Ze by nebylo mozné zkonstruovat
systém na takovém zaklad¢, nybrZ spiS v tom, Ze je moZno sestrojit systém na opac-
ném zakladé, a Ze tento SirSi systém, ktery zahrnuje neverifikovatelné pravdy, je
nezbytny pro interpretaci jistych myslenek, kterych se Zadny z nas, jestliZe je upfimny,
neni ochoten vzdat.*

Mnozinovy pohled ma svij pravé tak nepostradatelny komplement. Jeho vliv je
stale jest€ s vyjimkou oblasti poéitacl plisobenim historickych okolnosti mensi, ale
neni nikterak méné vyznamny. Je to konstruktivistické pojeti matematiky. Zde se
zvlast jasné ukazuje, Ze matematika spoéiva na pojmech s riznym intuitivnim obsa-
hem a Ze tento obsah je podstatny. Pojem algoritmu nebo generujiciho procesu by

4

pouze v ramci mnoZinovych pojmi st€Zi mohl vzniknout a rozhodné si ho nelze
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s jejich pomoci osvojit. (Ostatné i mnoZinové pojeti je s konstruktivistickym spojeno;
to je ihned patrné, jakmile se na axiomatickou teorii mnoZin zaneme metamate-
maticky divat jako na formalni systém.)

Tendence modernizovat vyuku matematiky jsou dnes Gasto zaméfeny prevaziné
na zavedeni riznych variant bourbakistického pojeti matematiky. To je vSak jen
jedna stranka véci. Kromé hledani a zduraziovani logickych struktur uvnitf kla-
sickych partii jako jsou =lgebra nebo geometrie by modernizani snahy mély byt
v nemens$i mife vénovany tomu, aby si student osvojil co nejrozmanité&jsi intuitivni
obsahy, které se k matematickym pojmum vazi. Vyklad elementll novych matema-
tickych partii (napf. algoritmy, grafy nebo automaty) a novych aplikaci klasickych
pojml by ho mél pfipravit na moZnost pouZiti matematiky tam, kde tomu jeSté
nedavno stala v cesté tradi¢ni a zdanliva nedotknutelnost a jedine¢nost primarniho
nematematického obsahu. (Takové priklady je mozZné uvést napf. v lingvistice nebo
v psychologii.) Snaha stiij co stlj dovést vyklad az k zakladni abstraktni struktufe
a na ni zpétné deduktivné budovat miiZe v§ak pritom n€kdy byt i na prekazku. Tak
napt. vyklad zaklada teorie grafi, opfeny o geometricky nazor a sméfujici predevsim
k demonstraci bohatstvi interpretaci, které pojem grafu vné matematiky ma, muze
nékdy dat vic, nez kdyZ budeme jako zakladni véc stale zduraziiovat, Ze podstatou
grafu je odpovidajici binarni relace, a Ze tedy je nutno nejdiive probrat pfislusné
véci z teorie relaci. Jako jiny pfiklad je moZno uvést postup, pfi kterém se budeme
snazit vyloZit dileZity pojem linearnosti pouze tak, Ze vezmeme mnoZinu s unarni
operaci, definujeme linearnost této operace znamymi dvéma vztahy a pak jako dobfi
uditelé ukazeme piiklady linearnich operaci: linearni funkce, linearni zobrazeni
uvnité roviny, linearni operace derivovani a integrovani, linedrnost diferencialniho
operatoru (levé strany linearni diferencialni rovnice) apod., a to podle irovné znalosti
posluchacti. Na zaklad€ jednoznaéné vlastni zkuSenosti mohu fici, Ze pak ani jeden
student nebude schopen odpovédét na otazku, vyrazem kterého nesmirné duleZitého
pfirodniho principu matematicky pojem linearnosti vliastné je. (Pfitom jde o studenty,
kteti absolvovali kurs fyziky.)

12. Jak jiZ bylo feceno, pokusy o modernizaci vyuky matematiky na technikach
Jsou v zacatcich. Je obtizné stanovit uZ dnes konkrétng, jaké specialni pfedpoklady
pro novy zptsob vyuky matematiky na technice by méla u studenta zajistit stfedni
Skola. Néco vSak prece jen lze ¥ici. VSimnu si n€kolika konkrétnich otazek, které
je tieba na stfedni Skole Fesit:

1. Matematickd ,,abeceda*, tj. nejzakladn&j$i matematické védomosti. Casto se
tvrdi a n&€které modernizacni pokusy uZ na zékladnich $kolach jsou v tom duchu
koncipovany, Ze pravé v uréeni toho, co tuto abecedu tvoii, se moderni pojeti lisi od
tradi¢niho. Domnivam se vSak, Ze bezpedné osvojeni takovych zakladnich znalosti,
o jakych byla fe¢ v odst. 2, je zcela nutnou podminkou; nemé&lo by byt Zadnymi jiny-
mi motivy ve vyuce zatla¢eno do pozadi. Pry¢ s memorovanim, pravi se, odstraiime
pocetni dril a nacvik algoritmickych postupti, které jsou zvlastE v éte vyspélé vypoc-
tové techniky pieZitkem, soustfedme se na pochopeni podstaty véci. Obavam se, Ze



jednostranné uplatnéni takovych ndzorl miZe velmi omezit operativnost matema-
tického mysleni (viz odst. 9), zEasti proto, Ze fada abstraktnich matematickych teorii,
pocitaje v to v podstaté i teorii mnoZin, postrada vvhod existence efektivniho kalkulu,
jaky ma napft. klasicka analyza. Vezméme extrémni idealizovany piiklad: Nauéime
Zaka malou nasobilku, nevyloZime mu vSak algoritmus nasobeni vicecifernych Cisel;
zato mu tak dokonale vysvétlime distributivni zdkon, Ze v kazdém konkrétnim pfi-
padé, kdy bude mit viceciferna &isla znasobit, se mu podafi s jistym Usilim si vysledek
odvodit. Dosahl jsme pak Zadaného vysledku? Jiny priklad: Ke zkou$ce pfijde po-
shuchad, ktery vi, Ze examinator klade diiraz ne na vzorce, ale na dikazy. Student
neznd vzorec pro tvar koeficientu v obecné Taylorové fadé, ale navrhne, Ze si ko
odvodi. Udéla ptitom chybu, examinator je v8ak spokojen. Na namitku, Ze takovou
véc by mél student umét reprodukovat bezprostiedné jako zakladni vysledek, odpovi
examinator, Ze v pfipadé potfeby si to mi7e student najit ve sbirce matematickych
vzorci.

BPomnivam se, Ze k efektivaimu pouziti matematiky je urcita zédsoba védomosti,
uchovavanych prosté jako fakty, naprosto nezbytna. Sam profesionalni matematik
K tomu, aby mohl tvofivé pracovat, poticbuje mit v mozku k dispozici v kondenzo-
vaném, bezprostfedné pouZitelném tvaru velké mnozstvi vysledkd, které jsou
schiopné na signal se ihned vybavit a zGéastnit se pozadovanych kombinaci. Jestlize
by bylo tfeba vZdy od zacatku si je odvozovat nebo hledat v knihach, unavil by se
mozek diiv, neZ by byl schopen s vlastni zamysienou praci. (Neni bez uZitku provést
srovnani s piedstavou o aktivnim ovladani ciziho jazyka. Rozhodné nespodiva v tom.
7e opatiime studenta slovnikem a prehledem gramatiky, kde si mizZe vyhledat vSe,
co potrebuje.) Je znamo, Ze je Gcelné znat ndsobilku automaticky, tj. ne tak, Ze by-
chom sice hned dovedli Fici vysledek 5 x 8, ale soucin 8 x 5 bychom si odvozovali
na zaklad¢ znalosti predchoziho vysledku a komutativniho zdkona. Je tfeba stanovit,
které védomosti je Uilelné takte védome natrénovat. Je napf. zndmo, Ze vétSina stu-
dentl znd vztah mezi rychlosti, ¢asem a drdhou bezprostfedné pouze v jednom ze
tfi moznych tvarii, napf. v = (s/r), kdeZto jinou z t&chto t¥i veli¢in odtud musi teprve
vypocitat. Nakonec je§té jednu kaciiskou poznamku. Kolik matematickych vzorcit
by mél umét absolvent dvanactiletky , nazpamé{“? Kromé zcela zakladnich, které
souvisi s nejelementarnéjSimi algebraickymi operacemi, snad dve tii desitky. A presto
je ¢asto nezné. Kolik et se matematice ucil? Kolik hodin opakovaného, zamérncho
tréninku by bylo tfeba, aby si je trvale, prakticky navzdy zapamatoval?

2. Logika. Jeji aktivni misto v moderniza¢nich snahach neni tfeba zddraznovat;
na techoice, hlavné pfi vykladu matematické analyzy, by bylo velmi zadouci, aby
postuchadi méli alespoil zakladni logickou priipravu. Pokud jde o jeji napli, domni-
vam se, Ze na rozdil od obecné panujiciho nazoru by rozhodné mélo byt vénovano
misto elementarnim prostfedkiim predikatové logiky, bez nichZ je vyklad logiky
umély a zkresleny. Matematika je v nejSir§i mife hrou kvantor(t ,,pro vSechna*
a ,,existuje*‘; osvojuje si je uZ dit&, spolu se zakladnimi prostiedky feéi. Naproti tomu
by viak nebylo vhodné nejduleZit&jsi pojem logiky, tj. pojem logického diisledku
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(nezavisiého na obsahu) demonstrovat na predikatové logice, nebof to vyZaduje
dost komplikovany pojem modelu. Uvnitt vyrokové logiky je to mozné, jestliZe se
nam podafi vhodné vyloZit pojem ,,vyrokova struktura sloZené véty*. Samu vyro-
kovou logiku je pak moZno prezentovat bud s diirazem na jeji vlastni logicky obsah,
samoziejme s pouZitim extenzionalnich ilustraci pomoci Eulerovych diagramti apod.,
nebo jakoZto aplikaci ,,malé teorie® Booleovych funkci. Ta je podkladem celé fady
rnovych aplikaci zdkladni dileZitosti. Kromé prileZitosti osvojit si nova pravidla pro
pocitani s Booleovymi vyrazy mame moznost ukéazat, Ze vyrokova logika, elemen-
arni operovani s mnoZinovymi vyrazy (sestavenymi z mnoZinovych proménnych
a znamének pro operace sjednoceni, priniku a komplementu) a zjistovani vodivosti
v kontaktni siti maji spole¢ny matematicky zaklad. Naproti tomu by bylo patrng
prilis maximalistickym poZadavkem chtit Booleovu algebru pfevadét na pojem
Casteéného usporadani.

Jegté dvé poznamky k logice. Pokud jde o vhodné priklady, na kterych maji byt
logick¢ vztahy a zdkony demonstrovany, panuje tradi¢ni pfesvédéeni, Ze nejvhodngjsi
priklady poskytuje geometrie. Domnivam se, Ze to je nespravné. Pfedevsim proto,
7e 1 elementarni geometrickd tvrzeni maji strukturu, kterd svadi k neuplné logické
analyze; tato analyza nemusi totiZ byt nikterak snadna. Vezméme napft. jednoduchou
Glohu .,obratit vétu typu p — ¢: ,,V rovnoramenném trojihelniku maji vysky,
spusténé z koncovych bodl zakladny na protéjsi strany, stejnou déiku*‘. Predevsim
je treba jistého usili, aby student pii této formulaci poznal, Ze jde o vétu uvedeného
typu. A pfi samotném obréceni je tieba provést tolik verbalnich a obsahovych trans-
formaci sloZek plivodni véty, Ze u studenta to zanecha pocit, Ze viibec nejde o formalni
operovani s vyroky. V nejlepSim pripad€ se podafi, Ze student, veden intuitivni obsa-
hovou ivahou, vyslovi obracenou vétu ¢ — p takto: ,,Jestlize v trojihelniku vysky,
spusténé z koncovych bodd zakladny na protéjsi strany, maji stejnou délku, pak je
trojuhelnik rovnoramenny; misto spravného: ,,Jestlize v trojihelniku vysky, spusténé
z koncovych bodl nékteré strany na. ... Nechei zde tento pfipad podrobnéji roze-
birat, zda se mi vsak, Ze 1 dobrému uciteli maZe dat dost prace, neZ se mu podafi
formulovat plivodni vetu tak, aby bylo moZno ji obratit beze zmény komponent p, g.
Hlavni potiZ je pravé v eliminaci pojmu zakladny z piivodni formulace. Je tieba ji
vyslovit napf. takto: ,JestliZe T je rovnoramenny trojihelnik, pak v trojuhelniku T
existuje strana takova, Ze délky vySek spusténych z jejich koncovych bodd na protéjsi
strany jsou si rovny*. — Kromé toho material geometrie, alespoii pokud jde o kla-
sickou geometrii trojihelnika a podobnych ttvard (o nékterych partiich stereometrie
to plati snad jesté vice), pfes svou zdanlivou nazornost miZe logickému, pfesnéji
feCeno deduktivinimu uvaZovani, které ma predev§im diskrétni a manipulativni
charakter, klast znacné potiZe. Nejde jen o to, Ze neexistuje odpovidajici ,,synteticky**
kalkul; mam spi§ na mysli tu okolnost, Ze organizace jednotlivych elementii tivahy
je zpravidla dana a priori globalnim pomocnym néértem, ze kterého tyto elementy
nelze dost snadno podle potieby vyjimat, individualng je ménit a jasné pfitom vidét,
ktery vztah je nahodily a ktery zatim neni dokazén; zkratka konstruovat obrazek
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,,deduktivné tak, aby nakresleno bylo pouze to, co je jiZ dokazano jako spravné.
Matematik geometrického typu toto vSe nepocifuje jako nedostatek, ale neni to typ
univerzalni.

Druha poznambka se tyka logiky v Sir§im slova smyslu, logiky ne uZ jen jako nastroje
matematického mysleni, ale logiky jakoZto metodologie védeckého, resp. obecnéji
korektniho mysleni viibec. Priprava v tomto sméru se u studentit zatim rovna nule
a domnivam se, Ze ptes podstatny prispévek, ktery zde miize modernizovany vyklad
matematiky poskytnout, nemiiZe byt cilem matematiky nahradit specidini vyuku logi-
ky uvnitf samostatného pfedmétu. Podobné ani vyuka fyziky nedava systematickou
informaci o vztahu empirickych a exaktnich véd, o metodice pokusu a jeho vyhodno-
ceni, o neopodstatnénych zavérech, o charakteru hypotéz, o charakteru poznani
reality, o nejdileZitéjich principech spoleénych viemu védeckému mysleni. TéméF
naprosta nezkusenost a nepripravenost pravé v téchto otazkach, ve kterych se styka
véda, filosofie a logika, plisobi pfi vyuce matematiky na technice studentim potiZe,
zvySuje zdani jejich nezralosti a zt€Zuje pochopeni soucasného vyvoje védy a spo-
le¢nosti.

3. Kdy Ize matematické pojmy zavést definici? Podle piedstav profesionalniho mate-
matika by bylo idealni, kdyby bylo ve vyuce mozZno nejdrive vybudovat leSeni za-
kladnich univerzalnich matematickych pojmu a s jejich pomoci pak uZ vSechny ostatni
pojmy definovat. V extrémnim ptipadé by pak intuitivni obsah, ktery tyto pojmy
provazi, byl nejvys druhotnym, posilujicim prostfedkem. Takovy postup, jak znamo,
neni moZny, stoji mu v cesté objektivn€ existujici omezeni mentalnich schopnosti
ditéte, dana jeho vékem a ne snad jen rozsahem piedchoziho skoleni, uciva. Je mozno
namitnout, Ze pro stfedni §kolu to uz neplati, nebof tam je vyvoj mozku co do schop-
nosti abstraktniho mysleni teoreticky dovrsen. Myslim, Ze uz jen ve svétle toho, co
bylo diive fe€eno o uloze intuitivnich obsahlt v mechanizmu Zivého matematického
mysleni, tato namitka neobstoji. Je ov§em moZno naucit formalnimu osvojeni ab-
straktnich pojmi a struktur, ale jejich pouZitelnost bude asi takova, jako kdybychom
naSe déti ucili sanskrtu. At uZ je ,,obsah* matematickych pojma cokoliv (v tomto
sméru neni zdaleka jasno), je psychologickym faktem, Ze se bez né¢ho neobejdeme;
kromé toho ani teoretické snahy o redukci matematiky na formalni syntaxi jejiho
jazyka nedospély k vysledktim, které by dovolily obsahové pojeti pojmu eliminovat.

Pojmy, které podle mého nazoru ve $kolské matematice nelze jednorazové zavést
pouze formalni definici, jsou napft. tyto: ptirozené Cislo, nula, zaporné &islo, racio-
nalni cislo, uhel, délka tsecky, funkcionalni zavislost, vektor, posloupnost, fada,
pravdépodobnost, algoritmus. K jejich ,,pochopeni‘ dochéazi nékdy skokem, vétSinou
vSak postupné, je to vysledek procesu, ktery je sloZitym konglomeratem empirie,
interpretaci, kalkulu a formalnich vztahti. Zna¢nou ilohu zde mé opakovani a zvyk,
stala pritomnost nového pojmu a ucitele, ktery ukazuje, jak s nim zachazet, co si Zak
o ném smi a co nesmi dovolit pfedpokladat. Ani na technice nebudeme zavadét
pojem nekone¢né fady touto definici (srov.: Dieudonné [12]), ve srovnani se kterou
jsou téméf vSechny ostatni béZné uzivané definice ,,nepfesné‘:
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»Nekonecna fada je uspofadana dvojice {(r,), (s,)>, kde (r,) a (s,), jsou zobrazeni
mnozZiny pfirozenych &isel do mnoZiny realnych (resp. komplexnich) &isel a plati
S, =T, Fp=28,— S,_, (n>1).

Pii této prileZitosti uvedme pfiklad jiného charakteru, u kterého zkuSenost uka-
zuje, jaké potiZe mlZe plsobit pochopeni logicky vcelku nikterak sloZité matema-
tické formulace:

7

,,Jestlize a = 0 a pro kazdé kladné &islo b plati, Ze a < b, pak a = 0.*

Studentova naivni reakce je Casto tato: ,,Pro¢ jsme tedy rovnou nefekli, Ze ¢islo a
je rovno nule?* Konecné jesté jeden ptiklad: Pro Zaka, ktery uZ je zvykly na zapis
rovnosti a operovani s nimi, je celkem b&zny tsudek: ,,Jestlize « = b a b = ¢, pak
a = ¢.* Naproti tomu miZe pisobit potiZe vyjadieni téhoZ ve slovnim tvaru: ,,JestliZe
dvé &isla jsou rovna tfetimu, pak jsou si rovna.*

V matematice je tfeba si zvykat na spoustu podobnych véci a jejich zdanliva
nepfirozenost je jednim z divodu jeji obtiZnosti. Neni na misté délat je jeSté t&87s8t
jejich pfehnanou formalizaci a pfeplnénim latky mikrodefinicemi tam, kde je mozek
schopen globalniho intuitivniho pohledu. Domnivam se, Ze specialné ptfi zavadéni
novych pojmt staci polointuitivni formulace v§ude tam, kde nemame zvlastni zamér,
kde to ptispiva k pochopeni a kde nazorny obsah je tak pregnantni, Ze neni nebezpeci,
Ze by mohl svadét k chybam (to se do jisté miry tyka napf. i pojmu vektoru). (Srov.

(131)

4. Axiomatizace. Vyznamné misto axiomatické metody v moderni vyuce matema-
tiky je mimo jakoukoli diskusi. Nejsem si vSak jist, zda jsou pfitom jednotlivé jeji
aspekty ocefiovany spravnym zpusobem.

a) Predev§im axiomaticka metoda a deduktivni metoda nejsou totoZné véci.
Deduktivni metoda logického usuzovani ma sviij vyznam i tehdy, kdyZ nasim bez-
prostiednim cilem neni axiomatizace urdité oblasti. Casto se zdiiraziiuje predeviim
presnost a Cistota deduktivniho uvaZovani a zapomina se pritom na to, Ze deduktivni
metoda je téZ nepostradatelnym prostiedkem, jak se viibec orientovat ve sloZitych
situacich. I jednoduchi matematicki teorie je soubor nekonecné mnoha vét; nemame
k dispozici letadlo, ze kterého bychom byli schopni globaln€ tuto strukturu piehléd-
nout a popsat, nybrz nalézame se uvnit a nezbyva nam nez zkoumat tento labyrint
pomoci fetézi jednotlivych kroki, jejichZ délka je omezena schonostmi naseho moz-
ku. (Prozkoumané oblasti pak kondenzujeme pomoci novych pojmi a struktur, takze
na vyssi irovni jsme schopni znovu s nimi deduktivné operovat jako s novymi jed-
notkami (,,podprogramy*).)

b) Na axiomatizaci urcité oblasti je moZno se divat z riznych stranek. Predev§im
jako na objev, Ze to, co se na prvni pohled zdilo nekonecné sloZité a heterogenni
a nevyludovalo, Ze se na kazdém novém kroku nesetkdme s ne¢ekanymi piekvape-
nimi, ma ve skuteénosti strukturu, kterou Ize pomérné jednoduchymi prostiedky
popsat tak, Ze vSechny CasteGné struktury (pojmy) a vztahy mezi nimi, které nas
zajimaji, 1ze redukovat na kone&né€ mnoho pojmi a relaci mezi nimi. To byl asi jeden
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7 hlavnich smysld Euklidovy axiomatizace geometrie. Tento vyznam axiomatické
metody, af uZ v matematické nebo nematematické oblasti, nepozbyva ziejmé ani
nadale své platnosti.

V béZné praxi se vSak ¢asto tento vyznam axiomatizace sméSuje s jinym, a to s tim,
ktery vystoupil do poptedi koncem 19. stoleti v matematické logice v souvislosti se
studiem tzv. zaklad matematiky. Je charakterizovan virou, Ze napf. strukturu mno-
Ziny prirozenych nebo realnych d&isel, jak ji dava bezprostifedni intuice, 1ze nejen
uspokojivé vystihnout axiomaticky, ale Ze axiomatizace mlZe tento intuitivni obsah
dokonce beze zbytku nahradit, tj. Ze je jednoznaCnou charakterizaci aritmetiky pfi-
rozenych nebo realnych ¢isel, a to v tom matematickém smyslu, Ze vSechny modely
prislusné axiomatické soustavy jsou izomorfni (tak zvana kategori¢nost). Neni bo-
huZel uz tak vS§eobecné znamo, Ze tato vira se ukazala nespravnou. Vysledky Skole-
movy a Goédelovy ukazuji, Ze axiomy aritmetiky mohou byt splnény neizomorfnimi
modely. Z toho — jestlize jsme ptesto presvédceni, Ze naSe intuice pfi chapani pfi-
rozenych &isel je zcela jasné a jednoznacna — lze Cinit zavér, Ze zvolend axiomatizace
patrné nebyla dost dplna, Ze ptidanim dalSich axiéomi, které by vystihovaly vlast-
nosti prirozenych d&isel jeSt€ detailngji, bychom mohli dosahnout kategori¢nosti
axiomatické soustavy a zvlasté i toho, Ze by vSechny jeji modely byly izomorfni
s ,,modelem®, ktery nam poskytuje intuice. Tento zavér je viak nespravny, nebot
2 dalSich Godelovych vysledkt plyne, Ze vibec kaZdy dost bohaty axiomaticky
systém, ktery pouZiva prosttedklt dostupnych prfi dneSnim pojeti formalizace, je
nekategoricky. Odtud predevsim plyne, Ze soucasné prostiedky axiomatické metody
charakterizujt ,,obsah‘* kazdé dost bohaté axiomatické soustavy netpln¢; jinak feeno
soustava nemd jednoznalny obsah. Jestlize pfitom véfime (coZ ovSem je predpoklad
znacné metafyzicky), Ze intuice uréuje ptirozena ¢isla jednoznaéngé, znamena to déle,
7e dne$ni prostiedky axiomatické metody nestaci pro uplnou charakterizaci intuitiv-
niho obsahu pfirozenych ¢&isel. Pravdépodobnéjsi je vSak patrné druhia moZnost, Ze
totiz nase presvéddeni o jednoznadnosti intuitivni predstavy ptirozeného &isla je iluzi
zaloZenou do jisté miry na rozporu mezi tim, Z¢ naSemu bezprostfednimu intuitivni-
mu chapani je pristupny v zdkladnim intuitivhim modelu pouze nepatrny zlomek
vlastnosti pfirozenych ¢isel, a mezi tim, Ze pfesto neopodstatnéné véfime v intuitivni
rozhodnutelnost kaZdé otazky o pfirozenych Cislech. (Nekategoriénost axiomatiky
aritmetiky pfirozenych Cisel neni pak uZ mozZno jednoznaéné pokladat za jeji nc-
dostatek.) '

Jak je vidét, zdaleka zde nejde o jednoduché a vyreSené otazky. V ramci Skolské
matematiky velmi pravdépodobné nemohou nalézt pfimé vyjadieni, snad kromé jedi-
ného bodu. Neméli bychom se totiz napf. u Peanovych axiomul stavét pfi vyuce na
stanovisko, jako by ,,definovaly* pfirozena &isla, ale mé&li bychom je spi§ uvést jako
ty jejich zakladni vlastnosti, které postacuji k tomu, abychom odvodili vie, co bude-
me o uspofadani pfirozenych &isel potfebovat vEdét. Podobné zavedeni abstraktni
axiomatické struktury, nevazané na konkrétni obsah, nebude patrné na misté tam, kde
sice otazka jeji kategoriCnosti trivialné nepfichazi vlibec v ivahu, ale kde v podstaté

26



nebudeme mit prirozenou piileZitost pracovat s vice neZ jednim zakladnim modelem
(to se mizZe tykat napt. pojmu algebraického télesa).

¢) Nejucinngjsi uplatnéni axiomatické metody je tam, kde jde o vytéeni spolecné
struktury obsahové riznych oblasti. Typickym piikladem je tfeba pojem svazu nebo
linearniho (normovaného) prostoru. Motivace zavedeni takového pojmu mutiZe vsak
byt riizna. Bud je zavedeni motivovano predevsim poZadavky ekonomie; nebo nam
jde o to, abychom zdaraznili, Ze vskutku v riiznych oblastech miZeme nalézt struk-
turné ekvivalentni vztahy. Nebude pak lhostejné, kdy uvedeme nejdiiv konkrétni
modely a kdy naopak vyjdeme od axiomaticky formulované struktury.

d) Mala pozornost je ve vyuce matematiky vénovana pojeti axiomatické metody,
které je mozno nazvat hypotetické ¢i experimentalni. Jeho malé uplatnéni p¥fi bézZném
pojeti matematiky ma svlj divod hlavné v tom, Ze se vyklad soustfeduje na piedve-
deni uZ hotovych vysledkil. Pocitaji se hlavné jednorazové piiklady, které slouzi
k tak zvanému procviceni latky. Hypotetické pojeti se zatim typicky uplatiiuje hlavng
v poloempirickych védach, kde byva n€kdy jedinym prostiedkem k tomu, abychom
zvladli sloZitou situaci v oblasti, pro kterou nemame Zadnou univerzalni axiomatizaci.
Zde Casto neméme ani empiricky bezprostfedni ani deduktivni prosttedky pro stano-
veni pravdivosti urcit¢ho tvrzeni (na zakladé jeho odvoditelnosti z axiomi) a zbyva
pouze moznost vzit ho za lokalni hypotézu a dedukovat z ni tak dlouho, az dojdeme
k disledkiim, které jsou bud logicky sporné, nebo pripousteji experimentalni verifi-
kaci. Uvedené pojeti axiomatické metody miiZze mit i ve vyuce matematiky vyznamné
rmisto, a to zvIast v souvislosti s probiranim novych partii a aplikaci; bude pak 1 cen-
nym piispévkem matematiky k obecné metodologii védeckého mysleni, o které byla
fe¢ vpredu.

5. Vztah k fyzice. Koordinovat snahy o modernizaci vyuky matematiky s tkoly,
které pfed sebou ma vyklad fyziky, je patrné nesmirné obtizny problém. Nevidim
zatim t€méf Zadnou cestu, jak ve Skolské fyzice hezprostiedné uplatnit ty ze zakladnich
poimit a metod, které tvoii naplit moderniho pojeti vyuky matematiky. Jestlize vezme-
me napf. uZz zminéné Feynmanovy pfednasky, které patrn€ predstavuji vyznamny
pokus, jak elementarnim, pritom vSak ucelenym a dikladnym zpisobem pribliZit
vykiad vysledkim a koncepcim moderni fyziky, zjistime, Ze vyuka fyziky stoji
predevsim pred tkolem, jak zviddnout mnoZstvi znaéné heterogennich fakti, které
vyZaduji navzajem rozdilny intuitivni ptistup (teplo, povrchové napéti, elektfina,
Huygensliv princip, atomy, vypafovani). Jejich intuitivni pochopeni stoji zcela
v popiedi a vyZaduje Casto znacného usili, pfestoZe zdanlivé jde o jevy, které nas
v pfirod¢ bezprostiedné obklopuji. Prevést je na jednotny zaklad nardZi na skolské
arovni na znamé potiZze a nemiiZe uz byt vitbec feci o tom, Ze by na této tirovni tlohu
spoleéného jmenovatele mohly hrat napf. struktury moderni matematiky. Samy
matematické prostredky potfebné v elementarni fyzice jsou zcela primitivni a maji
pomocny charakter. Stoji snad jesté za zminku, Ze pro studenta, ktery si zvykl na to,
Z¢ uvnitt matematiky ma tak tikajic pevnou pidu pod nohama, byva neziidka tvrdym
ofifkem smifit se s tim, Ze analyza fyzikalnich jevii nebyva ,,iplna‘, nybrz jde v raz-
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nych partiich fyziky do rizné hloubky. Studentovi je zfejmé, Ze je logicky moZna
dalSi analyza a nemusi byt ochoten pfijmout provizérium predkladaného pojeti,
protoze mu chybi tlak praktické nutnosti, kterou vyklad ve Skole nemiZe vzdy
nahradit. Snad pravé v tomto bod& by se mohla uplatnit ta strinka matematiky, ktera
védomé bude rozvijet schopnosti tvofeni matematickych modell skute¢nosti a pésto-
vat ,,hru na hypotézy*.

13. Nechali jsme stranou fadu aspektit modernizace vyuky matematiky na stfed-
nich i vysokych §kolach, mezi nimi téch, které je tfeba brat v uvahu tehdy, jestliZe
pred sebou mame jako specialni cil vychovu budoucich profesionalnich matematiki.
Patfi sem predevsim otazka vychovy k samostatné tvorivé praci. Nebylo mym cilem
rozebirat ji v tomto ¢lanku.

Jestlize je vibec mozZno z toho, co v tomto ¢lanku bylo feceno, vyvodit néjaky
hlavni zavér, vidim ho v tom, Ze by cil modernizace vyuky matematiky nemél spodi-
vat jen v prestavbé vyuky na zaklad€ vnitinich poZadavkl matematiky, ale ve stejné
mife i v obohaceni vyuky o to, co nové aplikace poskytuji matematice zevné.
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