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vysokych teplotich a v proménnych polich muZe zplsobit fundamentalni pokrok
v elektrotechnice.

O pracich, které se vedou v naSem tstavu a maji ptimy prakticky vyznam, bude feé
jinde. Na konci svého referatu bych se chtél jest& jednou vritit na za&dtek a znovu zdi-
raznit, Ze stanovit pfesnou hranici mezi zdkladnim a aplikovanym vyzkumem neni
mozné (napf. objev laserd pfes jejich ohromny prakticky vyznam lze chépat také jako
tspéch zakladniho vyzkumu).

Rozdil mezi nimi oviem existuje, jako existuji i rozdily v zaméfeni talentu lidi pracuji-
cich v prvni ¢i druhé oblasti vyzkumu. Z tohoto divodu musi byt védecké kolektivy
kvalitativn€ rtizné, ale mirny podil zdkladniho vyzkumu v prakticky zam&feném ustavu,
jakoZ i mirny podil aplikaci v dstavu zabyvajicim se zdkladnim vyzkumem, mlZe byt
velice uZite¢ny.

Vse zéleZi na spravnych proporcich.

Netradi¢ni integralni geometrie
Lawrence Zalcman

1. Uvod. Netradiéni integralni geometrii v nadpisu minime to, &emu se ob&as Fik4
stereologie nebo stereometrie. Je to zkoumani vlastnosti geometrickych utvari na zakla-
dé informaci o jejich prinicich s plochami niZ8i dimenze a o hodnotéch integralli pfes
tyto plochy. Aktivita v této oblasti a zdjem o ni je znacny, zejména se zietelem na aplika-
ce. Ty sahaji doslova od nebes nad nami aZ po zemi a vody pod ni: od radioastronomie
pfes geofyziku [19] aZ k hledani nafty a (jinych) ukrytych pokladd. Existuji dokonce
souvislosti s navrhovanim soudasti jadernych reaktoru.

Snad nejzajimavéjsi aplikace se tyka neurochirurgie nebo — pfesnéji fe¢eno — radio-
logie (rentgenova tomografie). Jde zde o urdeni velikosti, rozsahu a umisténi mozkovych
nadort pomoci rentgenovych paprski vyslanych z kone€n€¢ mnoha riznych smért.
(Ukazuje se, Ze — teoreticky fe€eno — takové udaje nikdy nesta¢i k ziskdni pozadova-
nych informaci; na druhé strang se tyto metody v praxi docela osvéd&uji.) Teoretické
i praktické aspekty tohoto postupu jsou popsany v zajimavych piehlednych ¢lancich
Smithe, Solomona a Wagnera [27] a Sheppa a Kruskala [24].

LAWRENCE ZALCMAN: Offbeat Integral Geometry. The American Mathematical Monthly, Volume
87, Number 3, March 1980.
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Mij vlastni zdjem o pfedmét je plng jiné povahy a spociva zcela v teoretické oblasti.
Vzhledem k tomu nebude v tomto ¢ldnku o aplikacich fe€eno nic vice. Obratme tedy
pozornost k méné praktickym aspekttim.

2. Stereologie. Necht G je oblast v roviné ohrani¢ena Jordanovou kfivkou. Je G urge-
na jednozna&n& délkou (linedrni Lebesgueovou mirou) priniki G se viemi pfimkami?
Zda se, Ze otazky tohoto typu byly poprvé (v ponékud obecn&jsi formg) vySetfovany
J. Radonem ([18]) r. 1917. Ze lze néjaké geometrické informace z t&chto udajii vytéZit
je okam?zité zfejmé: napf. konvexni obal G je pravé doplnék sjednoceni viech pfimek,
jejichZ prinik s G méa nulovou délku. Je méné zfejmé, jak Ize dat dohromady znalost
viech délek zmin&nych prinikd (ale ne jejich umisténi!) a obdrzet zpét oblast G. A&koli
nasledujici véta neposkytuje recept na takovou rekonstrukci, ddvd odpovéd na nasi
plvodni otazku, a to ve vyjimecné silné podobé.

Véta (H. Cramér, H. Wold, [7]). Necht f € L'(R?). Predpoklddejme, e

(1) JLfds=O

pro skoro vSechny pFimky Lv kaZdém sméru. Potom plati f = 0 skoro vsude.

Pfedpoklad, Ze f je integrovatelnd vzhledem k (dvourozmé&rné) Lebesgueové mife
zaruéuje pfes Fubiniovu vétu, Ze pro kazdy pevné zvoleny smér je f integrovatelnd na
skoro viech pfimkéach tohoto sméru. Proto ma pfedpoklad (1) smysl. Na druhé stran&
samotna existence a anulovani integrald (1) zdaleka nestaci k tomu, aby se f anulovala
viude. To ukazuje zndmy Sierpifiského pf¥iklad (viz [25]) neméFitelné mnoziny S v rovi-
né, kterd ma s kaZdou pfimkou této roviny nejvySe dvoubodovy pranik. Je-li f = y5
(charakteristickd funkce mnoziny S), je okamZité vidét, Ze podminka (1) je splnéna, ale
As s€ zfejmé neanuluje skoro viude.

Abychom mohli pouzit Cramérovy-Woldovy véty k feSeni ptvodniho problému,
oznatime S; a S, dvé méfitelné mnoZiny v roving, které maji obé kone¢nou miru.
Pfedpokladejme, Ze pro kazdou pfimku L je délka mnoZiny S; n La S, n L stejnd.
KdyZ poloZime f = ys, — xs,» vidime, Ze plati (1), a tedy ys, = xs, skoro viude. To
znamend, Ze S; a S, se li§i nejvySe o mnoZinu nulové miry. V pfipadé, Ze S, a S, jsou
Jordanovy oblasti, plyne odtud S, = S,.

Existuji tfi dobré duvody pro to, abychom zde tuto vétu dokazali: dikaz je kratky,
extrémné elegantni a vysoce podnétny. Je zde viak jesté dalsi divod. Kazdy matematicky
élanek by mél obsahovat alespoii jeden Uplny diikkaz a tento dikaz je jediny, ktery
hodlam udélat.

Necht

(2) ' J&m) = J‘J f(x, y)e€tm) dx dy
je Fouriertv obraz funkce f. O f potfebujeme védét pouze dvé véci: f je spojitd a zobra-
zeni pfifazujici f funkci f je prosté. Specidlng je-li f= 0, pak f = 0 (skoro viude).

Tvrdim, Ze pokud f splituje (1), plati (0, ) = 0. Skute¢ng,
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f0,m) = ﬂf(x, y)edxdy = I (J‘f(x, ¥) dx) e”dy =0,

protoZe vnitfni integral se anuluje pro skoro vSechny pevné zvolené hodnoty y. Po
kratké tivaze dostavame f(¢, 1) = 0 pro vsechna (&, n). Opravdu, hotejsi vypoget uka-
zuje, Ze f se anuluje na libovolné p¥imce jdouci po&atkem (libovo]ného sméru), pokud se
anuluje integral z f pfes kaZdou p¥imku k ni kolmou (tj. po vSech p¥imkéach kolmych
vzhledem ke zvolené). Funkce f se tedy anuluje na ka?dé p¥imce prochazejici po¢atkem,
a je tedy identicky rovna nule.

S trochou vét§iho usili miZeme dostat mnohem vice. Napfiklad vzhledem k tomu,
ze f je spojité, stadi v&dét, Ze (1) plati pro skoro viechny pfimky z (eventudln& spodetné)
husté mnoziny smérti. To samo o sobé tolik nepfekvapuje, ale ukazuje to cestu k vétsim
vécem. Necht napf. ma f kompaktni nosi¢. Potom milZeme rozvinout exponencidlu
v (2) v fadu a integrovat ji ¢len po ¢lenu. Tak dostaneme pro f(&, #) mocninnou fadu
konvergentni pro viechny (redlné a komplexni) hodnoty (&, n). Funkce f je tedy celd
funkce v proménné (&, #). Vidéli jsme jiZ, Ze plati-li (1) pro systém vech p¥imek ur&itého
sméru, musi se f anulovat na p¥imce k nim kolmé prochézejici po¢atkem. Odtud plyne,
Ze kdyz (1) plati pro skoro viechny pfimky v kaZdém ze spoletné mnoha smérii, musi se
f anulovat na spodetné mnoha p¥imkach jdoucich pocatkem. Snadno lze nahlédnout,
7e to stadi k tomu, aby se viechny ¢&leny Taylorova rozvoje f rovnaly nule. Je tedy
f=0,atedyif=0.Zda se to zcela prekvapujici, nebof mnozina sméri, pro né% se
pfedpokldda platnost (1), miZe byt zcela mald. Je skute&n& obtiZzné si pfedstavit, jak by
se mél takovy vysledek dokazovat ryze geometrickymi prostfedky.

VySetfovani funkci pomoci jejich integralti po pfimkdch, rovindch &i vicerozmérnych
linedrnich podprostorech vedlo ke vzniku rozsahlé teorie Radonovy transformace. Ne-
budeme se zde touto teorii zabyvat, protoZe jsme se pochlubili zamérem vénovat se
¢emusi ,,netradiénimu‘. Misto toho upozoriiujeme &tenafe, ktery by mél zdjem, na
[17] a na literaturu, kter4 je tam citovana.

3. Kreis und Kugel. Pfimky a roviny nejsou jediné geometricky pfirozené mnoZiny,
pfes které integrujeme funkce; kruZnice a sféry jsou v kazdém sméru stejné dobré.
BohuZel véta pro kruhy obdobna vété Craméra a Wolda je pFilis lehkd. Vskutku, bude-
me-li pfedpokladat f e C(R?) a

) Lfds=o,

pro vSechny kruZnice C, pak

f(z) = lim — f(z + re'®)do =0
2n

r—0

a f se tedy anuluje viude. Tvrzeni bude platit (pokud ,,v8ude* nahradime ,,skoro viude*),
budeme-li pfedpokladat, Ze f je méfitelnd a lokaIn€ integrovatelna, coZ zapisujeme po-
moci f e L}, (R?).

Abychom tedy dostali zajimavou teorii, musime se Slechetné vzdat pfedpokladu, Ze
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(3) plati pro malé kruznice. Co lze dostat, jestlize vime, Ze (3) plati pro kruZnice s polo-
méry ,,odraZzenymi‘‘ od nuly, feknéme pro r > r,?

JestliZe jsme nyni postaveni pfed netrividlni otdzku, miZeme zagit vychutndvat né-
ktera dalsi uskali problému pro kruZnice. Za prvé kruZnice nejdou dohromady tak p&kné
jako pfimky. Déle podminka (3) nezahrnuje Zddnd omezeni na rist f u nekonecna;
navic, pokud neni k dispozici takové omezeni, neni viibec jasné, jak pouZit mechanismu
Fourierovy transformace a podobnych prostfedkti. Nyni se uZ problém pro kruznice
jevi jako téZ5i nez odpovidajici problém pro pfimky.

Je opravdu t&Z8i, ale jeho FeSeni je znamo vice neZ Ctyficet let. Lze se o ném dodist
v krasné malé monografii Fritze Johna [15]. Stru¢né, plati-li (3) pro vSechny kruZnice
s poloméry v néjakém intervalu r, < r < r,, pak se f musi anulovat. VétSina duvéfivych
lidi by byla s takovou odpovédi spokojena. Vzhledem k tomu, Ze zde mame zajem nalézt
minimdlni pfedpoklady, ptejme se (neskromné? naivn&?), zda Ize dostat stejny vysledek
za pfedpokladu, Ze (3) plati pro vSechny kruZnice s tymZ jednim (pevné zvolenym)
polomérem r. Abychom odpovédéli na tuto otdzku, bude uzite¢né védét néco o Besse-
lovych funkcich,

4. Velmi kratky kurs Besselovych funkci. Opravdu vSe, co potfebujeme znat o Besse-
lovych funkcich, Ize vy&ist ze Schlomilchovy generujici formule

exp (g [t - {D ="=§_an (w) 1",

kde fada vpravo konverguje stejnomérné na kazdé kompaktni podmnoZiné mnoZiny
C,, x (C,\{0}). Trocha algebry vede k tomuto vzorci:

© (_l\k a+ 2k

Tw) =Y -

K=0 22 Mo + k + 1)

piestoZe tento vzorec plyne z generujici formule pouze pro celd «, 1ze ho uZit k definovani
Besselovych funkci s libovolnym (redlnym) indexem o. Kromé (eventualng) vicezna&ného
faktoru w* jsou to vesmés celé funkce majici nekoneéné€ mnoho nulovych bodi. V pfi-
padé o > —1, ktery nas bude zajimat, jsou tyto nulové body vSechny redlné a jsou
asymptoticky pravideln& rozloZeny na redlné ose. (Plati to i pro a celd zdpornd, nebot
podle Schldmilchovy formule je J_,(w) = J,(—w).) Pro o rovnd lichému nésobku
1/2 1ze J, (z) vyjadfit pomoci trigonometrickych funkei. Specialng plati

2 1/2 2 1/2
12 (z) = <E> cos z, Jy; (Z) = <—> sin z .

Tz

Vice 1ze o Besselovych funkcich najit v [30].

5. Priklad. Necht g({) = g(¢ + in) = e'" a necht z = x + iy. Potom

2n 2n

2n
J' g(0) ds =J‘ g(z + re'®) rdo =j- el *rsin® 1 dg = rei’f e'rsin® Jo =
IE—z|=r 0 (4] 0

Ly
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2n 2n o
= rei"J‘ exp [i (e“’ - L)] de =re?| Y J(r)e"®de = 2nre” Jy(r).
0 2 e‘9 0 —®

Integral z g pfes kruZnici o poloméru r (o libovolném stfedu) se anuluje, pravé kdyZz
Jo(r) = 0. Odtud plyne, Ze (3) plati pro viechny kruZnice s polomérem z jisté nekone&né
mnoZiny (nezdpornych nulovych bodd J,). Odpovéd na otizku poloZenou na konci
édsti 3 je tedy presvédCivé negativni. Pfiklad nemuzZe byt zavrZen ani jako né&jaka pato-
logie: funkce g({) je omezen4 a redln& analyticka.

6. Pozitivni vysledek. To neni samoziejmé celd historie, jinak bych nepsal tento
¢lanek. JestliZe, jak napsal Morris Kline v [16], ,,pfednost logického diikazu nespo&iva
v tom, Ze nds nuti véfit, ale Ze vnucuje pochybnosti — dikaz fika, kam mame své po-
chybnosti sousttedit*, neni o nic méné pravda, Ze hodnota protipfikladu nespociva
v tom, Ze nuti pochybovat, ale Ze nabizi viru; pfitom protipfiklad fikd, v jakém sméru
viru zaméfit. V protipfikladu z pfedchozi &asti podil r,[r, libovolnych dvou polomérd,
pro n&z (3) plati, je podilem nulovych bodii Jo(z). A tak v souladu s principem pravé
proklamovanym, plati toto tvrzeni ([10], [12], [26], [32]):

Véta. Necht fe C(R"), ry, r, > 0. Pfedpoklddejme, %e integrdl z f (vzhledem k
(n = 1)-rozmérové povrchové mife) pres kaZdou sféru o poloméru ry a r, je 0. Potom
je f = 0, pokud r,[r, neni podilem nulovych bodii funkce J,_3),2(2).

NemiZzeme se zde poustét do detaild dikazu, pozdé&ji vSak alespori obecné popiseme
hlavni myslenky a pouzitou techniku; ted se misto toho zminime o nékterych zesilenich
a ilustracich.

Predpoklad o regularité f lze znané oslabit; ve skuteénosti stadi pfedpokladat, Ze
fje z L},o(R"). I kdyZ to neni tpln& zfejmé, plyne odtud, Ze f je integrovatelna pies skoro
viechny sféry téhoZ zvoleného poloméru, pfi¢emz ,,skoro vSechny‘‘ se zde vztahuje
pfirozené na miru pro stfedy. Podobné stali poZadovat, Ze integral z f se anuluje pies
skoro vSechny sféry o polomérech r; a r,. Tato vylepSeni charakteru obvyklého pro
realnou proménnou jsou jen technicky zajimava, nicméné vytvareji bezprostfedni vztah
k integralni geometrii. Nechf S je méfitelnd mnoZina v roviné. Potom je S jednoznaéné
urena (ai na mnoZinu miry 0) délkami priniki se (skoro) viemi kruZnicemi o polo-
mérech r, a r,, pokud r,[r, neni podilem nulovych bodi Jy(z).

Mnohem vice zaraZejici je pfesnost nebo — lépe fe€eno — nestabilita nasich vysledk.
I kdyZ podily nulovych bodt Besselovych funkci tvofi spodetnou (a tedy ,,malou‘)
mnozinu, jsou se zfetelem na asymptoticky rovnomérné rozloZeni souéasné husté v mno-
Zin€ nezapornych realnych &isel. Proto miiZze sebemen$i zména jednoho z poloméri
narusit platnost tvrzeni. To, jak se zd4, vyluduje jakoukoli moZnost &isté geometrického
dukazu.

Kone¢né je tteba zduraznit, Ze ,,vyjimeéna mnoZina‘* opravdu existuje. Pfiklad z ¢4sti
5 to ukazuje pro n = 2 a podobné piiklady lze sestrojit pro libovolné n.

Ve dvou pfipadech Ize mnozinu podild nulovych bodd J,-,),(z) popsat pfesngji.
Pro n =3 je Jy,(z) = (2/nz)'?*sin z, a proto vyjimeEnd mnoZina obsahuje pravé
podily mm/nn, tj. viechna raciondlni &isla. Je-li n = 1, tvofi vyjime&nou mnoZinu podily
nulovych bodit J_,,,(z) = (2/nz)'/* cos z; je to tedy mnoZina viech raciondlnich &isel
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m/n, kde obé &isla m, n jsou lichd. Takova funkce, pro kterou plati f(x + r;) + f(x —
—r)=0,j=1,2, se tedy anuluje viude, pokud r,[r, + m/n, kde m, n jsou licha
&isla. Je zdbavnym cvidenim zkusit dokdzat tento vysledek pfimo (souvisi s problémem
A3 z ,,Putnam Competition* z roku 1977).

7. Rozpaky vyvoldvajici problém. Lidé se ptaji: ,,Odkud se berou Besselovy funkce*?
Myslel jsem si, Ze zndm odpovéd na tuto otdzku, nyni si viak nejsem u¥ tak jisty. Dnes
existuje vice riznych p¥istupt ke zminéné vété a v kazdém se objevuji Besselovy funkce
trosku odli§nym zpisobem: jako obrazy pfi Fourierové transformaci, jako vlastni funkce
Laplaceova operatoru, jako sférické funkce nebo jako feSeni jistych diferencidlnich
rovnic. Z ur€itého hlediska to samoziejmé vychazi nastejno. Je v§ak lehce znepokojujici,
Ze vétu lze v mnoha smérech zobecnit (n&kterd zobecnéni prozkoumame ddle), aviak
jindy ta a jindy jind technika poskytuje kli€ k néleZitému zobecnéni. Bezpochyby
existuje koneéna syntéza; vzhledem k tomu, Ze jsme ji dosud nedosahli, zd4 se nejlepsi
pokorné fici, Ze — stejné jako podle Kroneckera pfirozena &isla — Besselovy funkce
nam seslala Prozrfetelnost: jsou zde prosté od ptirody.

8. Inverzni problém a problém inverze. Necht u € C*(R") a necht U(x, r) je pramér
funkce u pfes sféru o poloméru r(= 0) a stfedu x e R". Potom U vyhovuje rovnici
(Euler-Poisson-Darboux)

o0*'U n-—106U
+ i
or? robor

=AU,

U(x, 0) = u(x), —ag(x, 0)=0.

Véta z Casti 6 miZe byt formulovana jako jakési inverzni véta pro tuto rovnici: pfedpo-
kladejme, Ze U(x, r) se anuluje na ,,rovinach® r = r; a r = r,. Potom u = 0, pokud
oviem r,[r, neni podilem nulovych bodd J,_,,,,(z). To se siln& podoba vét& o jedno-
znacnosti pro okrajové tlohy pro hyperbolické rovnice (srovnej s [28] a dalsimi tam
uvedenymi odkazy).

Pomineme-li (technickou) podminkou u € C*(R") a budeme-li pfedpokladat pouze
u € C(R"), mbZeme shrnout vysledky z pfedchézejicich &asti do tvrzeni: zobrazeni u —
— (uy, u,) je prosté, kde uyx) = U(x, r;) a ry, r, jsou zvoleny tak, aby véta platila.
Tato formulace vede okamZité¢ k pfirozenému problému najit explicitni vyjadfeni pro
inverzni zobrazeni. Jinak fegeno, jak k (u,, u,) nalézt u? Pro urtité velmi specidlni pfi-
pady je to lehce proveditelné, nicméné jiadro problému spodivd v sestrojeni pfedpisu
platného pro viechna u a viechny pfipustné dvojice (ry, r,). V takto obecné formulaci
je to otevieny problém, dokonce i v pfipadé funkce jedné redlné proménné. Samoziejmé,
Ze takovy vzorec by vedl k novému (a skoro jisté k ,,nejlepsimu‘‘) dikazu nasi véty. Je
pfirozené pfedpokladat, Ze vyjimeénd mnozina Spatnych podilii odpovida tomu, Ze se
jista Besselova funkce ve jmenovateli hypotetické inverzni formule anuluje.

9. Plosné a_'objemové variace. I kdyZ pfedpoklady Cramérovy-Woldovy véty byly
vysloveny pomoci podminek pro integrily po pfimkéch, mohly by byt stejn& (a ve sku-
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te¢nosti ptivodné i byly) zapsany ve formg integralii pfes poloroviny:

@) '[fdA=0

H

pro kazdou polorovinu H. Pfechod mezi (1) a (4) je rutinni a spo&iva v oby&ejném derivo-
vani a integrovani.

BohuZel, jak jiz bylo fe€eno, kruZnice (a sféry) téhoZ poloméru nejdou dohromady
tak p&kné a tak neexistuje zfejmy zpiisob, jak integrovat vétu o dvou kruznicich (sférach)
a obdrZet tak vétu o dvou kruzich (koulich). Plosny, resp. objemovy analog v&ty nicméné&

plati (viz [6], [26], [32]).

Véta. Necht f € L, (R"), ry, r, > 0. Pfedpoklddejme, %e (objemovy) integrdl funkce
f pres kaZdou kouli o poloméru r, ar, je roven 0. Potom f = 0 skoro vSude, pokud neni
ry[r, podilem nulovych bodit J, (z).

Vysledek je, stejné jako pfedchazejici vysledky, mimofddné nestabilni. Specidlné je
zajimavy poznatek, Ze se vyjime&na mnoZina v této vété lisi od té, ktera se vyskytovala ve
vété o dvou sférach; to je definitivni ditkaz pro nemozZnost pfimého prechodu od jedné
véty ke druhé. Na druhé strané pozornosti pe€livého ¢tenafe neujde, Ze vyjimeénd mno-
Zina pro objemovy piipad v R" splyvd s vyjimeénou mnoZinou pro pfipad plo$né integra-
ce v R"*2, To neni ndhoda: opravdu Ize obdrZet objemovou vétu v R” z plo$né véty pro
R"*? (ne viak naopak). Nebudeme se tim déle zabyvat, protoZe to nic zvl43t uZiteSného
ned4va; Ctenaf by viak mohl chtit nalézt sim (&ist® geometricky) vztah mezi obéma
vysledky.

10. Pompeiiv problém. Dosud jsme se soustfedili na to, co se 1ze o funkcich dozvédét
ze znalosti hodnot jejich integrali pfes jisté mnoZiny. Je moZné se v8ak na vSe divat
2 dudlniho pohledu a hledat, pro které mnoZiny uréuje znalost hodnot odpovidajicich
integralt vychozi funkci. To vede pfimo k Pompeiouvu problému.

Necht K = R" je kompaktni mnoZina, kterd ma kladnou n-rozmérnou miru. Rikdme,
Ze K ma Pompeiuovu vlastnost, jestlize pro kazdou fe C(R") z podminky

(%) fdv =0

a(K)

pro viechna izometrick4 zobrazeni a: R? — R? vyplyva f = 0 identicky.

Nejznamé&;jsi rovinné obrazce (elipsy, mnohouhelniky atp.) maji Pompeiuovu vlastnost
([6]). Kruhy nikoli; v&ta z pfedchazejici asti poskytuje jistou ndhrazku pro pfipad
tohoto selhdni. Z intuitivniho hlediska spociva vysvétleni tohoto rozdilu v tom, Ze pro
nerota¢ni obrazce pouZitim rotaci a v (5) dostaneme dalii dileZitou informaci krom¢ té,
kterou dostaneme pouZitim pouhych posunuti. BohuZel neni jednoduché z tohoto
vytvofit pusobivy matematicky dikaz; je mimofddné zajimavou otdzkou, zda je kruh
jedinou uzavienou Jordanovou oblasti v roving, ktera nema Pompeiovu vlastnost —
tato otazka zistava dosud nezodpovédéna. Pro oblasti s hladkou hranici se ukazuje, Ze

jde o problém ekvivalentni s nasledujici ulohou s ,,volnou hranici ([2]).
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Necht G je Jordanova oblast. Pfedpoklidejme, Ze okrajova tiloha

(6) Au+ AJu=0nagG,
u=c a—u=0na6G
on

ma kladnou vlastni hodnotu A. Musi potom byt G kruh? (JestliZe existuje nekonecné
mnoho vlastnich hodnot, zni odpov&d ano (viz[2]).) V pfipadé, Ze G je kruh {(x, y); x* +
+ y* £ R*},funkee Jo(\/A(x? + y?)) s A = (u/R)? vyhovuje (6) pro n&ktery nulovy bod
u funkee J,(z). Obecné viak ani G, ani u, ani 4 neni pfedem zndmo.

Tato otdzka se zda prekvapivé podobna nasledujici charakteristice kruht pomoci
Poissonovy rovnice s okrajovou podminkou komplementdrni k (6). Pfedpokladejme,
Ze existuje na Jordanové oblasti G s hladkou hranici funkce u tak, Ze plati

(6) Au= —1nagG,

u=20, a—u=cnaaG.
on

Potom je G kruh ([23], [31]). Je-li G = {(x, y); x> + y* < R?}, pak funkce u(x, y) =
= }(R* — x* — y?) vyhovuje (6') pro ¢ = —R/2. Pon&vad? jsou Besselovy funkce
mnohem komplikovanéjsimi objekty neZ polynomy druhého stupné, Ize pfedpokladat,
Ze problém (6) piinasi jest¢ dalii obtiZe, neZ jsou ty, s nimiZ se stfetneme pfi praci se (6').

Vsechno, o ¢em jsme se nyni zminili, tj. nefeSeny problém, jeho ekvivalence s problé-
mem s volnou hranici (6) a vysledek pro Poissonovu rovnici (6'), Ize jednoduse formulo-
vat v R"; stali prost& misto Jordanovy oblasti uvazovat homeomorfni (nebo hladky)
obraz G jednotkové koule B".

11. Zobecnéni. V pfedchazejicich Eastech jsme se zabyvali podminkami, ze kterych
vyplyvalo, Ze se jistd funkce identicky anuluje. Neni vSak o nic t&€Z8i dokdzat véty obsa-
hujici zajimavéjsi tvrzeni. Tak napf. dostdvame tuto dvoupolomérovou variaci na kla-
sickou v&tu Morerovu ([26], [32]).

V&ta. Nechr f e C(R?),

Q) j ) dz =0

pro vSechny kruZnice I' o polomérech r, a r,. Potom je f holomorfni v celé roviné,
pokud r,[r, neni podilem nulovych bodii J,(z).
Je to vlastné disledek dvoukruhové véty z Easti 9, protoZze pro hladké funkce plati

J f(z)dz = ZiIJ éJidx dy,
r 402

kde 4 je kruh s hranici I' a 8/6z = $(0/0x + i(3/dy)); pfechod k obecnému pfipadu je
rutinni zaleZitosti. Tento vztah je nicméné v jistém smyslu ndhodny a zcela jisté neni
typicky. V kaZzdém pfipadé viak tento vysledek ilustruje naprosto jasné, jak je dileZité
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nepfedpokladat globalni integrovatelnost: ackoliv kaZda celd funkce vyhovuje (7), jedind
cela funkce, pro kterou plati f € L'(R?), je f(z) = 0.

Pfibuzna véta charakterizuje harmonické funkce pomoci dvoupolomérové prumérové
podminky. Necht Q, je rovnomérné rozloZend mira na jednotkové sféfe S" ! < R"
normalizovana tak, Ze celkovad mira sféry je rovna 1. Pfipometime, Ze funkce u spojita
v oblasti G = R" je harmonickd v G tehdy (Koebe) a jen tehdy (Gauss), plati-li

(8) u(x) = an_lu(x + rt) dQ,(1)

pro kazdé xe G a kazdé r,0 <r < dist(x, 0G). Specialné je u harmonickd na R,
plati-li (8) pro viechna x € R” a viechna r > 0.

Véta. Nechf ue C(R"), ry, r, > 0. Nechr ddle (8) plati pro viechna x€ R" a pro
r = ry, ry. Potom Au = 0, pokud neni ry[r, podilem nulovych bodii rovnice

(9) 2(n—2)/2 F(n/z) J(,.—z)/z(z) =1
z(n—z)/2 .

Tento vysledek z [8], [9], [10], [12], [32] je prvni ze viech dvoupolomérovych vét;
byl objeven Jeanem Delsartem jiz v r. 1957. Od ostatnich vysledkli z pfedchazejicich
odstavcl se lisi tim, Ze vyjimeénd mnoZina je velice mald, nebo dokonce neexistuje.
Opravdu, jestlize se kladné &islo r,[r, rovna podilu nulovych bodt (9), musi tyto nulové
hodnoty leZet na polopfimce vychdzejici z poc¢atku. Pouzitim asymptotiky pro Besselovy
funkce se da ukazat, Ze existuje pro kazdé n > 1 nejvySe koneéné mnoho vylouéenych
podilii. (Pfipad n = 1 je speciélni: pak se (9) redukuje na cos z = 1 a vyjime¢na mnozina
je mnoZina viech racionalnich &isel.) Je-li n = 3, Zddny podil neni vylouden ([9]). Zda
je vyjimeéna mnoZina neprazdna pro néjaké n > 1, je opét otevfeny problém.

Vice nez deset let zlistavala Delsartova véta raritou, jakousi ,,zritdnou vétou‘ v termi-
nologii i téch nejstarsich pritkopniki v tomto oboru (viz [29]). Caste¢nym déivodem
snad bylo, Ze se obecné soudilo, Ze jde o specificky vysledek z teorie harmonickych funkci
a ze se k ni neda jiz nic dodat. My, kdoZ jsme se seznamili s vétami v pfedchazejicich
odstavcich, jsme na tom lépe. Jak vSak Delsartova véta, naSe verze Morerovy véty
a sférické nebo kulové véty netradi¢ni integralni geometrie zapadnou do ramce jediné
obecné teorie?

Odpovéd je prekvapujici a zarovefi pfekvapivé jednoducha. Necht P(¢) = P(&,,
&y, ... &,) je homogenni polynom, tj. n&jaky (kone¢ny) soucet jednollend, které maji
vesmés tyZ celkovy stupefi. Oznaéme D symbolicky vektor (8/0x,, 8/0x,, ..., 8/0x,). Pak
miZeme definovat diferencidlni operator P(D) tak, Ze nahradime kazdé ¢, vyrazem
d/ox, ve vyjadfeni polynomu P. Funkci u € L} (R") budeme nazyvat slabym nebo
distributivnim ¥eSenim rovnice P(D)u = 0, jestliZe

f (P(D)g) u dV = 0
-
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pro viechny funkce ¢ tfidy C* s kompaktnim nosi¢em. (Slabé feseni splyvd s obvyklym
feSenim, pokud je u dostate¢né hladké, aby mél vyraz P(D)u klasicky smysl.)

Ukazuje se, ze ke kaZdému homogennimu polynomu P existuje se zFetelem na moz-
nost riizné volby miry, podle které integrujeme (dokonce nekonecné) mnoho riiznych
dvoupolomérovych vét, které charakterizuji (slabé) Feseni rovnice P(D)u = 0. Kazdé
takové vét&€ odpovida n&jaka (eventudlnd prazdnd) vyjimetnd mnoZina redlnych podila
nulovych bodd jisté celé funkce. Ruzné véty pfitom budou mit obecné riizné vyjime&né
mnoziny, i kdyZz dokonce charakterizuji feSeni téZe rovnice (srovnej vysledky v &astech
6a9).

Co se zda nejpodstatnéj§i na tomto vysledku je to, Ze neobsahuje Zddny pfedpoklad
elipticity; vskutku, typ rovnice vilbec nehraje Zadnou roli! Existuje dvouprimérova
véta — ve skutecnosti je jich dokonce nekoneéné mnoho — pro libovolnou diferencidlni
rovnici P(D)u = 0 (at je jakkoli komplikovand), oviem za pfedpokladu, Ze P vznikd
z homogenniho polynomu. Pomineme recept na vytvafeni téchto vét a spokojime se
s jedinym pfikladem.

Véta. Nechtf u e C(R?), ry, r, > 0. Pfedpoklddejme, Ze

(10) Iu(x+rcos@,y+rsin@)cos20d@=0,r=r,,r2

pro vSechny (x, y) € R*. Potom u vyhovuje d’Alembertové rovnici Ou = u,, — u,, =
= 0, pokud ry[r, neni podilem nulovych bodii J,(z). Obrdcené, kaZdé globdlni Feseni
rovnice (u = O vyhovuje (10) pro vSechna r > 0.

Uvazime-li vysledky z pfedchdazejicich odstavci, Ize je zaclenit do tohoto ramce takto:

P P(D)u =0
1 u=20
(x + iy)[2 EZu~=0
0z
xP4xd+ .+ %7 Au =0

Specidlné poznamendvame, Ze véty integralni geometrie z asti 6 a 9 dostdvame z (tri-
vidlni!) volby P(&i, ..., &,) = 1, které odpovidd P(D) = I, tj. identickému operétoru.
Kdo si tedy mysli, Ze trivialni véci nemohou byt zajimavé?

12. Méné je vice, vice je méné. I kdyz formulace z pfedchozi ¢asti dosahuje uspokojivé
obecnosti, v Zidném piipadé nevyCerpava vSechny moznosti toho, co miZe byt v tomto
sméru dokdzano. Pro ilustraci uvedme jednopolomérovou vétu, ktera md zfetelny vztah
ke klasické Fourierové analyze.

Necht f je spojitd funkce v roviné. Pro kaZdé z € C ma restrikce f na kruznici o polo-
méru 1 a stfedu z Fourieriv rozvoj

o0

f(z + ei@) ~n Z a,,(z) ein® |
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kde

(1) afs) = Hf( + ) e ~ j O -2t e

-z|=1

Je-li nyni f celd funkce, je a,(z) = 0, n = —1, —2,.... Opravdu, je-li f analytickd na
uzavieném kruhu {|{ — z| < 1}, plyne z (11) (a z Cauchyovy véty), Ze a,(z) = 0 pro
n= —1, —2, —3,.... Obracen&, necht pro n&jaké z je a,(z) = 0 pro viechna n < 0.
Potom lze lehce nahlédnout, Ze f mizeme spojit& rozsifit z kruznice {|{{ — z| = 1} na
kruh {|{ — z| £ 1} tak, Ze je analyticka v {|{ — z| < 1}.

Otdzka. Pfedpokladejme a,(z) = 0, n = —1, —2, —3,.... Musi byt f celd funkce?

Odpovéd zni: ano ([1]). Nezd4 se to zfejmé (p¥inejmensim autorovi tohoto &lanku):
i kdyz ptedpoklad a,(z) = 0 (n < 0) zaruduje, Ze f ma analytické rozsifeni z kazdé kruz-
nice {|{ — z| = 1} na {|{ — z| < 1}, nevime, zda tato roziifeni pro prekryvajici se kruhy
na priniku splyvaji. V kazdém pfipad& vysledek lze dostat pfi (doslova) nekone&nd
slabsich predpokladech.

Véta ([33]). Nech?f e C(R?) a nechfr > 0, n > 1 jsou pevné zvolena. Pfedpoklddej-
me, Ze

(12) J.hf(z + re'®)e'® do = jznf(z + re'®) e'"® de = 0
0 o

pro vSechna z € C. Potom je f celd funkce.

Predpokladame-li tedy, Ze pravé dva z Fourierovych koeficientli se zipornym indexem,
tj. a_,(z) a a_,(z) s jistym n, se identicky anuluji, dostdvame, Ze f je analyticka vSude.
Jako obvykle miZeme oslabit pfedpoklad regularity f a Z4dat pouze f € L;,(R") a déle
pfedpokladat platnost (12) pouze pro skoro vsechna z. Na tomto vysledku je nejvice
prekvapujici to, Ze v ném nevystupuje Zadn4 vyjime&nd mnoZina. Z povrchniho hlediska
to lze vysvétlit zfejmym faktem, Ze plati-li véta pro jednu hodnotu r, pak plati uZ pro
vSechna r > 0. Pfi mnohem hlub$im pohledu plyne nepfitomnost vyjimeéné mnoZiny
ve V&t& z toho, Ze Besselovy funkce J,(z) a J,(z) nemaji spole¢né nulové body (jiné nez
z = 0). To viak vyplyva (alespoii pro n > 4) z hlubokého vysledku Carl Ludwiga Siegela
z teorie transcendentnich &isel: jestlize J,(z) = 0, z + 0 a « je racionalni &islo, pak je
nutng z transcendentni (viz [30], str. 484—485).

Cislovani v posledni &4sti je proti originalu zm&néno. Po dohodg s autorem byly pfti prekladu dv&
technicky ndro¢né&j§i &asti, které ji predchazely, vypustény. V nich se autor zabyva zobecfiovanim
dfive uvedenych dvouprimérovych vét na $irsi tfidu prostorti. Na Riemannovych prostorech s klad-
nou kfivosti (de facto na sférach v R**1) vznikaji diky jejich kompaktnosti nové specifické jevy.
Popi$me alespoti zhruba jednoprimérovou vétu (srovnej [21], [20]):

Necht funkce u tFidy L' na sféfe S" = R**1 md pies kazdy ,,vrchlik* o fixovaném poloméru r integrdl
roven nule. Potom se u anuluje (skoro vsude) pokud r nelezi ve ,,vyjimeéné mnoziné*‘ (jde opét o mnoZinu
vSech nulovych bodii spoéetného systému funkci odvozenych z Legendreovych funkci proniho druhu).

Pro pfipad sféry S?c R3 bylo predchazejici tvrzeni zndmo jiz v r. 1952 ([29]). Jeho autor Peter
Ungar je shledal prekvapujici (kdo ostatné ne?) a nazval je ,,zridnou vétou*‘. Af uz tedy zridné
nebo avantgardni, zistdvd toto tvrzeni pravdépodobné nejstar$im vysledkem netradiéni integralni
geometrie.
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13. Par slov k dikazim. Trpélivy Ctenak, ktery se uspésné probojoval pfedchdzejicimi
¢astmi, mizZe byt znaén€ podrazdeén, ne-li nabit zvédavosti. Jak se kone¢n& viechny tyto
vysledky daji dokdzat? Hlavni mySlenky lze na$tésti dostateéné stru¢né& nadrtnout
a pokud u ¢tenafe vznikl hlubsi zajem, muzZe se podivat do [32], kde lze nalézt potfebné
detaily.

Upfesnime kontext a pro urgitost pfedpokladejme f e C(R") a

(13) LfdQ —0

pro kazdou (n — 1)-rozmérnou sféru S o poloméru r; a r,. Rovnici (13) miZeme pfepsat
jako dvé konvoluéni rovnice

(14) f*”]zo’ f*ﬂ2=0’

kde p; jsou normalizované povrchové miry na sférach S; = {x; |x| = r;}. Je pfirozené
zkusit aplikovat aparat Fourierovy analyzy. Vzhledem k tomu, Ze f miZe libovolnym
zplusobem rist, nemusi byt bohuZel Fourierav obraz f v obvyklém smyslu definovan.
Je proto mnohem vyhodnéjsi pfejit k harmonické analyze mér p;.

Pro modernianalyzu je charakteristické, Ze velka €ast zbyte¢né investovaného tsili miiZe
byt uSetfena, podafi-li se vhodné zvolit funkéni prostor, ve kterém budeme pracovat.
Ukazuje se, Ze ,,spravny* prostor pro nase ivahy je §'(R"), coZ je znamy prostor (Schwar-
tzovych) distribuci s kompaktnim nosi¢em. Fourierovu transformaci lze pfirozenym
zpUsobem rozsifit na &'(R"), pfi¢emZ rozsifeni odpovidd n-rozmérné obdob& (2) pro
funkce s kompaktnim nosiem; odpovidajici prostor Fourierovych obrazii E'(R") je
tvofen celymi funkcemi n komplexnich proménnych vyhovujicich jesté dal§im rastovym
podminkam.

Nalezeni Fourierovych obrazii v naem pfipadé€ neni problémem; dostaneme

_ 2 L) Sy [ e 2]
[ri/(zt + ... + z2)] 22

(ProtoZe J,(z)[z* je cela funkce, je to téZ celd funkce.)

Podminka, Ze r,[r, neni podilem nulovych bodil J,_,,,,(z) vychazi nyni automaticky
z predpokladu, Ze i, a fi, nemaji spole¢né nulové body. Existuji tedy celé funkceH,, H,
takové, Ze

ﬁ(zl’ e Zn)

(15) MH + poH, = 1.

(V obecném pfipadé plyne existence takovych funkci z dilezitého vysledku teorie funkci
vice komplexnich proménnych, ktery je zndm jako Cartanova véta B. V naSem pfipadé
mame k dispozici mnohem jednodussi diikaz pfes funkce jedné proménné; vizdale.) Lze-li
volit H,, H, tak, aby vyhovovaly vhodnym ristovym podminkdm, mlZeme dostat
funkce H; = T; e E'(R"), pro které plati

(16) T+ T, =1.
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To vede zpét k
(17) pr*Ty + py x T, = 9,
coZ by spolu se (14) davalo

f=f*5o=f*(ll1*T1+#2*T2)=(f*#1)*T1+(f*#z)*T2=0-

(Ptipomeiime, Ze posledni vztah jiZ neplati v &'(R"), ale spiSe v prostoru viech distribuci
2'(R").).

BohuZel vztah (16) nemusi platit, dokonce ani pfi n = 1. Nicméng v3ak, alespofi pro
n = 1 ziskdvidme jako cenu utdchy toto: existuji posloupnosti {T; ,}, {T,:} v &'(R)
tak, Ze v topologii E'(R) plati

ﬂl’fl,k + ﬂsz,k 1.
Odtud dostivame

P * Ty + pa *x T, o = G

v topologii &'(R), a tedy, stejn& jako dfive, f = f * §, = 0. Existence takovych posloup-
nosti plyne z hlubokého funkcionélng teoretického vysledku Laurenta Schwartze ([22],
[9]), ktery byva nazyvan zékladni véta o funkcich jedné proménné periodickych v pri-
méru.

Schwarzova véta je zcela nesporné typicka véta z teorie funkci jedné proménné. Az
doneddvna byl otevieny problém, zda ji lze rozsifit i na funkce vice proménnych; nyni
vime ([13]), Ze to nejde, takZe se zd4, Ze jsme na nasi cest® narazili na horsky masiv.

V tomto specidlnim pfipad& je ale moZné dostat se dile tunelem ([26]). Snazsi viak
nicméné je (a je to pfi vysledné analyze i vyhodn&jsi) si misto toho viimnout, Ze 2, a fi,
Ize povaZovat za funkce jedné komplexni proménné z = \/(z} + ... + z}). To ukazuje
na moznost aplikace Schwartzovy véty pro jednu proménnou a nakonec i na ziskani
vysledku timto zpiisobem — ono to opravdu jde. Pfevedeni problému do jednorozmér-
ného kontextu a zvlddnuti potfebnych detaili vyZzaduje pouze dostateéné usili dat vécem
potfebnou matematickou formu.

Stejné lze postupovat i v obecném pfipadé. Dvouprimérovd podminka se opét inter-
pretuje jako dvojice konvoluénich rovnic. Jediny dal$i hacek je v tom, Ze Fourierovy
obrazy mohou mit spolecné nulové body v poc¢atku. Pravé tato moznost ma v tvrzenich
za nasledek, Ze vysledek neni pravé jen f = 0. Vlastnosti, které f musi mit, 1ze dokonce
vycist lehce z prvnich ¢lent v Taylorové rozvoji odpovidajicich obrazi. Jedna z hlavnich
vyhod pfistupu pfes Fourierovu transformaci spo¢ivd v tom, Ze davd nejen metodu
dikazu, ale i smysl vysledku.

Vzajemnd souhra teorie funkci komplexni promé&nné a harmonické analyzy hraje
ustfedni roli ve vech pfipadech. Tyto dv& oblasti, které daly matematice jiZ tak mnoho,
jsou stale nevylerpatelnym zdrojem hlubokych a pronikavych pohledd. (Muj pfitel
Ian Richards vyjadfil jednou své pfesvédCeni, Ze tfemi nejefektivn&j§imi néstroji pro
feSeni matematickych problémi jsou kalkulus, teorie funkci komplexni promé&nné
a Fourierova transformace a ji s nim souhlasim.) ,,Uzky vztah mezi analytickymi
funkcemi a harmonickou analyzou na euklidovskych grupach*, o n&mi psal profesor

21



vv

Beurling v [5], je stale uZsi a uzsi; zadind zahrnovat prostory, které nejsou ani euklidov-
ské, ani nemaji charakter grup. Snad se néktery z &tendil, ktery byl okouzlen nebo
dokonce fascinovdn tou ¢i onou exotickou kvétinou ze zahrady netradiéni integralni
geometrie, inspiruje a pokusi se vypéstovat par kvétl sam.

PreloZili Ivan Netuka a JiFi Vesely

Pozndmka prekladatelii. Pivodni text &ldanku (Offbeat integral geometry. Amer. Math. Monthly 87
(1980), 161—175) vznikl jako rozSifend verze pfednasky prof. L. ZALCMANA na Chauvenetové
sympoziu, které se konalo v lednu 1978. Na tomto sympoziu pfednaseli vybrani nositelé Chauvenetovy
ceny za nejlep$i anglicky psané piehledné ¢lanky; prof. Zalcman ziskal tuto cenu r. 1976 za &lanek
Real proofs of complex theorems (and vice versa), uvetfejnény v Monthly 81 (1974), 115—137. V sou-

vvvvv

oti§tény rovnéZz v Monthly 83 (1976), 84— 85.
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Jak se ma tedy reformovat stfedni $kola? Ziidte
si nejlepsi osnovy a ucebnice; bude-li se podle
nich utit leZérné€ nebo suse, nebude z toho mnoho
zisku. Nechte pfedndset filozofii nebo co chcete;
bude to nékdy stejnd nezdzivnd nuda jako &aso-
vani ,,deiknymi‘‘, zatimco v né&kterych ustech
bude geometrie okfidlenou a vzru$ujici bésni.
Je to prili§ stard pravda, Ze ve vyuovani osob-
nost je vie; ale té se nelze ulit v pedagogickych
kursech.

Mnoho viny jest (nebo bylo) na hodn& poseti-
lych ulebnich metodich; ale vice viny je na
lhostejném vyu&ovacim femesle mnohych udite-
14, ktefi nemajice osobniho poméru k své latce,
vtloukaji zdktm do hlavy pravé to nejmechanic-
t&j8i na véci, co jim d4 nejméné prace a vysvétlo-
vani: tedy letopodty, definice, slovi¢ka a vzorce.

Clovék s maturitou byvd méné neZ polovzdéla-
nec, mél-li nedtésti v uditelich; po osm let ho
wCili  letopoétim misto dg&jindm, slovi¢kim
misto kulturdm a vzorcim misto pfirod¢, a to
ve s nejdakladngj§im opomenutim védecké
metody.

Mnoho by v tomto sméru mohla uinit univerzi-
ta; ale to je zas takové vysoké gymnizium, kde
se obCas vyskytnou zas ti §kolometi a pfedndiko-
vi Zivnostnici — proboha, nezlobte se, Ze to fi-
kdm, ale byvaji tam tuze divni patroni. Tedy
chci fici, Ze univerzita, jeZ si kone¢né muizZe vy-
birat, by mohla byt opravdu sborem osobnosti,
tvardich a plodnych odborniki a filozof, z nichz
by linulo svétlo pofddného v&édéni a poznivaci
radost aZ do posledni venkovské primy. Ta pra-
vd pedagogika se za¢ind docela nahoie, na
katedrach univerzitnich profesort. Jen ji nezby-
rokratizovat! Aktivovat ji tvorivé, v&deckou
urovni naSich univerzit. Chcete-li lepsi stfedni
$kolu, musite zadit s lepsi a nejleps$i univerzitou.

Na neddvném mezindrodnim sjezdu se hodné
rokovalo o tom, mé-li byt stfedo§kolsky profe-
sor hlavné pedagog ¢&i hlavn€ odbornik. Chapu-li
se v této véci slova, ¢inim tak pro své zvlastni
zku$enosti; provandroval jsem totiz za mlada
tii gymnazia, a tedy poznal jsem na vlastni
kazi kantort jako mdlokdo. A tedy tvrdim, Ze
nejlep$imi pedagogy byli skoro bez vyjimky ti,
ktefi byli nejlep$imi odborniky. .
Karel Capek
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