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vyucovani

NEKOLIK UVAH
0 VYUCOVANI MATEMATICE

Abe Shenitzer

Autor pisobi na katedfe matematiky kanadské
York University, Downsview, Ontario, M3J 1P3.
V kritické Gvodni &asti svého prispévku reaguje
na postoje kanadskych studentl a uditeld k ma-
tematice a k jejimu vyucovani. (Pozndmka re-
dakce.)

Nedavno jsem zhlédl divadelni hru
o mladém Welsanovi, ktery zac¢ina vyuco-
vat dé&jepis v jedné anglické stfedni Skole.
Svou prvni hodinu zahajuje tim, Ze se jed-
noho studenta pta, kterd strana — kral
& parlament — vyhrala v Anglii prvni
oblanskou valku. Po né€kolika dotazech
na podrobnosti se pta: ,,Trevelyan se
domniva, Ze prvni obfanska valka v Anglii
byla nejdilezitési udalosti v anglickych
dé&jinach. Co si o tom myslite?* Tento
uditel spolu se mnou zastava pedagogickou
filozofii, ktera v kritické a hodnotici funkci
vzdélavani spatfuje jeho hlavni pfinos
k intelektualnimu a duSevnimu vyvoji
studentli. NevyloZena nebo nedostateéné
vyloZena latka, kterd se jako sirava servi-
ruje ve vSech zdkladnich a stfednich $ko-
lach celym generacim studentil, rozvraci
intelekt i dusi student? a vede je k cynismu
a k opovrhovani uditelem i vyucovacim
pfedmétem.

Zadny pfedmét neni obavangjsi a opc-
vrhovangjsi neZ matematika, ktera je jed-
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nak obtiZna, jednak zdanlivé bezvyznam-
na. A pfitom pravé tento pfedmét miize
poslouZit k popisu symetrie a spojitosti,
muZe poskytnout nastroje pro nejdimysl-
néjsi fyzikalni teorie, miZe odhalit bo-
hatstvi a omezenost tvart a dokonce i hra-
nice samotného deduktivniho mysleni.
Pro¢ existuje tato ohromna trhlina mezi
predstavou a skuteénosti? Pro¢ se proje-
vuje ,,strach z matematiky*“? Vibec ne-
pochybuji, Ze zakladni pfi¢ina tohoto
Zalostného a skli€ujiciho stavu spoliva
v tom, Ze z vyucovani matematice (a to od
matefské Skoly aZ po Skolu stfedni) byly
vesmés vyfazeny jeho kritické a hodnotici
sloZky a vSe se zaméfilo na vyuku mate-
matickych ,,fakta* a ,,dovednosti.

PFilis Casto se stava, Ze to, co vyulujeme,
je sice lokalné rozumné, ale celkové bez-
vyznamné a nesouvislé, je to Golem bez
paméti, bez rozhledu i bez duse. A pak
tu je zpusob, jakym se snaZime splnit své
povinnosti. Pfili§ dasto je tento zplsob
projevem dusivého poruénikovani, které
nas vede k tomu, Ze neustale pfedepisuje-
me pozadavky, a to az do té miry, Ze se
slovo ,,iniciativa‘‘ samo vytraci ze studen-
tova slovniku.

Nemam v umyslu oslavovat studenty
a pomlouvat uditele. Nejde mi zde o to,
kolik studentit se chce udit, ale kolik
uditeld umi udit, nebo presngji, kolik
uCiteld m& schopnost povzbudit asport
nékteré studenty ke spoluprici na jejich
vlastnim intelektudlnim a lidském rustu.
A vzhledem k tomu, Ze se vSichni uditelé
$koli na univerzitach, jsou to nutné uni-
verzity, které se museji stat iniciatory
zmén.

Kli¢em k hodnotnému vyudovani vsech
studentll na vSech urovnich je odborna
a intelektudlni zdatnost jejich wuditeli.
Potfeba odborné zdatnosti ulitele je ziej-
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ma. Potfeba jeho zdatnosti v kritickém
a historickém mysleni se naproti tomu po-
vaZuje za méné duleZitou. A pravé proto
se hloubgji zamyslim nad intelektudlnim
aspektem matematického vzd€lavani.

Mnoho ucitelt zakladnich a stfednich
Skol m4 slabé odborné matematické vzdé-
lani a nema prakticky Z7adné vzdélani
v historii a filozofii matematiky. Sami
se povazuji za dodavatele pzstrého sou-
boru matematickych technik [= postupi,
metod], ale rozhodné nevidi &ast svého
uvazku v préci kritiki a intelektudlnich
historik.

Mnoho univerzitnich uditelli povaZuje
produkci novych vysledkit za zikladni
véc; ve studentech, ktefi nevykazuji schop-
nosti k vyzkumné praci nebo alespoil
mimofadnou zdatnost v osvojovani tech-
nik, vidi druh ,,vzdélavaného balastu®,
ktery je nezbytny jen k tomu, aby si roz-
sahla vzdé€lavaci instituce zachovala exis-
tenci. JestliZe témto ulitelim fekneme,
Ze by neméli plisobit pouze jako dodava-
telé matematickych technik, ale obdas
také jako kritici a intelektualni historici,
budou mnozi pfekvapeni Gplné stejné jako
jejich kolegové ze zakladnich a stfednich
skol.

JestliZe tohle viechno je v zdsad& sprav-
né hodnoceni stavu, pak je zfejmé, jak
dosahnout poZadované napravy. Univer-
zity musi dbat, aby ndhodn& sestavena
odbornd piiprava uditeld pro zakladni
i stfedni Skoly byla nahrazena jejich pro-
mySlenou pfipravou, kterd na nejmensi
miru sniZi jejich obtiZe s osvojovanim
technik a zdiirazni matematické otazky.
Kromé toho by univerzity mély dbat,
aby si vSechny kategorie uditeld uvédomo-
valy historické a kritické dimenze mate-
matiky. A vibsc nejdileZitéjsi je, aby
univerzity dosahly toho, Ze si vSechny
kategorie uliteld uvédomi, Ze konecnym

cilem vzdéldvdni je vychovat svobodné, tj.
samostatné muZe a Zeny s ldskou nebo
alespori s uctou k uceni. Tolik k mému
nadértu zmen.

Neni Zadnym tajemstvim, Ze nyné&jsi
vyuovani matematice je zfidka pokusem
o hodnotnou komunikaci. Mnohem ¢&asté&ji
je to proces, ve kterém ,,nadfizeny* po-
uluje ,,podfizeného®. Nijak nepfispiva ke
studentové samostatnosti, nevede k tomu,
Ze by ucitel a studenti spoleén& kriticky
posuzovali svou Cinnost. Studenti pracuji
podle pfikazl, neusiluji o hlubsi porozu-
méni latce. Jednim z nejzavaZnéjSich proje-
vl nizké psychologické kvality vyuéova-
ciho procesu, jeho paralyzujiciho porug-
nictvi a pfedpisovani je to, Ze jen malo
student matematiky si v niZ§ich ro&nicich
osvojuje navyk pouZivat z vlastni wvile
jinou odbornou knihu neZ uéebnici.

Jsem snad tak naivni, abych si myslel, Ze
mij navrh je kouzelnym proutkem, ktery
zaZene v§zchno Spatné a nastoli $tastny
vék vzdélani? Rozhodné ne. Ale je to
dobry plan; pfiprava uditelti podle vytyde-
nych zésad je zakladnim krokem ve sprav-
ném smeéru.

Jsem si plné vé€dom, Ze i kdyZ se nam
fika uditelé, jsme postaveni do situace,
v niz zaskakujeme v roli regulatori spole-
&enského pohybu, jakychsi strdzcl u za-
vor. Tragické na tom je, Ze¢ mnozi z nas
jsou pohlceni uvedenym aspsktem své role,
Z¢ mame sklon zapominat na roli uditel-
skou i na jeji zdkladni a konedny cil,
o kterém jsme hovofili. Nikdy nesmime
tento prvotni cil pustit ze zfetele. Prakticky
to znamena, Ze musime vyuZit kaZdou
ptileZitost, jak rozvijet chut studentd ucit
se a ulit je udit se samostatné. Rozhodujici
navyk, ktery jim musime vStipit, je ndvyk
Gist kriticky.

Zavére¢na poznimka. Chtéli bychom,
aby naS$i studenti byli dobfi v matematice.
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Ale co kdyZ nejsou? Musi pfi na$i péli
potom skonéit spi§e s pocitem poniZeni
neZ povzneseni? Myslim si, Ze ne.

SnaZim se svym studentiim jasné vysvét-
lit, Ze navzdory svému nad$zni pro mate-
matiku hodnotim matematickou doved-
nost pravé jen jako dovednost. Rikam jim,
Ze u lidské bytosti kladu na prvni misto
jeji lidskost. Rikam jim, Ze kdyZ vidim
n&€koho, kdo se potyka s nesnazi, zvlasté
s matematickou nesnazi, neobdivuji jeho
nadani, ale mnohem vice jeho vytrvalost
a tvrdosijnou trpélivost. Tyto kvality ma-
me, abychom je uplatiiovali.

Zbyva mi ukol, abych na pfikladech
ukazal, co rozumim vyudovanim mate-
matice, kterd je intelektualng vyznamna
pro prumérné nadané posluchace. Popis
svych pfikladt chci uvést ,,programovou‘‘
poznamkou.

Nutnou (i kdyZ rozhodné ne postacujici)
podminkou pro to, aby vyu€ovani mélo
néjaky vyznam, je odstupiiovat diraz; jest-
lize je dileZité vSechno, neni duleZité nic.
Neéktefi uditelé zdiraziiuji logickou do-
konalost matematiky, jini jeji aplikace,
dalii genetické faktory atd. Sam povaZuji
geneticky pfistup za ustfedni pfi probirdni
kterékoliv partie matematiky. Je dileZité
sledovat historicky vyvoj ideje nebo pojmu
a vénovat se tomu, co by se dalo nazvat
srovnavaci matematikou. NezaleZi na tom,
jak skromny je rozsah vykladu, vyudujici
viak musi diskutované otazky umistit do
historického a myslenkového kontextu
a zabyvat se jejich vyznamem. Pfistupme
nyni k pfikladim.

Piiklad 1. Namétovy kurs matematiky [1]
Nasleduje struény popis kursu, ktery

jsem zavedl do programu nabidnutého
katedrou matematiky na univerzit€ v Yor-

ku (Downsview, Ontario, Kanada) pfe-
deviim pro doskolovani uéiteld.

Tento kurs zahrnuje nékolik nezavislych
témat, z nichZz kazdé zkoum4 vyznamny
matematicky problém ¢&i ideu. PfestoZe
vyklad kaZdého tématu zahrnuje popis
historického vyvoje diileZitych ideji, nejde
o kurs z historie matematiky. Je to spiSe
problémovy kurs, ktery ma ucastniky
pfesvédlit, Ze matematika mi smysl, Ze
nékteré jeji problémy jsou hluboké a Ze
vyvoj nékterych jejich ideji je vzruSujici
kapitolou intelektudlni historie.

Kritériem pro vybér témat je jejich
matematicky a kulturni vyznam a jejich
odborna pristupnost. Ackoli se snaZim
délat obsah pfistupny, trvim na minimu
odbornych detailli, bez nichZ by kurs mohl
degenerovat na povrchni tlachiani. Na
druhé strané je v tomto kursu technicka
stranka pouze prostfedkem, vysledkem
je ocenéni ideji a jejich vyznamu.

Ani témata ani jejich vyklad nejsou pre-
dem pevné stanoveny. SnaZime se studen-
tim dodat odvahu, aby témata sami na-
vrhovali a pfednaSeli. Pisemné referaty,
které studenti predkladaji, nesmi byt
parafrizemi &lanktt z encyklopedie, ale
musi se zabyvat kaZdym tématem tak
jak se probiralo v hodinach.

Ve $kolnim roce 1982—83 jsme zvolili
tato vétsi témata:

1. Vyvoj &iselnych obori. (Diskuse zahr-
novala srovnavani Eudoxova a Dezde-
kindova pfinosu a uvahy o hlavnich
rozdilech v jejich hlediscich.)

2. Archimédova metoda.

3. Nékteré fecké konstrukéni ulohy a je-
jich moderni algebraicka fezni.

" 4. Keplerovy zakony a Newtontiv gravi-

taéni zakon.
5. Huyghensovy cykloidélni hodiny. (By-
la to jednoducha ukazka sily diferen-
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cidlniho pobtu a vyznamu pojmu
kfivost.)

6. Minima a maxima.

(Od izoperimetrického problému k va-
riaénimu poctu.)

7. Objev hyperbolické geometrie a jeho
intelektualni dusledky.

8. Geometrie, rizné druhy geometrii
a Kleiniv Erlangensky program.

9. Fourierovy fady — jejich zrod a vliv
na matematiku.

10. Hilbertav tfeti problém. (NemoZnost
elementarni teorie objemu.)

11. Neurditost jako pokrok. (Poznadmky
inspirované nékterymi Godelovymi
pracemi.)

Verze kursu pro rok 1984 — 85 obsahova-
la n&ktera z vy$e uvedenych témat a navic
i tato:

1. Fibonacciho posloupnoit. (Toio malo
slibné téma umoznilo ilustrovat vyznam
pfedstavy o vektorovém prostoru a pro-
diskutovat vztahy linearni rekurence.
Teorie vztahi linearni rekurence byla
spojovana s teorii linearnich diferen-
cialnich rovnic s konstantnimi koefi-
cienty a s teorii soustav linearnich rov-
nic.)

2. Komplexni &isla, kvaterniony a oktavy.
Algebry s délenim. (Historicky a od-
borny piehled.)

3. Izopzrimetricky problém bez infinitezi-
malniho podtu a bez existenénich pied-
pokladi.

4. Diferencialni rovnice jako ,,pfirodni z4-
kony*. Determinismus. (Zabyvali jsme
se pouze n&kolika diferencialnimi rov-
nicemi. Ukazali jsme, Ze kazda rovnice
popisuje nékolik riznych fyzikalnich
jevi)

5. Diofantovské rovnice (spolu s poznam-
kami o Mordellové domné&nce a o jejim
feSeni Gerdem Faltingsem).

6. Metoda postupnych aproximaci.

7. Nekoneéné malé veliiny od Leibnize
po Robinsona.

8. KuzZelosecky v fecké geometrii, v astro-
nomii a v geomstrii 19. stoleti.

Priklad 2.

Ve $kolnim roce 1983—84 jsem pfed-
nasel kurs dé&jin matematiky, ktery mél
toto ustfedni téma: Recké kofeny infini-
tezimélniho podtu a geometrie a jejich
dalsi vyvoj. (Posluchaéi kursu byli uditelé
z praxe. Cast kursu zabyvajici se infini-
tezimalnim podtem se opirala o knihu
C. H. Edwardse Historicky vyvoj infinite-
zimdlniho poctu.)

V kursu se diskutovalo o téchro hlav-
nich tématech:

1. Kofeny vys$§i matematiky v pracich

Archiméda a Eudoxa.

2. Filozofické pokraovani ve 14. stoleti.
(Oresne aj.)

3. Technické pokradovani [ve smyslu
metod vypocti] v 17. stoleti (Cavalieri,

zscartes, Fermat aj.)

4. Vytvofeni aparatu infinitezimalniho
po¢tu Newtonem a Leibnizem; kri-
tické srovndni pfistupi Newtona
a Leibnize k infinitezimalnimu podtu.

5. Newtonova role v objeveni diferen-
cialnich rovnic jako jadra infinitezi-
malniho poCtu a v ristu matematické
fyziky. Dzterminismus.

6. Nzkone¢né malé veli¢iny od Leibnize
k Robinsonovi.

7. Fourierovy fady a jejich vliv na mate-
matiku:

a) vliv na pojem funkece,

b) vliv na pojem integralu,

¢) vliv na matematickou fyziku a na
dalsi obory.

8. Pfinosy Cauchyho, Riemanna, Weier-
strasse a Lebesguea k vyvoji astfednich
pojmu infinitezimalniho podtu.
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9. Eudoxos a Dedekind. Aritmetizace
analyzy.

10. Axiomaticka metoda. Eukleidovska
geometrie a geometrie v 19. stoleti.

Priklad 3. Kurs geometrie

Ve skolnim roce 1983—84 jsem vedl
kurs geometrie, ktery lze popsat jako uivod
do Kleinovych geometrickych ideji a jako
diskusi o objevu hyparbolické geometrie
a o jeho revoluénim vlivu na matematické
mysleni. Tento material povazuji za velice
vhodny k dosaZeni onoho tajemného ved-
lej$iho Géinku, ktery je znam jako ,,mate-
maticka zralost*. (Grupy se rodi spolu
s invarianty. Dg&jiny se stavaji spise d&jina-
mi ideji neZ kronikou [= ¢asovym sledem]
stejné bezvyznamnych udalosti.) Materia-
ly, které jsem pouZival, zahrnovaly $vy-
carsky stfedosSkolsky text [2] o geometrii
transformaci (Uplné€ rozebrany), nastin
dgjin axidmu rovnob&Znosti a objevu
hyperbolické geometrie [3], uvahu o vy-
znamu objevu hyperbolické geometrie [4]
a dukaz bezespornosti axiémil rovinné
hyperbolické geoemtrie (Poincarého mo-
del) podany v [5].

Doufam, Ze mé pfiklady ilustruji, co
rozumim vyufovanim intelektualné za-
vazné matematiky.

Nyni vyslovim zavéreénou obZalobu
a vyzvu.

Roztiluje mne, Ze snaha udit takovouto
matematiku je dosud okrajova a jakoby
podeziela Cinnost, kterou vykonavaji izo-
lovani jedinci, velice omezovani nedostat-
kem podpory a malym mnoZstvim ma-
teriald, jez by byly odborné pfistupné
a intelektualné ne zcela trivialni. V tuto
chvili se zda byt aZ na hranici dosaZitel-
nosti i samotny zameér vytvofit osnovy
integrované a intelektudlné ne zcela tri-
vialni matematiky na univerzitni urovni.

Zatimco dlouhodobym cilem ziistava to,
co mlZeme nazvat intelektualizace uci-
telské pfipravy jako kli¢ k matematicky
vyznamnému vzdéldvani vSech studentd;
bezprostfednim cilem by mélo byt ziskat
podporu univerzit pro rozsahlé expari-
menty, které by zahrnovaly kursy a osnovy
s vyznamnou kritickou a historickou
slozkou. To znamena4, Ze ti, kdo u¢i mate-
matiku, se nesmé&ji sami povaZovat bud
vyhradné za matematiky ovladajici mate-
matickou techniku nebo vyhradné za
historiky a filozofy matematiky, ale radé&ji
za matematiky s historickymi a filozofic-
kymi zajmy, ktefi by radi vidéli, aby
vyuéovani matemaiice bylo na vSech
urovnich prostoupené t&€mito zajmy.
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