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vyuéovani

I SPATNE PRIKLADY TAHNOU

Nékolik pozndmek ke vzdé&lavani uéite-
14 matematiky zakladni skoly
Frantidek Kufina, Hradec Krdlové

»Vét§ina studenti je s mate-
matikou na fakulté¢ zklamana,
protofe se dokazuje i nemoi-
né. Mé velice zajima, pro¢ Fe-
$im né&jaky ptiklad tak a ne onak,
#e viechno ma svou podloZenou
podstatu.“

Studentka 2. roéniky oboru M-F

1. Jak u¢ime budoucf uéitele?

Bez ohledu na vysledek transformace
naseho skolstvi jsou dnes opét aktualni
otdzky koncepce matematického vzdéla-
vani na zékladni kole. Jde zde totiZ o po-
loZeni zdkladu vzdéldni pro viechny déti,
o jejich pfipravu pro dalsi vzdélavani, ale
hlavné o jejich véestranny rozvoj. Ji¥ od
mlédi je nutno podporovat a rozvijet tvo-
fivé schopnosti ditéte.Utitel k tomu mu-
si mit dost ptilefitosti, musi mit i dosta-
tek vhodného didaktického materidlu, ale
hlavné to musi umét.

Zda se, %e ptevaZujici souéasna koncep-
ce vyufovani matematice pro utitele za-
kladni 8koly ptili8 rozvijeni tvofivosti ne-
pfeje. Ve vétsing pfipadu ma totiZ vyuka
charakter pfeddvani ¢dsti hotové, logicky
uspofddané matematické discipliny, zfid-
kakdy se zformuluji pro posluchale pfti-
taglivé problémy a otdzky, kolem nichz by
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vznikaly diskuse jak zavést.pojem, jak for-
mulovat definici, zda plati véta a jak ji do-
kazat. Ve vétsiné pfipadd uéime budouci
ulitele definice, véty a diikazy, ale neu-
¢ime je definovat pojmy, dokazovat véty
a fefit problémy. Pfeddvime hotovou ma-
tematiku a spokojujeme se s tim, Ze &dst
studentii tuto matematiku aspofi repro-
dukéné u zkousek zvlidne. Podle mého
nazoru tak davame spatny pfiklad budou-
cim ulitelim: i oni budou pfedvidét kus
hotové matematiky svym #¥akim, nebu-
dou s #4ky matematiku tvofit. Pfitom by
snad mé] uéitel ukdzat dkum, jak mate-
matika vyrustd z FeSeni problému redlné-
ho svéta, pfi FeSeni otdzek dulefitych pro
&lovéka. Uétitel by mél od poéatku skol-
ni dochazky vést #aky k pochopeni ¢isla
jako vyjadfeni kvantity, k tomu, jak za-
vést a poznat vlastnosti operaci s &isly,
k poznani geometrickych vlastnosti pro-
storu, v ném# %ije, k poznani mnof#in a je-
jich vlastnosti, k pochopeni relaci a funkeci
jako prostiedku studia vztahi mezi jevy
atp.

Viimnéme si nejdiive uéebnic a uteb-
nich texti matematiky pro uditele 1.
stupné zakladni skoly. Zd4 se, e materia-
ly vznikaly ,,v mnoZinovém opojeni“ s jis-
tou ddvkou ,axiomatickych zdbran“. Ty-
to pfistupy lze pochopit. Vét§ina autori
didaktickych materidla byla vychovavina
v nazoru, %e ,zdkladnim pojmem pro vie-
chna odvétvi matematiky je pojem mno-
#ina“, e zdkladni matematickou metodou
je metoda axiomaticka. V aritmetice se
neuké?e, ¢ mnoZinovy pohled je nastro-
jem studia reality, neukdie se, Ze mnoziny
»se nevyskytuji v p¥irod&“, ale vznikaji
z potieb studia véci a jevi. TotéZ més-
to lze napf. povafovat za mnoZinu domau,
mno#inu obyvatel, mno#inu lékafd nebo
mno#inu letist, ... Lze sice zavést intui-
tivné mnoZinu jako libovolné seskupeni
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objekti do skupin, zda se viak, Ze to ne-
ma z matematického hlediska valny smy-
sl. Otdzka smyslu je otdzkou kaidé pré-
ce, ve vyudovani viak hraje zdsadni roli.
Pfi vyudovani je nutné vyufivat zkusenos-
ti toho, kdo se uéi.

Uvedme v této souvislosti jeden pii-
klad.

Acgkoli v nasi civilizaci i malé dit& dobte
pochopi pojem uspofadané dvojice, nebof
jiZ v prvni t¥idé pozndva fadu slov, kte-
ra se od sebe li§i pouze pofadim pismen,
napf.: OD # DO, JED # DEJ, ..., vi,
fe 12 # 21, uvédi jeden text pro budou-
ci uditele prvniho stupné bez komentiie
tuto definici:

»Uspofddanou dvojici prvku nazyvame
mnotinu (a,b) definovanou vztahem

(a,8) = {{a},{a,d}},

prvek a se nazyva prvni slozka a prvek b
druha slozka uspofddané dvojice.“

Takovato definice, kterd pochazi od
Kuratowského a Wienera, mé ovSem
v matematice hluboky smysl, neni viak
vhodna pro vzdélani uliteli. Osobné mi
pfipomneéla definici

»Hrnec je vyjem obhmotnélé prostor-
nosti“,
ktera je uvedena v jakémsi patentnim spi-
su.

Profesor Kofinek se nerozpakuje zavést
pojem uspofadané dvojice ve své Algedre
zcela intuitivné:

» Vybereme-li z mno#iny M viemi moz-
nymi zpusoby dva prvky a, b a utvofime
z nich dvojice (a, b), dbajice ptitom na po-
fadi prvku ve dvojici, dostaneme mno#inu
viech uspofddanych dvojic, kterou bude-
me znalit M x M.«

Utitelka 1. stupné ma byt sezndmena
s pojmem ,,védecky“.

Utebni texty z aritmetiky pro 1. stu-
peii zdkladni 8koly jsou pfesyceny sym-
bolikou, formalismy a logikou a pfitom
ptirozené otazky se fesi formalné& nebo se
nefesdi vubec.

Tak napf. na otdzku ,Kolik podmno-
%in ma mnotina o n prvcich?“ odpovi-
da celostatni uéebnice vysledkem 2", kte-
ry ,lze dokazat kombinatorickymi uvaha-
mi“. S tak ndzornym vyjadfovacim pro-
stfedkem finitni matematiky, jakym je
napf. strom logickych moZnosti, se bu-
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douci utitelé prvniho stupné zpravidla ne-
seznami. Tim se dostavame k dalsimu ne-
gativnimu rysu vzd&lavani nasich uéite-
li: jejich teoretickd vyuka je odtriena od
gkolské praxe. Vidyt ilohy typu: »Kolik
obédi 1ze sestavit ze 2 polévek, 4 hlavnich
jidel a 3 zdkuskii?“, ,Kolik trojcifernych
tisel lze zapsat Eislicemi 1, 2, 37¢ atp.
lze znézornit a Fesit analogickym zpiliso-
bem jako odpovéd na otazku po poétu
prvki potenéni mnofiny (obr.1). Pfiro-
zené zde miZe vzniknout plodné diskuse
o tom, zda uvedené ,konetné“ schéma lze
povaZovat za dikaz pro libovolné pfiroze-
né &islo a dojit tak ke smysluplné otazce
dikazu véty matematickou indukei.

Dokladem formalniho p¥istupu k mno-
finovym pojmim je napf. zavedeni racio-
nélnich ¢&isel jako ,,mnoZin sobé& rovnych
zlomki“ nebo definice relace ekvivalence
a izomorfismu bez promysleného systému
motiva&nich a aplikaénich iloh vhodného
typu. Podle mého ndzoru musi v uéitel-
ském vzde&lan{ vyrustat matematikaz pro-
blému praxe, tieba i didaktické, a neni to
abstraktni konstrukce, v niZ se nap¥. exis-
tence mnoZin formalné postuluje.

Rysy formadlniho pfistupu lze nalézt
i v n&kterych uéebnich textech geometrie
pro ulitele prvniho stupné.

Budovini téméf celé geometrie ,bez
tisla“® lze vysvétlit pofadavky axioma-
tického systému, sté¥i vak lze takovéto
omezeni akceptovat pfi vyuce geometrie
pro ulitele. Idea geometrického znazorné-
ni pfirozenych &isel na &iselné ose a pohyb
po této ptimce by mély tvofit zakladni
pfedstavu pfi vytvafeni pojmu é&islo. Pro-
to povaZuji za nevhodné definovat napt.
kruh takto:

»V roviné E; méjme din bod S a tseé-
ku r. Potom sjednoceni viech tseéek SX,
pro které plati X € E; a SX = r, nazve-
me kruh o stfedu S a poloméru r.¢
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Podobné nevysvétlime-li vyznam osové
soumérnosti, lze sté#i souhlasit napf. se
zavedenim posunuti jako zobrazeni sloZe-
ného ze dvou osovych soumérnosti s rov-
nob&inymi osami. Idea posunuti, tedy
idea vektoru, je zde opét velmi silni
a otazka jak zavést tento pojem patii po-
dle mého nazoru do matematiky (a ne-
ni to otdzka jen didaktickd). Utitelky 1.
stupné neberou nastésti vyklady z mate-
matiky pkili§ vdZné — jinak by hrozilo ne-
bezpeti, e budou chtit napf. lednitku po-
sunout tak, Ze ji dvakrdt pieklopi.

I ve vzdélani uliteli vysSich tfid z4-
kladni skoly bychom meéli vychazet pfi
vykladu pojmii z fefeni problému, napk.
z FeSeni soustav linedrnich rovnic a po-
stupné dojit napf. k pojmu vektorovy
prostor. Postup od konkrétniho k abst-
raktnimu je mo#ny a tuéelny i na této
drovni. Dile#ité pfitom je, aby i matema-
ticky jazyk byl ,,ielny“, tj. pokud moZno
pfirozeny a srozumitelny. To oviem sou-
visi 8 mirou tolerance a rovni piesnosti.

~ Porovnejme dvé definice vektorového
prostoru. Prvni je z Bicanovy Linedrnf
algebry, vydané v edici Matematicky se-
mindf v roce 1979 (podle autora je ob-
sah a zpusob vykladu ,nékde mezi zéklad-
ni ulebnici a védeckou publikaci“), druhd
ukdzka je ze skript pro vzdélani uditeli,
vydanych v roce 1980.

» Vektorovym prostorem nad télesem T'
rozumime neprazdnou mnofinu prvki V,
na ni¥ je definovano stitani dvojic prv-
ki (tj. kaZdé dvojici prvka 4, ¥ € V je
jednoznain& ptifazen prvek & + ¥ € V)
a nésobeni prvki V prvky z télesa T (tj.
ka¥dému i € V a kazdému r € T je jedno-
znatné ptifazen prvek ri € V). Uvedené
operace musi pfitom spliiovat podminky:
l.i4+v=9+14,4,7€V,

2. (i+v)+v=8+(7+w), 4,7, G€V,
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3. existuje prvek o € V takovy,Ze 0-i =&
pro kaidé 4 € V,

@+ =rd+r7,4,7€V,reT,

.(r+8)d=ri+si,de€V,rseT,

. r(st) = (r8)d,4€V,r,s€T,

l-d=d,deV.“

Definice pro utitele (!):

Necht je ddna neprazdna mnoZina V,

jejim prvkim budeme fikat VEKTORY

aznalitje A, B, ..., U, V, ..., &, ...

pravé kdy? plati:

N OO

A;: Existuje zobrazeni @ kartézské ,

mocniny V? do mno#iny V. Obraz uspo-
¥ddané dvojice vektori (U, V) € V2 ozna-
¢ime U ® V a budeme ho nazyvat SOU-
CET VEKTORU U a VEKTORU V.

Ax:VUeVVVeV;UdV=VOU.

Az VUEVVVEVVYVWeV;UD
e(VeW)=UdV)DW.

AgAINEeEVVUeEV,UBDN = U,
vektor A se nazyva nulovy.

As:YU eVIU e V; Ul = N; vek-
tor U se nazyva vektor opaény k vektoru
u.
As: Necht [R,+,] je téleso viech re-
alnych &isel. Existuje zobrazeni ® kartéz-
ského sou¢inu RxV do mnoZiny V. Obraz
uspofadané dvojice (r,U) € R x V ozna-
&ime rOU abudeme ho nazyvat SOUCIN
REALNEHO CISLA r A VEKTORU U.

AnzVEERVYUeEVVVEV; kO
OUBY)=koOUBDEkOV.

Ag:VreRVSseRVUEV;(r+5)0
QU=roUBsOU.

Ag:VrERVSsERVYUEV;(r-5)0O
QU=rO(sOU).

AisVUEV;10U=U.

Strukturu [V;&; Rt’;®] budeme na-
zyvat LINEARNIM VEKTOROVYM
PROSTOREM nad télesem vsech real-
nych ¢isel, mnoZinu V budeme nazyvat
jejim NOSICEM.

Myslim, e &tendf si udéla komentaf
sam.
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2. Freudenthalova idea matematiza-
ce

Na zékladé pedagogické praxe na ruz-
nych drovnich jsem ptesvédéen, e sou-
tasny trend, ktery je Siroce roz8ifen napf.
i ve vysokogkolské vyuce matematiky pro
uditele, e toti na zaldtku jsou uvede-
ny bez hlubsi motivace definice studova-
nych pojmi, neni nejvhodnéjsi. Odporuje
to pfirozenému pfistupu &lovéka k pozna-
ni, jde o prezentaci &4sti hotové discipliny
v podstaté od konce, vétsinou i ahistoric-
ky. Je to ovSem zdanlivé efektivni, protoZe
na malém prostoru dosdéhneme rychle hlu-
boké vysledky. Pfi vyuce se obvykle zdi-
raziiuje potieba piesnosti a ,pfi pfesném
budovani jakékoli matematické teorie po-
uZivame axiomatickou’ metodu“. Pfi vy-
kladu se tedy zpravidla vychazi z axi6-
mi, napf. z axiému vektorového prosto-
ru, z axiémi grupy, ... Podle mého nazo-
ru timto pfistupem neddvame dobry pfi-
klad budoucim uéitelim zakladni skoly.
Pojmy bychom méli zavadét predeviim
rozvijenim zkuSenosti s feSenim problé-
mu, zkusenosti s praci s pojmem. Tato
otazka souvisi s charakterem procesu po-
znani, ktery miZeme rozdélit — patrné na
ka?dém stupni — do t¥i etap, charakteri-
zovanych spontannim, operativnim a teo-
retickym pfistupem. Podnétem k tomuto
¢lenéni byly nékteré prace M. Hejného,
analogicky pfistup formulovali pied lety
nizozemsti pedagogové Pierre a Dina van

Hiele.

Spontanni, operativni a teoreticky pki-
stup tvofi jakési stupné, které se uplatiiuji
nejen ve vyuéovani, ale i pfi studiu mno-
hych problému v teorii i praxi. A&koli hra-
nice mezi uvedenymi stupni nejsou ostré,
miuzeme kazdy z nich volné charakterizo-
vat. Spontanni stupei je zaloZen na po-
zorovani jevi pFirodni, technické, spole-
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&enské, ale 1 matematické reality, Zak se
pfi ném poprvé setkava s jevy, které jsou
zpotatku zcela neanalyzovany, a vytvaii
si prvni pfedstavy o nich. Operativni stu-
peit poznani znamena pfedevsim zvyseni
aktivity #aka. Pro tento stupeii je cha-
rakteristické provadéni operaci v nejsir-
$im slova smyslu (experimenty s mode-
ly, konstrukce, vypoéty, pokusy o hleddni
souvislosti, formulace a ové&fovani hypo-
téz). V teoretickém stupni jde o dovrseni
procesu tvorby pojmii, o formulaci defi-
nic a dikazi tvrzeni, nékdy i o zdklady
budovéni systému.

Podle mého nazoru probihd obvykle
poznani na viech tiech drovnich, pfi¢ems
aplikaéni zfetele kladou diiraz na stran-
ku operativni, studium systému na stran-
ku teoretickou. Ani pfi vykladu teoretic-
kych otdzek se oviem obvykle nevyhneme
zpodatku spontdnnim a operativnim p¥i-
stupim. Uvedené stupné spolu navzijem
souviseji, jeden pfechazi v druhy, mysle-
ni se &asto opira o pFedstavy, nékdy napk.
geometrické, vlastnosti pojmi provéituje-
me operativnimi p¥istupy, k dikazim po-
tiebujeme mit vyjasnény pojmy a souvis-
losti mezi nimi, intervence intuice p#i hle-
déni dikazi muZe mit rdz spontdnniho
pfistupu.

Casty didakticky nedostatek v praci
nasi skoly spoéivd v tom, ¥e vykldda-
me uiivo pfevainé teoreticky, nevyugiva-
me dostateéné reprezentace pojmu ruzny-
mi interpretacemi, uéime nendzorné a za-
nedbavame tak rozvijeni pfedstav.Tim se
komplikuje na ka#dé \irovni poznani nejen
porozuméni teorii, ale ztéZuji se i moZnos-
ti teorii aplikovat.

Vyuéovani je velmi sloZity spoleéensky
jev, ktery ma mnoho aspekti a zd4 se, Ze
kazdy pokus o jeho struénou charakteris-
tiku je nutné zkreslujici. Pfesto je vyhod-
né urlité ndzory na charakter vyuéovani
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formulovat. Pro vyuéovani matematice to
provedl napf. H. Freudenthal v knize Re-
visiting Mathematics Education.

Nejdiive vysvétleme v jeho duchu ter-
min matematizace. Rozumime jim jakou-
koli ¢innost, ktera vede k tvorbé matema-
tiky. U¢it matematiku znamen4 délat ma-
tematiku, matematika sama je &innost.

Freudenthal rozeznava &tyfi pkistupy
k vyuéovani matematice.

1. Mechanicky pFistup odpovida Skin-
nerovu chapani uéeni jako systému reak-
ci. Clovéka miizeme podobné jako potita&
naprogramovat pomoci drilu k provadéni
aritmetickych, algebraickych a geometric-
kych operaci a k fefeni problémi, které
Ize podle uréitych znaku klasifikovat a da-
le fedit podle uréitych vzoru. Tato stard
myslenka oZiva dnes v idejich poéitaéi ¥i-
zené vyuky. Je oviem otdzka, pro¢ maji
byt lidé vychovavani k feSeni iikolu, které
mohou rychleji, lacingji a spolehlivéji fesit
stroje. Zd4 se, Ze u &asti populace se spo-
kojime s mechanickym pfistupem k uéeni,
tento styl by véak nemél byt charakteris-
ticky pro uéitelské vzdéldni.

2. Strukturalisticky pFistup k uéeni mu-
feme doloZit v historii dvéma ptiklady:
tradiéni geometrii uspofddanou na zékla-
dé axiomatické konstrukce a tzv. moderni
matematikou zalofenou na teorii mno#in
a logice. Dobra myslenka rozvijet deduk-
tivni mysleni na systematicky uspoidda-
ném uéivu pomoci ohledu a porozuméni
se v praxi zvrhla na reprodukovani deduk-
ci, které byly pfedtim Zdkovi piedvede-
ny. Piikladem takovéhoto pfistupu k vy-
udovani na wrovni zakladni skoly byla de-
duktivné koncipovana geometrie sovétské
gkoly napi. podle uéebnic A. V. Pogorelo-
va. V modernizované matematice byl pro
z8ky vytvaien strukturovany svét mnozin
a relaci, ktery méli Zaci poznavat pomo-
ci diagrami, schémat, her atp. I v tomto
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pfipadé byla matematika odtrfena od re-
ality.

3. Empiricky p¥istup k matematice vy-
chézi z potieb praxe a potiebam praxe
ma slouzit. Jde o utilitarni vzdélani an-
glického typu. Pfi vyudovani jsou vyuzi-
vany zkusenosti 4k, #4ci véak nejsou ve-
deni k systematickému a racionalnimu je-
jich zpracovani. Jde o pf¥istup k matema-
tice orientovany k jednotlivym profesim.

4. Realisticky pfistup k vyuéovani vy-
chézi z redlnych podnéti a problémi #4-
kova svéta. Individualni nebo skupinovy
postup ve vyuovani je pfitom yréovan
spektrem vysledki a postoju jednotlivych
14ki. Zak se tak stava znovuobjevite-
lem, tviircem matematiky, coZ podnécuje
a rozviji jeho schopnosti. Je oviem otézka,
zda lze vSechny Zdky dovést k takovému-
to tvofivému pfistupu k matematice, zda
u &asti populace neziskdme vice pfistu-
pem mechanickym: nauéime Zaky aspoii
spravné reagovat na typické podnéty.

Néktefi autofi rozlisuji tzv. horizontal-
ni a vertikdlni matematizaci. P¥i horizon-
talni matematizaci jde o budovani cesty
z reality do svéta matematiky, ze Zivota
do oblasti symboli. Jde tedy o ptechod
ze svéta kaZdodenni Zakovy zkusenosti do
svéta, v ném? pracuje se symboly. Re-
konstrukce svéta symboli — to je oviem
jiz tzv. vertikdlni matematizace. Je z¥ej-
mé, %e hranice horizontdlni a vertikalni
matematizace jsou neostré, jeden svét se
misi s druhym. Piesto viak lze pravé po-
moci téchto dvou typi ponékud oziejmit
klasifikaci pfistupi k uéeni. Horizontal-
ni matematizace, konstrukce matematiky
z podnéti praxe, se uplatiiuje pfi empiric-
kém a realistickém vyuéovani, vertikdlni
matematizace, rekonstrukce matematiky,
je vlastni strukturdlnimu a realistickému
pohledu. Mechanicky p¥istup k vyuéovani
neobsahuje prvky matematizace.
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Realistické vyutovani matematice (Re-
alistic Mathematics Education) se v po-
slednich letech 1isp&iné rozviji v nizozem-
skych skolach jako vysledek dlouhodo-
bého pisobeni Freudenthalova institutu
v Utrechtu.

Zékladni zména, kterou pfindsi realis-
ticky koncipované vyuéovani do vzdélani,
je jeho pomeér k aplikacim. Podle obvyk-
1ého pohledu je matematika hotovy apli-
kovatelny systém a tdkolem vyuéovani je
tento formalni systém zvlddnout a naudit
#4ky ho aplikovat. Pro realisticky pfistup
je charakteristicky diraz na matematiza-
ci, a to jak v horizontélnim, tak i vertikal-
nim smyslu, tento pfistup chipe matema-
tiku jako pracovni aktivitu, jako metodu.
Uéit se matematiku znamena délat mate-
matiku. Podstatnou &asti matematiky je
feseni problému spjatych s realitou. Mno-
hé realné problémy se tak stavaji nedilnou
slozkou kurikula od samého za&atku.

Vratme se k nasi pivodni otdzce: Muze
byt vysokoskolské vyulovani matemati-
ce dobrym vzorem pro pedagogickou ¢in-
nost ulitele matematiky na zakladni sko-
le? Podle mého nizoru by mél byt pfistup
k matematice na vysoké skole tého# typu
jako pfistup k matematice na Skole za-
kladni. Bude-li vysoko&kolskd matematika
vychéazet z problémi a nebude-li oriento-
vana mechanicky, bude d&elné orientovat
k analogickym pfistupim i budouci uéi-
tele.

Nékteré rysy shodné s realistickym p#i-
stupem k vyuéovani matematice uplatiiu-
je u nas ve svych experimentech kolektiv
pracovniki soustiedény kolem Kabine-
tu pro didaktiku matematiky MU CSAV
v Praze. Jde pfedevsim o vyuZivani pod-
néti z praxe a postupné vytvafeni ma-
tematickych poznatki ve spolupraci Zaku
s uditelem. Otdzkami realistického pfistu-
pu k matematice ve vzdélani uditeli za-
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