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HILBERTOVY PROBLEMY

O CTVRTEM HILBERTOVE PROBLEMU

ZBYNEK NADENIK, Praha

,.Problém o pfimce jako nejkratsim spojeni dvou bodi* — tak zni nazev Etvrté
Hilbertovy tlohy. Ale ,,pfimka jako nejkratsi spojnice dvou boda* je tak elementarni
pfedstava, Ze by bylo divné, kdyby prvni reakci nebyly otdzky: Co je to viibec za
problém? Pro€ jej matematikové povazuji za vyznamny? Pokusime se na né odpo-
védet.!)?)

Nejdfive naznacime, co ¢tvrtému Hilbertovu problému pifedchazelo.

V horizontalni roviné zavedme pravouhlé soufadnice x, y s poCatkem O a poloZme
na ni polovinu kulové plochy se sttedem S a polomérem r tak, aby se ji jiZznim polem
dotykala pravé v bod€ O; rovnik, ktery uZ k nasi ploSe — oznacme ji tfeba Q —nepo-
&itdme, je pak s rovinou rovnob&zny (viz obr. 1). Zvolme na plose Q libovolny bod B
a polopfimkou SB jej promitnéme na rovinu do bodu B*. Naopak bodu B* v roviné
je pfifazen bod B plochy Q jako jediny jeji priusecik s tiseCkou SB*. Toto zobrazeni
studoval uz J. L. LAGRANGE (1736 — 1813) v dile 0 zem&pisnych mapéach. Poloha bodu B
na plose Q2 je tak jednoznaéné uréena bodem B*, ktery je ovSem dan pravothlymi sou-
fadnicemi x, y. MZeme tedy dvojici Cisel x, y povaZovat i za soufadnice bodu B na
plose Q; fika se jim Beltramiho parametry. Mysleme si dile na plose Q dva riizné body
P, Q. Jejich nejkratsi spojnici je oblouk hlavni kruZnice, jejiz rovina je uréena body
S, P, Q. V nasi projekci ptejde tento oblouk do tsecky spojujici body P*, Q*. Pro

1) Pouzita literatura:

G. DARBoUX: Théorie générale des surfaces. Dil III, Paris 1894, kniha VI, kapitola III.

D. HiLBERT: Grundlagen der Geometrie. 7. vydani Leipzig—Berlin 1930 (rusky pieklad 1948),
§ 5 a dodatek I.

D. HiLBERT: ,,Mathematische Probleme‘‘. Nachr. Kon. Ges. Wiss. Gottingen, Math.-Phys.
Klasse (1900). Problem von der Geraden als kiirzester Verbindung zweier Punkte, 267—269.

»IIpobnemer T'mnpbeprac. MockBa 1969. Sbornik, redigoval IT. C. Asekcauapos. Prispévek
»K yerBeproit mpobieme I'misbepTay, autor 1. M. Srimom.

2y A% na nékolik malo fadka zustaly zcela stranou situace v prostorech dimenze n = 3 a sou-
vislosti s diferencialni geometrii, predstavované Finslerovymi prostory. Naro¢ny piehled o &tvrté
Hilbertové uloze, z ni vzniklé problematice a jejim feSeni podava H. BUSEMANN v ¢lanku »O veT-
BepToit mpobneme 'mabbepra«, Yemexu mar. Hayk XXI (1966), ¢is. 1 (127). Strucné, ale velmi
pristupné a piehledné referuje o viech Hilbertovych problémech L. BieBerBacH: ,,Uber den Ein-
fluss von Hilberts Pariser Vortrag iiber mathematische Probleme auf die Entwicklung der Mathe-
matik in den letzten dreissig Jahren*, Die Naturwissenschaften /8 (1930).
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soufadnice x, y jakéhokoliv jejiho bodu B* ovSem plati
(1) ax + by +¢=0,

kde a, b, ¢ jsou jisté konstanty — je to samoziejmé rovnice pfimky, ktera spojuje body
P*, Q*. Soucasné je to vztah, kterému musi vyhovovat Beltramiho parametry bodu
nejkratsi spojnice na ploSe Q mezi jejimi body P a Q. Je tedy pfirozené oznacovat tuto
nejkrat§i spojnici rovnéz jako ,,pfimku‘‘. MiZeme pak fici, Ze —-;v;Beltramiho para-
metrech — je nejkratsi spojnice dvou bodt na plose Q pfimka.

Obr. 1.

Lze i pre nikoliv kulovou plochu zavést parametry, v nichZ nejkrat$i spojnice dvou
jejich bodu je urCena linearni rovnici (1) a v nichZ tedy nejkratsi spojnice je pfimka?
Na tuto otazku odpovédeél E. BELTRAMI (1835—1900) v roce 1866. Lze to udinit —
podobné jako jsme to udélali vySe u kulové plochy — pravé jen na plochach, které
maji konstantni Gaussovu kiivost®). P¥ipojme, e do ramce tohoto obecného teoré-

3) Nechf r(x, y) je tiikrat spojit diferencovatelny priivodi¢ proménného bodu plochy a nechf
vektory r,, ry nejsou kolinedrni. Vyraz

ds® = dr.dr =r . r(dv)? + 2r, e dydy 4 rpLory(dy)?

se nazyva Ctverec linedrniho elementu, protoze udava diferencial oblouku té ¢ary plochy, pro
jejiz body zde plati spojité diferencovatelny vztah y = y(x); koeficienty diferencialni formy na-
pravo se znaci E, F, G. Gaussovou ktivosti v bod€ plochy o parametrech x, y se rozumi jisty vyraz
sloZeny ze soudiniteli E, F, G a jejich prvnich i druhych derivaci. Neméni se pti takové deformaci
plochy, pii niz jsou na ni zachovany délky. Napi. valcovou plochu Ize bez zmény délek rozvinout
na rovinu; ma totiz v kazdém svém bodé nulovou Gaussovu k¥ivost jako rovina.
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mu patfi i Beltramiho objev z roku 1868 o realné interpretaci neeuklidovské Loba-
Cevského geometrie na plochach konstantni zdporné Gaussovy k¥ivosti.

Z analytického hlediska zobecnil Beltramiho problém G. DArRBoOUx*) v roce 1894.
Uvazujme tfidu funkci y = y(x), které na intervalu <{x,, x,» maji druhou derivaci
a které v bodech x,, x, nabyvaji pfedepsanych hodnot y; = y(x,), y, = y(x,), a pak
jest& funkci t¥f proménnych F[x, y, y'] spojitou spolu se svymi parcialnimi derivacemi
do druhého Fadu pro x € {xy, x,) a viecka y i y’. Pfifadime-li kazdé funkei y(x) &islo

) j “FLx (), ()] d

X1

fikame, Ze na t¥id& funkci y(x) jsme definovali funkcionél (2). VySetfit jeho extrémni
hodnoty je zdkladni iloha varia¢niho podtu. Realizuje-li funkce y(x) extrém naseho
funkcionalu, vyhovuje Eulerové rovnici

0*F o*F 0*F OF
(3) 2 y ; y + e =0
ay Jy 0y Ox Oy dy

Jejim feSenim se fika extrémaly. G. Darboux véc obratil. K dané dif. rovnici 2. fadu
hledal funkcional, jenZ ma v ni Eulerovu rovnici. Specialné se zabyval nalezenim
funkcionall, jejichZ Eulerova rovnice ma tvar y” = 0, takZe extrémaly jsou pfimky
y =oax + f; « B = konst. Na plofe s linearnim elementem®) ds?> = E dx? +
+ 2F dx dy + G dy® je délka &ary y = y(x) mezi body s parametry x,, y, = y(x,)
a x,, ¥, = y(x,) déna integralem

@) f [E + 2Fy' + Gy'*]"? dx

a v Darbouxové pojeti se Beltramiho problém modifikuje v zjisténi, za jakych pod-
minek pro koeficienty E, F, G se minima funkcionélu (4) — extrémadle se pak fika
geodetika — dosdhne na pfimkach y = ax + f. Pfipojme, Ze Darbouxovo vySetfova-
ni bezprostfedné predchézelo vlastnim Hilbertovym studiim a Ze se o ném D. Hilbert
ve svém Etvrtém problému téZ vyslovné zminuje.

H. Minkowsk1®) (1864—1909) ve svém dile z roku 1896 o geometrii ¢isel oteviel
ohromné moznosti k aplikacim konvexity. Sestrojil v ném i geometrii, v niZ vzdale-
nost byla definovéana takto (viz obr. 2): Je dana konvexni uzaviena kfivka I, ktera je

4) V jiné souvislosti pise o Darbouxovi autor v €lanku ,,Geometrie a geodézie**, Pokroky mat.,
fyz. a astr. 16 (1971).

5) Viz pozn. 3).

6) Od roku 1902 az do smrti pusobil v Gottingen. Konvexni utvary studoval uz ve své habili-
tacni praci z roku 1887. Knihu Geometrie der Zahlen, 2. vyd. Leipzig 1910, nedokoncil.
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symetrickd podle stfedu S. Vzdalenosti bodii 4, B se rozumi podil”)
(5) UAB = ZE: ~S_Q s

kde Q je prusecik ¢ary I' s polopfimkou vedenou ze stfedu S rovnobézné€ s useCkou
AB. Diisledkem konvexnosti ¢ary I' je trojuhelnikova nerovnost

(6) Ugp = Uyc + Ucp

pro vzdalenosti mezi tfemi body A, B, C. Pfejde-li ¢ara I' v jednotkovou kruZnici,
zredukuje se Minkowského vzdalenost na délku v obvyklém euklidovském smyslu.
Podobné lze postupovat i v prostoru; misto éary I se vezme stfedové symetricka kon-
vexni uzaviena plocha. Tato Minkowského myslenka umoznila zobecnit velmi mnoho
vysledki z teorie konvexnich ttvart a diferencidlni geometrie euklidovského prostoru.
Vznikla tak nova disciplina — relativni Minkowského geometrie — o jejiz nejvétsi roz-
voj se zaslouZili hlavn& japonsti a némedti matematici ve dvacéatych letech®).

A B
r r
4
s 2 7
P
Obr. 2. Obr. 3.

Od Euklidovych Zdkladi trvalo pfes 2000 let, nez se teprve v 19. stoleti dosahlo
vyznamného pokroku v axiomatice geometrie. Z Hilbertovych predchidct se o né&j
zaslouzil M. PascH (1843—1931) pritkopnickym dilem®) z roku 1882 a G. PEANO
(1858—1932) praci'®) z roku 1889. V roce 1899 publikoval D. Hilbert knizn&'!)

7y Symbolem AB zna&ime oby&ejnou euklidovskou vzdalenost bod 4, B v euklidovské roving,
jak ji zname ze $koly. Interpretovat ndzorné v euklidovské roviné geometrie, o nichz je v ¢lanku
fe¢, umoznuji axiomy incidence a uspofadani, které v nich plati stejné jako v euklidovské rovine.
Viz o tom dale v citaci z Hilbertovy prace.

8) Referuji o ném T. BoNNESEN (1873—1935) a W. FEncrEiL (*1905) v monografii Theorie der
konvexen Korper, Berlin 1934,

9) Vorlesungen iiber neuere Geometrie, Berlin 1882, 2. vyd. 1926.

10) Principii di geometria logicamente esposti, Turin 1889. Peano je mimo matematiku znam
jako pokracovatel Leibnizovy snahy o univerzalni fe¢. Od roku 1908 byl presidentem ,,Academia
pro interlingua‘“.

1YY Grundlagen der Geometrie, 1. vyd. Leipzig 1899, 7. vyd. Leipzig 1930. Rusky pieklad po-
sledniho vydani, doplnény rozsahlymi poznamkami, je z r. 1948.
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soustavu axiomi rozdélenych do péti skupin: I. axiémy incidence, 1I. axiémy uspo-
fadani, IIl. axiomy kongruence, I'V. axidom o rovnob&zkach, V. axidmy o spojitosti.
Treti skupina obsahuje pét axiomti: Prvni tii o kongruenci useéek, ¢tvrty o kongruenci
uhld a paty — nejsiln€j$i — je takto spojuje: Jestlize ve dvou trojihelnicich ABC
a A'B'C’' plati AB = A'B’, AC = A'C' a XBAC = xB'A'C’, pak i XABC =
= XA'B'C'. Tedy téZ x ACB = X A'C’'B’, a proto se oznaduje jako axiéom o.kon-
gruenci trojuhelnik.

D. Hilbert motivuje svilj Ctvrty problém takto: ,,JestliZe z axidomui potfebnych pro
vybudovani obycejné euklidovské geometrie potladime axiom o rovnobéZkach...,
ale podrZime viecky ostatni axiomy, dostaneme se tak oviem k Loba&evského (hyper-
bolické) geometrii; miZeme tedy fici, Ze tato geometrie je jedna z t&ch, které jsou
euklidovské geometrii nejblize. Zadame-li dale, aby nebyl splnén axiém, podle néhoZ
ze tii bodl piimky vzdy jeden a jen jeden je mezi obéma ostatnimi, dostaneme Rie-
mannovu (eliptickou) geometrii, kterd se tak jevi jako jedna z nejblizsich Lobagev-
ského geometrii. ...Nyni se vynofuje obecnéjsi otazka: Lze vytvofit podle jinych
plodnych hledisek geometrie, které stejnym pravem nasleduji za euklidovskou geo-
metrii? Tu bych obratil vasi pozornost na vétu, ...ktera fika, Ze pfimka je nejkratsi
spojnici mezi dvéma body. Podstatny obsah tohoto vyroku se redukuje na Euklidovu
vétu, Ze v trojuhelniku je soucet dvou stran vzdy veétsi nez tfeti strana... Snadno se
presvédcime, ze duikaz Euklidovy véty pouze na zakladé€ vét o kongruenci ... usefek
a uhli se nepodafi, Ze k dikazu je zapotiebi véty o kongruenci trojuhelniki. Tak
vznika otdzka o geometrii, v niZ plati vSecky axiomy obycejné euklidovské geometrie
a zvlasté vSecky axiomy o kongruenci s vyjimkou axiomu o kongruenci trojuhelniki.. .
a ve které nadto je jesté jako zvlastni axiom vzata véta, Ze v kazdém trojuhelniku
soucet dvou stran je vetsi neZ strana tieti.

Ukazuje se, Ze takova geometrie vskutku existuje a je to praveé ta, kterou vybudoval
Minkowski ve své knize Geometrie der Zahlen... Minkowského geometrie je tedy
rovnéz jedna z geometrii, ktera je euklidovské geometrii nejblizsi. ..«

Hilbert cituje ve ¢tvrtém problému H. Minkowského a G. Darbouxa, nezmiriuje se
viak o svém objevu, ktery v roce 1894 sdélil dopisem'?) F. Kleinovi. Kleinova definice
vzdalenosti v neeuklidovské geometrii LobaCevského — pochazi z roku 1871 — je
dobfe znama (viz obr. 3): Jsou-li 4, B dva body uvnit¥ kruZnice nebo elipsy a P, Q jeji
priiseCiky se spojnici AB, pak vzdalenost bodt A, B v pojeti Kleinové je logaritmus
dvojpoméru

(7) vap =18 @LQ ::@).

Hilbert zobecnil Kleinovu konstrukci. Misto elipsy vzal libovolnou konvexni uzavie-
nou kiivku I" a v citovaném dopisu ukazal, Ze pii délce uréené jako v (7) plati pro

12y ve vytahu jej publikoval v Math. Ann. 46 (1895) a jako prvni dodatek v knize citované
11
v pozn. ).
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strany trojuhelnika ABC z vnittku ary I' nerovnost (6). Geometrii, kterd vznika
z takto definované vzdalenosti, se fika Hilbertova.

Nez pfejdeme k nastinu feSeni Hilbertova problému, uvedeme jednu metrizaci
(tj. zavedeni vzdalenosti do) projektivni roviny, kterd nam v zapéti poslouz jako vy-
znamny priklad. Projektivni rovinu dostaneme z obycejné euklidovské roviny, kdyz
kazdé osnové rovnobéZnych pfimek pfifadime ,,nevlastni bod v nekone¢nu‘. Zvolme
(viz obr. 4) mimo projektivni rovinu bod S a v ni body 4, B, C. Za vzdélenost v4p

Obr. 4.

bodfi A, B prohlasime tuhel, ktery sviraji polopaprsky, jeZ z bodu'S promitaji body
A, B. Trojthelnikova nerovnost (6) je pak elementarni vztah mezi stranami trojhranu.
Pfimka AB — a samozfejmé i kaZda jind — ma v této metrice kone¢nou délku rovnu
7, totiZ uhlu opadnych polopaprskd, jeZ z bodu S promitaji jediny nevlastni bod té
piimky.

V roce 1900 existovala tak dv& specidini feSeni Hilbertova problému — geometrie
Minkowského a geometrie Hilbertova. Problémem se vSak uZ zabyval Hilbertav Zak
G. HaMEL (1877—1954) v disertaci, kterou v roce 1901 pfedlozil v Gotitingen a o dva
roky pozdgji publikoval'?). Weierstrassovymi metodami variaéniho po¢tu — D. Hil-

13) ,,Uber die Geometrien, in denen die Geraden die Kiirzesten sind*, Math. Ann. 57 (1903).
V knize C. Reid: Hilbert, New York 1970 je fotografie matematik v Gottingen z roku 1902. Je
reprodukovana v katalogu, kterym nedavno nakladatelstvi Julia Springra vydalo pfehled o svych
knihach z matematiky od roku 1945. Ve st¥edu sedi F. Klein, vedle ného D. Hilbert, ve tfeti fadé
uprostfed nejvys vynika G. Hamel.
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. bert se o n€ patrné tehdy velmi zajimal, jak lze soudit z n€kolika pasaZi jeho prednas-
ky — dosahl vysledka, které v uZ§im smyslu Hilberttiv &tvrty problém rozfesily.
Hlavni Hameltv objev by bylo moZné shrnout takto: Libovolna metrizace projektivni
roviny nebo jeji ¢asti, pfi niZ pfimky jsou nejkratSimi spojnicemi, je pravé jen dvojiho
typu: 1. V piipadé€ celé projektivni roviny jsou pfimky uzavienymi ¢arami a maji
vSecky stejnou koneCnou délku — piiklad jsme uvedli v pfedchazejicim odstavci.
2. V piipadé€ Casti projektivni roviny je touto Casti konvexni oblast afinni roviny
a piimky maji nekoneénou délku — to je pfipad Minkowského nebo Hilbertovy geo-
metrie. Analyticky aparat Hamelovych dikazd vSak nezapadal do metod studia za-
kladti geometrie a vyZadoval pochopitelné pfedpoklady o diferencovatelnosti.

K prvnimu systematickému rozvoji této Hilbertovy problematiky doslo v Praze.
Je spjat s profesorem matematiky na byvalé némecké technice P. FUNKEM (1886 az
1969) a profesorem matematiky na byvalé némecké université L. BERWALDEM'?*)
(1883 —1942). P. Funk studoval u D. Hilberta a pfenesl z Gottingen do Prahy nej-
nov&jsi variaéni teorie. Byl prvni, kde zavedl nesymetrickou vzdalenost. V praci'?)
z roku 1929 definoval pro body A4, B z vnitfku konvexni oblasti s hranici I" v afinni
rovin€ nesoumérnou metriku vzorci

UAB=lgA_'—Q‘a Upa =lg_§_£,
BQ AP

kde body P, Q jsou uréeny stein& jako v Hilbertov& geometrii (viz obr. 3). L. Berwald
Jiz v roce 1929 Funkovy vysledky zobecnil do n-rozmérného prostoru a dokazal —
pfipometime si uvodni Beltramiho objev — nemozZnost prostord s nikoliv konstantni
kfivosti, v nichz extrémalami jsou pfimky. Pfibuznou problematikou se L. Berwald
zabyval jesté v sérii praci z let 1934—41 a ve dvou rukopisech. Pfed svou deportaci
do LodZe v roce 1941 odevzdal je P. Funkovi, ktery je publikoval v letech 1946 a 47.
Jako vysledek svého ctyficetiletého plsobeni na technikach v Praze a Vidni napsal
P. Funk rozsahlou uéebnici o variaénim poc¢tu a jeho aplikacich ve fyzice a technice.
Na 7. kongresu rakouskych matematikd v zafi 1968 v Linci charakterizoval P. Funk
v obsahlé pfednasce'®) geometrie s pfimkovymi extréméalami, v nichZ ekvidistanty
piimek jsou opét p¥imky; vratil se k problematice, kterou se zabyval uZ v praci'’)
z roku 1930.

14y Viz autorav preklad jeho nekrologu od M. PiNLA (* 1897 v Duchcové, plsobil rovnéz na
byvalé némecké université v Praze) v Cas. pést. mat. 92 (1967) se soupisem Berwaldovych praci.

135y ,,Uber die Geometrien, bei dznen die Geraden die Kiirzesten sind*, Math. Ann. 101
(1929).

16) ,,Uber zweidimensionale Geometrien mit geradlinigen Extremalen und konstantem Kriim-
mungsmass‘‘.

17) ,,Uber Geometrien, bei denen die Geraden die kiirzesten Linien sind und die Aquidistanten
zu einer Geraden wieder Gerade sind‘‘, Monatsh. Math. Phys. 37 (1930).
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Vidime tak, Ze jeden smé&r Hilbertova &tvrtého problému je vytyéen jmény Dar-
boux —Hamel — Berwald — Funk. Jsou pro néj pfiznaéné aplikace variaéniho poctu.
Jiny smér, zaloZeny na axiomatické metodé, je predstavovan jmény Minkowski—
Hilbert — Busemann. Poslednimu se podafilo Hilbertovu problematiku nejvice roz-
vinout.

Naznacili jsme, jak Hilbertova uloha ma mnoho feSeni. Toho si uZ pfed vice neZ
tficeti lety vSiml H. BUSEMANN (¥1905), dnes jeden z vedoucich americkych geometri.
Pfipoji-li se daldi podminky, zistava stale jesté velka oblast feSeni. Uvedme priklad:
Pozaduje-li se navic od geometrie z Hilbertova problému, aby se v ni vzdalenost ne-
zmé&nila posunutim, dostdva se geometrie Minkowského [podle obr.2 a (5) nema
translace usetky 4B vliv na jeji délku, neplati to viak uz — srv. obr. 3 a (7) —
v geometrii Hilbertov€ anebo o otodeni isecky AB]. Uz v knize'®) z roku 1942 o met-
rickych metodach ve Finslerovych prostorech a zakladech gecometrie navazal H. Buse-
mann na geometrii, kterou D. Hilbert popsal v citovaném dopisu F. Kleinovi. Sou-
Casné v této knize zacal se systematickym studiem metrickych prostort, v nichZ dvéma
body prochazi pravé jedna geodetika. S rozsahlou diskusi Minkowského a Hilbertovy
geometrie a obecngji projektivnich metrik pokradoval v udebnici'®), kterou vydal
v roce 1953 spolecné s P. J. Kellym. VySetfovani z prvni knihy rozvinul v rozsahlou
teorii G-prostori (pismeno G ma upominat na geodetiku) v monografii*®) z roku 1955
a jejim doplitku z roku 1970 o syntetické diferencialni geometrii*'). Vyznamny spe-
cialni pfipad dostaneme, kdyZ v G-prostoru jsou geodetikami oby&ejné pfimky; tako-
vému prostoru se fika Desargutiv. Ve své posledni knize dokazuje H. Busemann
pro n-dimenzionalni Desarguliv prostor Hamelv teorém, se kterym jsme se v rovin-
ném piipadé uz seznamili, a odvolavaje se na prace Berwaldovy a Funkovy charak-
terisuje mezi n-rozmérnymi Desarguovymi prostory Minkowského a Hilbertovu geo-
metrii.

Dospéli jsme tak aZ ke spojeni linii, které jsme uvedli o dva odstavce vySe. Buse-
mannuv smér je stale v prudkém rozvoji. Busemannovi Zaci tvofi pocetnou Skolu;
jmenujme z ni aspont E. Zaustinskyho, autora knihy o nesymetrickych vzdélenos-
tech??). Pfitkneme-li matematickému problému hodnotu imé&rnou mnoZstvi otazek,
které se jeho feSenim objevuji, pak ¢tvrtd Hilbertova tloha, ktera se po sedmdesati
letech rozviji v rozsahlé teorie, jisté€ nepatti k malo vyznamnym.

18) Metric Methods in Finsler Spaces and in the Foundations of Geometry, Princeton 1942,

19) Projective Geometry and Projective Metrics, New York 1953; rusky preklad 1957,

20) The Geometry of Geodesics, New York 1955; rusky preklad 1962.

2 1) Recent Synthetic Differential Geometry, Berlin 1970; srv. autorovu recenzi v Cas. pést. mat.
97 (1972), v niz je i vylozern Busemannuv pojem G-prostoru a Busemannova teorie postavena
i vedle jinych smérh v diferencidlni geometrii.

2 2) Spaces with non-symmetric distance, Providence 1959.
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