Pokroky matematiky, fyziky a astronomie

Paul R. Halmos
Zpomalil se rozvoj matematiky? (1. ¢ast)

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, Vol. 36 (1991), No. 5, 262--276

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/139659

Terms of use:

© Jednota ¢eskych matematik a fyzikt, 1991

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/139659
http://project.dml.cz

Zpomalil se rozvoj matematiky?
(1. &ast)

Paul R. Halmos, Santa Clara, USA

Paul Halmos ziskal tfi akademické stupné na univerzité v Illinois; brzy poté, co dosahl posledniho,
stal se na né&kolik let asistentem Johna von Neumanna. Od té doby vyu&oval na mnoha univerzitich
(mj. v Chicagu, Michiganu a Indiang) a hostoval na mnoha daldich (mj. v Miami, v Montevideu,
na Havaji, v Edinburghu a v Z4padni. Australii). Od r. 1985 ptisobi na univerzit& Santa Clara. Jeho
matematické zajmy zahrnuji ergodickou teorii, algebraickou logiku a operatory v Hilbertové prostoru.

Prolog. Vime vibec néco, co neznal jesté Dedekind? Asi bychom méli védét. De-
dekind zemfel v tnoru 1916. Sest tydni predtim, v silvestrovsky podveter roku 1915
byla v Columbusu v Ohiu zaloZzena Matematickd asociace Ameriky (MAA). V sou-
vislosti s oslavami tohoto diamantového vyro&i, porddanymi v srpnu 1990 zde v Co-
lumbusu, jsem na sebe vzal tikol referovat o tom, zdali a jak se zménila matematika
béhem 75 let existence MAA. O piedloZeni takové zpravy se ted pokusim.

Nepokousim se v této zpravé nékoho uéit matematiku, ani jeji historii — pouze se
snazim podélit se s vami o zajimavy pohled na rozvoj matematiky v poslednich 75
letech. Kazdy by mohl zjistit totéZ co ja, pokud by stravil nékolik mésicti prohlizenim
existujicich svazku ¢asopisu Mathematical Reviews a nékolika tuctu dalsich ¢asopisu;
jenZe kazdy se o to nepokousel a j4 ano — a jsem pfipraven vam povédét, co jsem
zjistil.

Zékladni otdzka, kterou jsem si polozil, by mohla byt vyjadiena takto: kdyby vam
n&jaky stroj ¢asu umoznil setkat se znovu s Dedekindem, co byste mu mohli sdélit
o pokrocich v matematice, které se udaly od jeho doby? Ve snaze néjak usporadat
mozné odpovédi, navrhuji rozdélit je do tii skupin: pojmy, exploze a vyvojové etapy.

Prvni skupina se sklddd z novych pojmu, které Dedekind nemohl predvidat ne-
bo olekavat. Z novych slov, ktera vsichni dne$ni matematikové jiz mnohokrat slyseli
a o kterych by se mnozi z nas radi dozvédéli vice.

(Ptiklad: teorie katastrof.) Explozi rozumim usek matematického vyvoje, ktery je
ryzi matematikou, uznavanou celou odbornou vefejnosti, ale ktery sou¢asné dava od-
povéd na tak staré a slavné problémy, 7e se stane senzaci nejen pro védecky &asopis
Transactions, ale na jeden den i pro noviny Times, na tyden pro tydenik Time a na
mnoho mésict pro studentské matematické krouzky. (Ptiklad: véta o étyfech barvach.)
Treti navrhovana skupina zahrnuje hluboké a v nékterych ptipadech dokonce tizasné
matematické pokroky (rikoliv vsak exploze) takového druhu, ze mozn4 nejsou vhodné
do Timesu, ale svym tvircim mohou piinést Fieldsovu medaili. Piiklad: nezdvislost

P. R. HALMOS: Has Progress in Mathematics Slowed Down? The American Mathematical Monthly
97 (1990), No. 7, 561-588. Prelozili OLDRICH KOWALSKI a IVAN NETUKA.
© 1990 The Mathematical Association of America.
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hypotézy kontinua. Mimochodem, ne vsichni prikopnici, o kterych se dale hovoti, do-
stali Fieldsovu medaili a ne vsichni nositelé Fieldsovy medaile jsou uvedeni v tomto
¢lanku. Z kvalitativniho hlediska jsou vak obé skupiny v podstaté stejné. Mnoh4 (ale
ne vsechna) z uvedenych témat jiz byla a jind nepochybné brzy budou zpracovana ve
formé piehlednych élanku v ¢asopise Monthly.

Uvadim celkem 22 témat: 9 pojmi, 2 exploze a 11 vyvojovych etap. Jestlize by
nékdo jiny vybral 22 témat, je zde nad§je, Ze pranik by byl znainy (10 témat? 187)
a znalny by mohl byt i rozdil. Na tom neni nic Spatného. Né&kterd témata, kierd by
sem mohla (éi méla?) byt zahrnuta, ale uvedena nebyla, jsou exotické sféry, Haupt-
vermutung*), NP-tplnost, pseudodiferencidlni operatory a simplexovd metoda. Jedna
véc je jista: at jiz bychom pojednali o jakychkoli tématech, ne véechna by byla stejné
dalezita. Nékteré z vysledku, které probirdm, jsou vysledky typu ,,ano nebo ne“ (jako
je feseni patého Hilbertova problému), v nékterych pkipadech jde o metodu (jako je
rychla Fourierova transformace), v jinych jde o pfistup (jako je nestandardni analyza)
a dalsi jsou gigantickymi teoriemi (jako je Atiyahova-Singerova véta o indexu). Kazdé
z vyjmenovanych témat bylo zafazeno proto, Ze je bud dulezité, nebo je zabavné, nebo
pfinejmensim meélo velkou publicitu a v kazdém p¥ipadé si zaslouZi pozornost. VSechny
naméty maji alespoii jedno spoleéné: zadny z nich nepatii k tomu, co se ob¢as nazyva
aplikovanou matematikou, a specialné 72dny z nich nespada do informatiky. Mél jsem
pro to dva divody: prvni divod je, Ze nezndm prislusny obor, a druhy divod je, Ze
o téchto disciplindch bude uréité pojednano v jinych pfehlednych referatech.

Délka zpracovani témat kolisd od jednoho odstavce aZ po tucet odstavci. Tato délka
byla v kazdém prfipadé uréena slozitosti tématu, tim, co jsem se byl schopen o ném
dozvédét, a ovsem do jisté miry i mou osobni preferenci. V matematické védé zfidka
najdeme néco, co by bylo soué¢asné zajimavé i elementarni; pokud jsem néco takového
nasel, snazil jsem se to uplatnit, i kdyZ jsem tim trochu odbo¢il od svého hlavniho
zaméru.

Jestlize nékterou matematickou partii, o které pojednavam, jiz znate, pak si z mé
informace nic neodnesete, ale pokud ji neznate, ocitite se v nebezpeéi, Ze se néco
dovite. Pravdépodobné se nedozvite piesné znéni véty (matematika neni konec koncii
sbirkou vét, ale souborem myslenek) a zcela urité se nedozvite ditkaz. Utelem jed-
notlivych pojednani neni ani tak véci vysvétlovat jako spise davat do souvislosti. To
miZe znamenat mnoho riznych véci; jednou z nich je, Ze pokud pojednavame o zo-
becnéni nééeho, méli bychom se pfinejmensim zminit o nejjednodussich netrivialnich
projevech toho nééeho. Jinym projevem mého zaméru je, e jednotlivd pojednani jsou
psdna v préze; obsahuji velmi malo obvyklych zkratkovitych symbold z matematic-
ké literatury. PouZijeme-li dnes velmi oblibené fraze, pak tato pojednani maji za cil
pfispét k matematické ,kulturni gramotnosti“: neobjastiuji skute¢nou podstatu téma-
tu, ale pouli vis do té miry, Ze lépe pochopite pfipadnou poznamku, kterou nékdo
nidhodou utrousi pfi odpolednim ¢aji.

Seznam literatury pro ¢éldnek tohoto zaméfeni by mohl byt téméf seznamem lite-
ratury pro celou matematiku. Jako kompromis mezi timto a ni¢im jsem zvolil pfesné

*) yHauptvermutung®, hypotéza Fikajici, ze kazdé dve triangulace hladké variety maji spole¢né
zjemnéni. V obecném pfipadé byla vyvracena J. Milnorem koncem 50.let (pozn. pfekl.).
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jeden odkaz na konci kazdého oddilu. Porozuméni &tenafe, ktery vyuzije nékterého
z téchto odkazu, se, jak doufdm, zvysi na zakladé dalsiho objasnéni, které tam na-
jde. Navic tam takovy ¢tenaf najde dalsi odkazy na ¢lanky a knihy, které pojednavaji
o pfedmétu jeho zajmu.
Ten jediny odkaz za kazdym oddilem se tyka bud slovniku
The Encyclopedic Dictionary of Mathematics
(zkracené EDM), .
ktery byl zpracovan Japonskou matematickou spoleé¢nosti a vydan v M.I.T. Press 1980
nebo &asopisu
The Mathematical Intelligencer
(zkracené MI).
Odkazy na EDM jsou uvadény ve tvaru
EDM 146/B
(coZ se tyka hesla oznateného jako 146/B) a odkazy na MI jsou uvadény ve tvaru
MI 8/1/40
(coz odkazuje na svazek 8, éislo 1, stranu 40).
A to je v8echno; ted se dejme do prace a podivejme se, co jsou to ty pojmy, exploze
a vyvojové etapy.

Pojem 1: Mooreovy-Smithovy limity. Moderni obecna topologie a obzvlasté
jeji uplatnéni na tzv. slabé topologie v uréitych prostorech funkci nas poudily o tom,
Ze limity posloupnosti uz nejsou pro analjzu dostatetné silnym nastrojem.V klasické
analyze se uéime, ¢ mnozina je uzaviena, pravé kdyZ obsahuje limity véech svych
konvergentnich posloupnosti. Existuje ale mnoho duleZitych a uZiteénych topologic-
kych prostort, pro néZ takové tvrzeni neplati. KdyZ se v8ak posloupnosti nahradi
»Zobecnénymi posloupnostmi“ (elegantn{ slovo je ,,sité“) a obyéejné limity jsou odpovi-
dajicim zpiisobem nahrazeny Mooreovymi-Smithovymi limitami siti, klasické diikazy
opét projdou, ¢asto aZ na terminologii, beze zmén, a davaji vysledky stejné uzitec-
né jako klasické posloupnosti.*) (Ptiklad: mnozina je uzaviend, pravé kdy# obsahuje
Mooreovy-Smithovy limity vech svych siti.)

Jmenovany Moore z plodného Mooreova-Smithova ¢lanku z r. 1922 je velky E. H.
Moore (jeden z uéiteli R. L. Moorea) a zminény Smith je jinak vcelku zapomenuty
H. L. Smith. Slovo ,,sit“ bylo, pokud vim, poprvé uzito J. L. Kellym v r. 1950.

Literatura: EDM 89/H

Pojem 2: Distribuce. MnoZina D nekoneénékrat diferencovatelnych funkci s kom-
paktnim nosi¢em v R” je ve zfejmém smyslu vektorovy prostor. Budeme fikat, ze

*) Pripomenime, %e mnoZina M s (é4steénym) uspofddanim £ se nazyvd usmérnéni, jestlize pro
ka¥dé m, n € M existuje p € 1, pro n&% plati m < p an £ p. Zobrazeni usmérnéné mnoziny M do
topologického prostoru X se 1 azyva sif v prostoru X. Necht (pfi zfejmém oznaleni) je {zm}mem
sit v prostoru X a z € X. Rikime, Ze sit {zm}ec M konverguje k z, jestlize pro kazdé okoli U bodu
z existuje m € M tak, Ze zp, € U, kdykoli n € M a m £ n. Poznamenejme, %e v topologii se misto
pojmu sit& Easto uziva pojem filtru (pozn. prekl.).
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posloupnost {p,,} takovych funkeci konverguje k 0, jestlie nosi¢e viech p;, jsou obsa-
Zeny v jisté kompaktni mno#iné a nejen posloupnost sama konverguje k 0 stejnomeérné,
ale i v8echny posloupnosti véech parcidlnich derivaci maji tuto vlastnost.

Je-li nyni f komplexni integrovatelnd funkce na R", potom rovnice

Ty(0) = [ p@)f(@)de

definuje spojity linedrni funkcionél na D a toté je pravda pro f pouze lokalné inte-
grovatelnou. Jestlize p je komplexni mira na R", pak rovnice

Tulo) = [ ole)duce)

definuje spojity linearni funkcional na D. Je-li napf. u(E) = 1, pokud poéatek nalezi
do E, ajinak u(E) = 0 (jinymi slovy, u je bodova hmota v 0), potom T),(¢) = ¢(0) pro
kazdou ¢, coZ vam asi pfipomina kuriézni chovani nééeho, ¢emu se fikdvalo Diracova
delta-funkce (coz v8ak samozfejmé nikdy Zddnou funkei nebylo).

Vsechny spojité linedrni funkcionaly na D se nazyvaji distribuce; inspiraci pro nosi-
tele Fieldsovy medaile Laurenta Schwartze (a dalsich velikdni, na jejichz ramenou sta-
nul) bylo pochopeni faktu, Ze pojem distribuce zobeciiuje pojem funkce a Ze v mnoha
klasickych situacich, v nichZ 24dn4 funkce spliiujici pfedepsané podminky neexistuje,
muze existovat distribuce vyhovujici témto podminkam a pro vdechny praktické GZely
je stejné tak dobra. Typickym druhem ,,pfedepsanych podminek“ je parcidlni diferen-
cidlni rovnice, kterou mame fesit — distributivni FeSeni ¢asto dava stejné mnozstvi
poutzitelnych informaci jako poctivé klasické feseni.

Literatura: EDM 130/B

Pojem 3: Metoda Monte Carlo. Vyznaime si na stole soustavu rovnobézek,
vzdalenych od sebe, feknéme, dva palce a pfedstavme si jehlu (matematicky ideali-
zovanou jehlu, tedy use¢ku) o délce jednoho palce. Upustme jehlu ndhodné na stil
a zeptejme se: jaka je pravdépodobnost toho, Ze jehla nespadne mezi nékteré dvé
sousedni rovnobézky, ale protne jednu z nich? To je slavna Buffonova iloha o jeh-
le a zpusob jejiho feseni neni nijak zvlast obtiZny: najdeme ji jako cviéeni v mnoha
elementarnich uéebnicich teorie pravdépodobnosti. Jako odpovéd vyjde é&islo 1/7.

Je to ponékud piekvapujici? Jak se islo 7 viibec objevi v odpovédi na tuto otazku?
V této chvili to neni to hlavni, ale kdyz uz byla otdzka poloZena, neuskodi ji komen-
tovat. Odpovéd na otazku ,jaka je pravdépodobnost?“ zavisi samoziejmé na zpiisobu,
jakym se jehla dostane na stil — nebo vyjadieno piesnéji, na rozdéleni pravdépodob-
nosti, které se ml&ky nebo vyslovné chape jako zakonitost, jiz je hazeni jehly podfizeno.
Byla zkoumana rizna mozna rozdéleni pravdépodobnosti a jisté nikoho nepiekvapi,
ze se dostavaly ruzné odpovédi. Jedna moznost je pfedpokladat, e stied jehly mizZe
dopadnout se stejnou pravdépodobnosti do kazdého bodu nékteré tisecky, ktera je kol-
ma na puvodni rovnobéiky a je dlouhd, feknéme, tii palce. Nezavisle na tom mizeme
dale pfedpokladat, Ze iihel, ktery bude jehla po dopadnuti svirat se zvolenou tiseckou,

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 36 (1991), ¢. 5 265



muZe byt se stejnou pravdépodobnosti kterdkoli hodnota mezi 0° a 180°. Jakmile se
takto explicitné zminime o uhlech, nemélo by nas prekvapit, e se v odpovédi objevi
¢islo . ' :

Pokud tuto odpovéd pfijmeme, ma to zajimavy dusledek. Provedme nas pokus opa-
kované mnohokrat za sebou a vypoétéme pomér poétu uspésnych pokusu (kdy doslo
k protnuti nékteré z rovnobézek) k poétu vsech pokusi. Zakon velkych &isel ndm
pak fika, Ze tento pomér bude velmi blizky k éislu 1/#. Zavér: hodnota éisla 7 muze
byt uréena fyzikalnim (pravdépodobnostnim) experimentem bez jakychkoliv vypoéta
(s vyjimkou vypoétu pievracené hodnoty na konci pokusu). Tato myslenka byla zndma
a vyuZivdna jiZz pfed par stoletimi — byla to prvni pfedzvést moderni techniky zndmé
jako metoda Monte Carlo, kterd byla v roce 1945 uvedena do praxe Ulamem a von
Neumannem. '

Metoda Monte Carlo m4 ¢asté aplikace v situacich, kdy bézné vypoéty, jaké problém
vyZaduje, se zdaji byt hrozné: nahradme puvodni otazku pravdépodobnostni otazkou,
na kterou existuje tataZz odpovéd a hledejme odpovéd na pravdépodobnostni otazku
bud pomoci skute¢ného experimentu, nebo (spie) pomoci poéitatové simulace ndhod-
ného experimentu. Jednoduchym ptikladem je vypoéet uréitého integrilu fol f(z)dz,
kde f je omezend funkce (pro uréitost, necht 0 £ f(z) < 1 kdykoli 0 £ =z £ 1).
Postupujme takto: zvolme (sami nebo pomoci potitaée) velkou mnozinu dvojic (z,y)
ndhodnych ¢&isel, kde 0 £ z <1, 0 £ y £ 1, a pak uréeme pomér poétu téchto dvojic,
pro které plati y £ f(z), k poétu viech dvojic. Vypoéteny pomér je pak piiblizné
roven Zddanému integralu. -

Tento pfiﬁlad je z hlediska teorie aZ pfili§ naivni, ale skuteéné aplikace ze Zivota
jsou svou povahou velice podobné. Abychom vypoéitali néco, co je zapeklité sloZité
(a nevadi, jestlize to néco je uz samo né&jakd pravdépodobnost), nahradme plivodni
otazku pravdépodobnostni otazkou (nebo jinou pravdépodobnostni otdzkou), ktera se
da snadnéji uréit experimentem (nebo spise potitatové simulovanym experimentem).

Odkud se vzal nazev Monte Carlo? Patrné ma jit o asociaci s ndzvem jednoho
z nejznaméjsich stfedisek hazardnich her na svété. Ndzev ndm napovida, Ze kdyz
nemuzZeme vyfesit néjaky problém, zkusme si s nim trochu pohrat — tj. nahradme
j&j problémem typu hazardni hry, ktery vede k témuZ feSeni a davad nam lepsi Sance
na uspéch.

Literatura: EDM 378/B

Pojem 4: Kategorie. Pokud rozumite vektorovym prostoram a linedrnim zobra-
zenim, mate z devadeséti procent za sebou cestu k pochopeni kategorii. Matematikové
si instinktivné byli po dlouhou dobu védomi toho, Ze vektorové prostory a linearni
zobrazeni se chovaji ,stejné jako“ grupy a homomorfismy a ty se déle chovaji stejné
jako topologické prostory a spojita zobrazeni — tato soubéznost je velikda a pronika
vsim. Kdyz vite, co jsou podgrupy, vite, co jsou podprostory a kdyz rozumite vytvareni
kvocientovych grup, jste 7 dobrém rozpolozeni pro objeveni (znovuobjeveni) definice
kvocientovych prostoru.

Teorie kategorii je formalizaci tohoto instinktivniho chiapdni. Narodila se (Eilen-
bergovi a Mac Laneovi) v r.1945. Kategorie je tiida ,véci“ dvojiho druhu: objekti
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a morfismu spligjicich t¥i snadné axiémy. Zhruba shrnuto, tyto axiémy fikaji, Ze
morfismy lze sklidat, pokud jenom jejich definiéni obory a obory hodnot do sebe
spravné zapadaji, Ze pro kazdy objekt X existuje identicky morfismus z X do X,
a e pokud Hom (X,Y) oznaduje mnozinu vsech morfismi z X do Y, pak X = X '
aY =Y’ je jedinéd moinost, aby Hom (X,Y) a Hom (X " Y') mély stejné prvky.

Vektorové prostory, grupy a topologické prostory zapadaji do tohoto schématu,
stejné tak 1 abstraktni mnoZiny, okruhy, diferencovatelné variety, moduly atd. atd.
V kazdé kategorii mohou byt definovany specidln&jsi pojmy nez jenom morfismy (jako
monomorfismy, podobjekty, direktni souéiny a dualita); vSechny jsou p¥ijemné i pfi-
hodné a z4dny z nich ndm nepfipravi zadné piekvapeni.

Dulezitou &asti teorie kategorii je teorie funktoru. Funktor je zpusob, jak objek-
tium a morfismim jedné kategorie pfifadit objekty a morfismy jiné kategorie. Typicky
ptiklad: kaidy vektorovy prostor ma svij dudl a kazdé linedrni zobrazeni méa své
adjungované zobrazeni. Trividlni ptiklad, ktery se vSak hodi (nazyvany zapominajici
funktor): kazdy topologicky prostor uréuje mnoZinu a kazdé spojité zobrazeni uréuje
zobrazeni — pouze zapomeiite na topologii a na spojitost, a tim piejdete z kategorie
topologickych prostoru do kategorie mnozin.

Teorie kategorii zatala (a takovou i zustava) jako pohodlny jazyk pro popis mnoha
jevu a pro mnohé z nas to je vse, ¢im je. Pro uchviaceného matematika je to pfedmét
vyzkumu, v némi lze zkoumat kvocientové kategorie, adjungované funktory, kategorie
kategorii a dalsi takové véze spletitych sloZitosti velkého puvabu — at to dlouho vydrii.

Literatura: EDM 53/A

Pojem 5: K-teorie. Jestlize U a V jsou koneénérozmérné vektorové prostory nad
redlnymi éisly, potom ma stejnou vlastnost i jejich direktni souéet U @ V. Na prvni
pohled vypada tvofeni direktnich souétu jako naprosto tictyhodna séitaci operace, ale
blizsi pohled ukazuje, Ze je zde néco v nepofadku: tato séitaci operace neni asociativni.
Direktni soucet (U@ V) & W v mnohém pfipomina direktni souet U® (V @ W), ale,
piesné feceno, neni to totéZz. Prvky prvniho souétu jsou uspofadané dvojice, jejichz
prond slozky jsou uspofadané dvojice, kdezto prvky druhého souétu jsou uspotadané
dvojice, jejichz druhé slozky jsou uspoiadané dvojice. Pokuseni definovat zobrazeni,
které kaidému prvku ((u,v),w) prvniho direktniho souttu pkifadi prvek (u,(v,w))
druhého, je jisté neodolatelné. Toto zobrazeni je izomorfismus mezi zminénymi direkt-
nimi souéty a prirozeny zpusob, jak se zbavit neasociativity, je tyto dva izomorfni
vektorové prostory ztotoinit. Jestlize to udéldme (a v nasi situaci je to zcela nor-
malni), vyvstane dalsi mala piekazka, které se stejné snadno zbavime: musime ovéfit,
#e operace séitdni muZe byt jednoznaéné definovana pro t¥idy navzdjem izomorfnich
vektorovych prostoru stejné jako byla definovina pro jednotlivé vektorové prostory.
Musime tedy ukazat, Ze jestlize U a U jsou izomorfni vektorové prostory a V a \
Jsou rovnéZ izomorfni vektorové prostory, potom direktni souéet U @ V je izomorfni
s direktnim sou¢tem U @ V'. To jé pravda a je to téméf zfejmé. Jestlize si to uvédomi-
me, pak direktni souéet dvou tf¥id navzajem izomorfnich vektorovych prostoru mize
byt definovan tak, Ze v kazdé tfidé zvolime jedhoho reprezentanta, provedeme direktni
soucet t&chto reprezentantu a pak utvofime t¥idu, do niz nalezi tento direktni soudet.
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Velmi dobfe — miuzZeme tedy definovat jakysi druh séitani pro vektorové prosto-
ry (ano, souhlasim — spravné bychom méli mluvit o tfidich vektorovych prostori,
ale kazdodenni matematicky jazyk stejné mluvi i nadéale jen o vektorovych prosto-
rech a pouze pfipomina na$i mysli, Ze rovnost jiZ neznamend poctivou rovnost, ale
izomorfismus) — co pak mizZeme fici o tiidé vSech vektorovych prostori vzhledem
k tomuto séitani? Pfirozena otazka je, zdali takto dostaneme grupu. Prvni ¢ast otazky
se zodpovi snadno — existuje jednotkovy prvek, to jest, neutralni vektorovy prostor
s vlastnosti, ze jeho pfi¢itdnim k jinym vektorovym prostorum se nic neméni — jde
o jednoznaéné uréeny 0-rozmérny vektorovy prostor. Druha ¢dst odpovédi je sklic¢uji-
cim zpusobem zaporna: ne, vektorové prostory vzhledem k operaci direktniho souétu .
netvofi grupu, protozZe inverzni, tj. zaporné prvky zde neexistuji. ‘

Tento netlspéch neni podstatny — neni o nic vaznéjsi nez ten, ktery proziva malé
dité, kdyz se nauéilo s¢itat kladna celd ¢&isla, objevilo nulu a je nyni odrazovano svou
neschopnosti postupovat opa¢nym smérem — odé&itani nedava vidy smysl. Odeéist
feknéme prvek u od prvku u + v je mozné, ale odeéteni libovolného kladného celého
¢isla od jiného takového ¢&isla muze a nemusi byt proveditelné. Podobné by mohl nékdo
Fici, Ze odelist prvek U od prvku U @ V je dovoleno a dava vysledek V, ale co mame
délat v obecném piipadé a zejména, jak mdme odeéist direktni souéet UV od prostoru
u?

Vychodisko v pfipadé vektorovych prostori je tiplné stejné jako vychodisko pou-
Zivané pro celd ¢isla: celd &isla, kterd neexistuji, se vytvofi pfikazem nebo explicitni
mnozinové teoretickou konstrukci. Takto lze dodat zapornd ¢isla a stejné tak ,,vekto-
rové prostory se zapornym znaménkem“ — a vysledek je zcela dokonala grupa.

Jaka je to grupa? Odpovéd je snadné zformulovat a snadné i pochopit — aZ na
oznaleni je to totéZ, co aditivni grupa vsech celych ¢&isel. Véc je v tom, ze jestlize
ztotoznime kaidé dva izomorfni vektorové prostory, pak uz neni u dvou vektorovych
prostori co rozlisovat s vyjimkou dimenze (coZ je nezaporné celé &islo), a tedy zpiisob
dodéni ,zépornych prvki“ k souhrnu véech vektorovych prostorii (nebo spise jejich t¥id
ekvivalence) je piesné stejny, jako je postup pii dodani zapornych prvki k nezdpornym
celym é&islum. /

Postup uvedeny vyse muze byt realizovan a ukazal se byt plodnym i v pfipadé, zZe
téleso realnych &isel je nahrazeno libovolnym okruhem. Okruhy se v ,redlném svété“
vyskytuji ¢astéji nez télesa, ale jejich zkoumani je obtiznéjsi. Algebraicka K-teorie je
tasteénym pokusem &elit témto tézkostem. V piipadé téles je vse jednodussi proto,
7e konetnérozmérny vektorovy prostor ma vidy koneénou bazi. Ne, to neni zbyteéna
mnohomluvnost. Abychom si to uvédomili, zformulujeme tento vysledek jinak: koneéné
generovany modul nad télesem m4 koneénou bazi. (Pfipomeiime, ze definice modulu je
zcela podobna definici vektorového prostoru s tim, ze v roli télesa koeficientu se nyni
muze octnout libovolny okruh.) Problém je v tom, ze odpovidajici tvrzeni vyslovené
pro moduly nad okruhy misto nad télesy, neni vidy pravdivé. Je pravdivé pro ,dobré“
moduly, ale pfesnd defini e toho, co je ,,dobré“, je technickd podrobnost, kterda muze
byt zcela jisté vypusténa z piehledného ¢lanku, jako je nas. (Podle vseobecné piijaté
definice jsou dobré moduly ty, které jsou koneéné generované a projektivni.)

Nyni, jestlize vektorové prostory jsou nahrazeny moduly, pak grupové teoreticka
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konstrukce probiha z velké &dsti podobné. S¢itani je definovdno pro ,,dobr"‘ moduly
tak, Ze tvofime jejich direktni souéty; tuto definici je pak tieba ve vyse uvedeném
smyslu modifikovat, aby mohla byt uplatnéna na tf¥idy ekvivalence modulu misto na
samotné moduly; vysledkem je roztomilé asociativni séitani s nulovym prvkem, ale
bez inverznich prvki. (Pozor: uZite¢nou definici ekvivalence je zde ponékud zeslabena
verze izomorfismu, ale hlavni rysy teorie se kazdopaddn& nezméni.) Necht jsou nyni
ptidany inverzni & opaéné prvky, a to pfikazem nebo obvyklou konstrukei vytvafeni
uspofadanych dvojic (,rozdili“) a jejich t¥id ekvivalence; vysledkem je grupa. Rela-
‘ce ekvivalence, kterd definuje nasi grupu, pfifazuje kazdému modulu nad okruhem R
néjaky prvek této grupy — tento prvek hraje roli zobecnéné dimenze modulu. Grupa,
ktera je takto pfifazena danému okruhu R, se oznatuje Ko(R) a nazyva se Grothen-
dieckova grupa okruhu R — a toto piifazeni je prvnim krokem k tomu, ¢emu se fika
K-teorie.

K-teorie dokdze vice nez tento prvni krok: obecné ptifazuje kaidému okruhu R
a kaZdému nezdpornému celému. éislu n abelovskou grubu K,(R), a to zpusobem,
ktery se stava stale vice tajemnym, jak &islo n roste. Pro n = 0 je vysledkem zobecnéni
dimenze, pro n = 1 jde o zobecnéni determinantu; na to, co pfijde potom, se ani-
neptejte. Ale kazdopadné neuskodi, jestlize se zbé&Zné podivame na pfipad n = 1.

Objekty v centru pozornosti nejsou tentokrit moduly, ale automorfismy modulu.
Jestlize okruh koeficientu je téleso, coZ je pro zatatek dobry predpoklad, potom se
muZeme na automorfismy divat jako na nesinguldrni matice. Kdy by mély byt dva
takové objekty pokladany za ekvivalentni? Jedna moznost vychazejici z klasické teorie
" je, %e dvé matice nazveme ekvivalentni, jestlize jednu muZeme obdrZet z druhé ko-
neénou posloupnosti elementarnich transformaci. A elementarni transformace? V této
souvislosti to znamena, Ze pfi¢teme libovolny &iselny ndsobek nékterého fddku (ne-
bo sloupce) k nékterému jinému ¥ddku (nebo sloupci). Alternativni definice: nazveme
danou matici elementarni, jestlize je bud rovna jednotkové matici, nebo se od ni lisi
pravé jednim nediagondlnim prvkem. Elementdrni transformaci pak definujeme jako
vynasobeni, zprava nebo zleva, nékterou elementarni matici. Protoze elementarni ma-
tice ma zfejmé vidy determinant rovny jedniéce, plyne odtud, Ze kazdd matice patfici
ke grupé vytvotené mnozinou viech elementéarnich matic ma determinant 1 a Ze ekvi-
valentni matice musi mit tyZ determinant. Pravé vyslovena dvé tvrzeni jsou snazsimi
polovinami dvou lepsich vét, které Fikaji, Ze matice ma determinant rovny 1, kdy# a jen’
kdy# je sou¢inem elementarnich matic a Ze dvé nesingularni matice (nad télesem) jsou
ekvivalentni, chyz' a jen kdy# maji tyZ determinant. Shrneme: kvocient grupy vsech
invertibilnich matic podle (normalni) podgrupy generované elementarnimi maticemi
je roven (nebo lépe, je 1zomorfm) multiplikativni grupé viech nenulovych prvki télesa
koeficientu.

Cilem tohoto shrnuti bylo ziskat netrividlni tvrzeni o determinantech matic s prv-
ky v'télese, ve kterém se slovo ,,determinant“ viilbec nevyskytne. Pro matice s prvky
v okruzich &ini pouZiti determinantii potiZe, ale elementdrni transformace a elemen-
tarni matice maji dokonale jasny smysl. Pojem, ke kterému vedou, se musi umét vypo-
fadat se dvéma druhy operaci s maticemi: algebraickymi operacemi souétu a souéinu
a geometrickou operaci direktniho souétu. Nejlepsi zpusob, jak to udélat, je pouzit
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podobné tivahy pro nekoneéné matice, z nichz kazda je fakticky direktnim souétem
nekoneéné jednotkové matice a koneéné invertibilni matice (s prvky v prfedepsaném
okruhu R). Vysledna faktorova grupa (podle podgrupy generované mnozinou vsech
elementéarnich matic) se oznaéuje K;(R) a nazyva se Whiteheadova grupa okruhu R.
Ukazuje se, Ze je abelovskd (coZ je netrividlni véta) a jeji elementy jsou zobecnéni-
mi determinantidi (matic s prvky v télese) v témze smyslu, v jakém jsou prvky grupy
Ko(R) zobecnénimi dimenzi (vektorovych prostori nad télesy).

Pouziti K-teorie v algebfe a topologii je mnoho. Zmiiime se zvlasté o tom, Ze to-
pologicka sestienice vyse popsané algebraické teorie se podstatnym zpusobem podileji
na dikazu Atiyahova-Singerova zobecnéni Riemannovy-Rochovy véty.

Literatura: EDM 236/1.

Pojem 6: Rychl4 Fourierova transformace. Fourierova transformace g funkce
f na realné ose je obvykle definovana rovnosti

9(z) = # /‘ o:o f(y)e'™¥ dy;

ptitom se piedpoklada, Ze integral v néjakém dobrém smyslu existuje. Fourierova
transformace je mocnym nastrojem moderni ¢isté analyzy a je také mocnym nastrojem
klasické analyzy a mnohych jejich konkrétrich aplikaci. P¥i jejim pouZiti je samoziejmé
#adouci minimalizovat p¥islusné vypocty. Neni proto piekvapujici, Ze se ¢asto uplatiiuji
" ruzné aproximace jako nahrazeni neomezeného intervalu omezenym a zameéna integ-
ralu souétem.

Proto pfichazi na scénu diskrétni Fourierova transformace — je to transformace,
kterd n-tici (zo, . . ., £n—1) komplexnich ¢&isel pfifazuje n-tici (yo, - . . , yn—1) definovanou
rovnostmi

17! N .
Yq :;Z()xpe_mnpq/n) ‘I=0a lv ceey n—1L
p=

Tzv. rychld Fourierova transformace je drobny postfeh — brilantni drobny postieh
— jehoZ objev se ruzné prisuzuje dvojici J. W. Cooley a J. W. Tukey (1965) a také
C. F. Gaussovi (1805). Postieh spotiva v tom, Ze soucet, diskrétni Fourierovu trans-
formaci, lze spoéist pomoci vyjadieni ve tvaru souétu sikovnych dilé¢ich souétu s uzitim
Sikovnych algebraickych vlastnosti vyskytujicich se kofent jednic¢ky (&isel e~2mipa/ ™).
Obecné rozsifeny nazev pro zminéné algebraické vlastnosti je ,trigonometrické identi-
ty“. Myslenka, ktera takovou sikovnost umoziiuje, spoéiva v. tom, ze Vandermondova
matice vytvofend z mocnin primitivnich n-tych odmocnin z jedni¢ky muze byt pro né-
ktera n faktorizovana takovym zpusobem, Ze pfislusné matice maji mnoho nulovych
prvki a v disledku tolo vypotet dil¢ich souétu spotiebuje méné aritmetiky.

Podle definice diskrétn Fourierovy transformace se vypocet kazdého y, sklada z vy-
poétu n — 1 souéinl (z, krat e=2™P9/" pro p = 1, ..., n — 1) a pak n — 1 souétd
(tasteiné souéty). Protoze mame n hodnot y,, celkova prace znamend n(n — 1) séitani
a tentyZ pocet nasobeni.
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Nejjednodussi verze rychlé Fourierovy transformace se hodi na ptipad, Ze n je souéi-
nem dvou ¢initelu, n = hk. V takovém piipadé si mize rychld Fourierova transformace
vyzadat pouhych n(h+k+1) stitani a n(h+k) ndsobeni. KdyZ napf. n = 100 = 10x 10,
pfima metoda znamena 9900 sé¢itani a 9900 nisobeni, zatimco rychld metoda stoji
1900 séitani a 2000 nasobeni — obrovsky rozdil, ktery se zvétSuje s rostoucim n a pfi
iteracich procesu.

Je to krasnd a uZiteénd soulast té partie matematiky, které se fikdvalo numericka
analyza (pfed pfichodem nazvu informatika). Je to vice nez trik? Dava nam to jakékoli
pouéeni pro &éistou analyzu, pro grupu odmocnin z jednic¢ky? M4 to hodnotnou obdobu
v jinych grupéach?

Literatura: MI 7/3/49

Pojem 7: Nestandardni analyza. Leibniz pouzival nekoneéna a nekoneéné malé
veli¢iny, ale pfipoustél, Ze je to ponékud choulostiva pida. Jeho nésledovnici vyhnali
takové véci z matematického nebe a misto toho pracovali s epsilony a deltami. Moderni
teorie nestandardni analyzy vytahla zapovézené pojmy z podsvéti a snaZi se je postavit
na nohy po boku Cauchyova trunu.

K nekoneéné malym veli¢éinam lze piistupovat tak, Ze je povaZujeme za ,idealni“
prvky, které se v tomto smyslu podobaji bodim v nekoneénu u projektivni roviny.
Jakmile se predpokladd jejich existence nebo jsou definovdny ¢i sestrojeny, hlavnim
nastrojem pro praci s nimi je tzv. princip pienosu, ktery zhruba fika, Ze cokoli lze ve
vhodném formalnim jazyku vyjadfit pravdivé o nestandardnim svété, zistava pravdivé
o standardnim svété. ’

Zakladni standardni svét zhruba sestdva z ,individui“ (Urelemente), z mnozin z nich
sestavenych, z mno%in mnozin a z mnoZin mnozin mnozin a tak dale ad infinitum.
Nestandardni svét ma mnoho dalsich prvki, zhruba to jsou funkce s hodnotami ve
standardnim svété nebo (ponékud ptesné&ji) tiidy funkei, které byly vytvofeny zto-
toznénim vzhledem k vhodné ekvivalenci. V jistém smyslu nové prvky pfipominaji
posloupnosti. Konstantni posloupnost, jejiz konstantni hodnota patfi do standardniho
svéta, piebira roli této hodnoty, ale existuji posloupnosti, které jsou nekoneéné malé
(konverguji k 0) a jiné, které jsou nekoneéné velké (diverguji k oo) a v demokracii
nestandardniho svéta se s nimi zachazi rovnopravné. :

Piipusténi takovych svétii vede k uspofddanym télesim, ktera se podobaji télesu
redlnych ¢isel. V dané teorii roli tohoto télesa piebiraji, ale uz nejsou archimedovska,
tj. nemaji s redlnymi &isly tu spoleénou vlastnost, Ze mald véc, pokud je dost dlouho
nas¢itdvina, se stane velkou véci. Zda se, Ze pro ty, ktefi se dobfe citi pfi uzivani
formaélnich jazyku a véfi, Ze nekoneéné malé a nekoneéné velké veli¢iny jsou intui-
tivné jasné a pfijemné pojmy, je nestandardni analyza uéinnym ndstrojem. Takovi
lidé uméji uzivat jazyk nestandardni analyzy k vymysleni a jsou tim, jak fikaji, vedeni
k objevim, které by élovéku jinak unikaly. Dosud nejvétsi jejich ojedinélé vitézstvi (je-
diné, které kazdy na viru obracejici ¢lanek cituje) je prvni dikaz véty o invariantnim
podprostoru pro jisté specialni operdtory v Hilbertové prostoru od Allena Bernstei-
na a Abrahama Robinsona. Vcelku opravnéné se nenechaji otravovat tim, Ze brzy po
prvnim (nestandardnim) dikazu se dospélo k jinému dikazu (iiplné standardnimu).
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Budoucnost nestandardni analyzy neni vét$iné nevéficich stale jasna. Stane se nebo
se nestane zavedenou partii matematiky, nahradi nebo nenahradi epsilony a delty?
Literatura: EDM 274/E

Pojem 8: Katastrofy. Predstavme si parabolu danou rovnici y? = z a uvaZujme
zobrazeni (projekci) (z,y) — z této kiivky do (nezdporné ¢asti) z-ové osy. A% na
jedinou vyjimku ma kazdy bod k¥ivky okoli, které je homeomorfni svému obrazu pfi
projekci, coZ je otevieny interval pfimky. Vyjimkou je oviem poéatek: pro z4dné okoli
pocatku neni projekce bijektivnim zobrazenim. Tento jev je popsan réenim, 7e poéatek
Je singularnim bodem (hladkého) zobrazeni jednorozmérné variety (paraboly) do jiné
Jjednorozmérné variety (soufadnicové osy).

UvaZujme nyni kulovou plochu, promitnéme ji kolmo do roviny a viimnéme si, Ze
lokalni chovani projekce se méni od bodu k bodu. Kazdy bod na severni polokouli méa
okoli, pro néZ je projekce homeomorfismem, a totés plati pro jizni polokouli, avsak
v bodech rovniku ma projekce druh singularity nazyvany ,zahyb“ (fold). Lokélné to
vypada jako ,,fald“, vidte? Malé okoli bodu na rovniku je pti projekci jakoby prelozeno
pies sebe. '

Dale uvazujme vhodnou kubickou plochu (pfedstavme si ji jako rovinu, kterd je
nejprve zlasti pielozena pies sebe a potom zase piehnuta zpét v ponékud odlisném
tihlu), promitnéme ji kolmo do promitaci roviny a poznamenejme, Ze tentokrat se muze
projekce chovat §patné vice zpusoby. V pfipadé kulové plochy mél kazdy bod roviny, do
kterého se promitl néktery bod plochy, budto jeden nebo dva vzory; v pf¥ipadé kubické
plochy mize byt poéet vzort 1, 2 nebo 3. Body, ve kterych jsou 3 vzory, odpovidaji
regularnim bodim pii projekci, body se dvéma vzory odpovidaji singularitam typu
zahyb a je zde jesté jeden bod s pouze jednim vzorem, pochdzejici ze singularity zvané
hrot (cusp). (Ostatni body s jednim vzorem odpovidaji opét regularnim bodim plochy,
pozn. piekl.) Divod pro nasi terminologii je zde v tom, Ze body ,,zdhybu“ na plose
se promitaji do , polokubické paraboly“ v roviné, jejiz hrot (v obvyklém smyslu toho
slova) vznikne ze stejnojmenné singulérity.

Matematickd ¢ast teorie katastrof studuje problém klasifikace singularit hladkych
zobrazeni (takovych, jako jsou vyse popsané projekce) mezi hladkymi varietami (jako
jsou parabola, sféra a kubicka plocha). Typicky vysledek (v dvojrozmérném p¥ipadé)
fika, ze kazdé hladké zobrazeni plochy do roviny md, po pfipadné malé perturbaci,
za singularity pouze zdhyby a hroty. Ve vyssich dimenzich existuji podobné (a pie-
kvapivé struéné) iplné seznamy ,elementarnich katastrof“. Teorie ma své poéatky ve
Whitneyho dile z roku 1955; od té doby byla obsirné péstovana i aplikovana nékolika
matematiky. Seznam autoru zahrnuje francouzského matematika Thoma a ruského
matematika Arnolda; oba vyznamné pfispéli jak k teorii, tak i aplikacim. V8eobec-
né uznavané aplikace existuji naptiklad v problémech $ifeni vln, pfi studiu elastické
stability a v geometrick? optice.

Odkud se vzal termin katastrofa“? Udajné byl navrien (Thomem?) jako vhodny
zpusob popisu piekvapive nespojitych zmén v okolnim svété. Zde je jednoduchy p¥i-
klad: zavéste zavaZi na vodorovny tram a ptejte se, jaké je nejvétsi snesitelné zatiZeni.
Intuice a zkuSenost napovidaji, ze jak se zvétSuje zatéz, nic zvlastniho se nedéje, snad
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a% na mirné prohnuti. Potom trdm néhle praskne a zavazi spadne — ptiklad katastrofy.
Slozitéjsi piiklad, o kterém se zmituje témér kazdy, kdo o tomto predmétu pise, se tyka
stupné agresivity psa, k némuz se blizi pfedpoklddany nepfitel. Pes pocifuje sou¢asné
strach a zufivost — ktery z obou pocitu je vétsi? Jaka bude jeho reakce: iték nebo
utok? Znovu nam intuice a zkuSenost napovida, %e pes se nejprve zachova zbabéle
a zalne couvat. Potom v8ak, protoze vzdalenost nepftitele se ptili$ zmensila a hrozba
se zvysila nad snesitelnou miru, pes nahle zavréi a zalitoéi — opét katastrofa.

Jak se mohlo stat, ze hlubokd matematické teorie, se skute¢nymi a cennymi apli-
kacemi, se stala tak spornou jako pravé teorie katastrof? Neni vitbec nic $patného na
vétach, které dokazali Whitney, Thom, Arnold a jini — é&eho se pak tykaji polemiky?
Stalo se to proto, Ze néktefi zastanci této teorie (zvlasté saim Thom a Zeeman) popisuji
a narokuji si aplikace, které se jinym autorum (zvlasté Arnoldovi) zdaji byt pfitazené
za vlasy a nerozumné. Aplikace idajné existuji v ekonomii, embryologii, lingvistice,
psychologii a v jinych oborech a zahrnuji téZ jevy, jako jsou volby, dusevni poruchy,
vézeniské vzpoury, srdeéni puls, krachy na burzach a vypuknuti valky.

Zde uvadim é&tyfi z mnoha komentaii, které pochazeji od Arnolda:

»Matematické ¢lanky zakladatele teorie katastrof, René Thoma, byly vydany ve
formé kapesniho priivodce — to je néco, co se v matematice nestalo od dob vzniku
kybernetiky, od niZ teorie katastrof pfevzala mnohé reklamni praktiky.“

»Zvlastni strankou Thomovy prace v teorii katastrof je jeho originalni styl: zavedl
médu, podle které neni tieba uvadét ani zkratkovité formulace vysledki, natoz pak
jejich dikazy.« _

»JestliZze zobrazeni, které nas zaji’m;'i, je znamo do vSech podrobnosti, dostdvame
viceméné pfimou aplikaci matematické teorie singularit na ruzné pfirodni jevy ... Ve
vétsiné praci o teorii katastrof se vSak uvaZuji spornéjsi situace, ve kterych nejenze .
nejsou znamy detaily potfebného zobrazeni, ale i jeho samotna existence je problema-
ticka.“

»,Nedostatky ... teorie katastrof jsou prili§ zfejmé, ne? abychom o nich museli
pojedndvat podrobné. Poznamenejme jen, %e ¢lanky o teorii katastrof se vyznaluji
katastrofalnim sniZovanim trovné pozadavku na piesnost a také pozadavkd na no-
vost publikovanych vysledki. I kdyZ lze chapat negativni reakci specialista v teorii
katastrof na tradiéni zaplavu pfesnych, avsak nudnych a epigonskych matematickych
praci, jejich nedostatek ohledi k predchidcim (ktefi jsou autory vétsiny konkrétnich
vysledki) lze jen tézko ospravedlnit.“

Literatura: EDM 410/K

Pojem 9: Chaos. Slova ,bod“ a ,prvek mnoziny“ jsou pro matematika fakticky
synonyma. Dovolte mi pfedlozit rozumné sloZitou mnozinu, jejiz ,body“ jsou pfece
jenom komplikovanéj$i nez body, s nimiZ se vét$ina studenti obvykle setkdva. Za¢néme
s uzavienym intervalem I = [0, 1] a oznaéme X mnozinu vsech koneénych disjunktnich
sjednoceni nedegenerovanych uzavienych intervali obsazenych v I. (,,Nedegenerovany “
znamena, 7e jednobodové mnoziny nepovazujeme za intervaly.) ,,Bod“ bude znamenat
v nasledujicim odstavci libovolny prvek z X.
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Nechf T¢ je zobrazeni mnoZiny X do sebe, které pilisobi na kazdy bod P tak, ze
odstrani otevienou prostiedni tfetinu kazdého uzavieného intervalu, z nichz se P skla-
da. Uvedme ptiklad: ponévadZ sim interval I je bodem X, obraz T¢(I) mé smysl a je
roven mnoZiné (bodu) [0, 3] U [2,1]. Co se stane, kdy# se zobrazeni Tc mnoziny X
do sebe iteruje? Zaénéme napiiklad s I a postupné vytvofme Tc(I), T2(1), T3(I),.. ..
Takova klesajici posloupnost koneénych sjednoceni uzavrenych intervali je diivérné
zndma kazdému, kdo si nékdy zapsal prednasku z redlné analyzy: prinik této posloup-
~ nosti mnozin je klasické Cantorovo diskontinuum. (Indexem C chceme pfipomenout
Cantora.) ’

Takto popsana transformace je umély, ale zajimavy a inspirujici ptiklad dynamic-
kého systému. Dynamicky systém (podle nejobecnéjsi definice) je zobrazeni mnoziny
do sebe. Tato definice je vSak pfili§ obecnd, nez aby se moc hodila. Pojem' se sta-
va uziteény, kdyz pfislusnd mnozina a transformace, kterd na ni pusobi, maji uréitou
matematicky zajimavou strukturu (algebraickou, analytickou nebo geometrickou) a ve
vech existujicich pracich o dynamickych systémech se takova dalsi struktura skute¢né
vyskytuje.

Pojem ,,chaosu“ je zavisly na pojmu dynamického systému. Zhruba feceno, teorie
chaosu je studium chovani ($patného chovani?) dynamickych systémii v nekonecnu.
Vezméme libovolnou transformaci T' libovolné mnoziny X do X, vytvoime postupng
iterace T, T2, T3, ... a pak poloZme inteligentni otazku, kterd se jich tyka. Ptiklad:
necht X je redlnd osa, definujme T'z jako cos z pro kazdé z z X a zeptejme se: co se pro
riiznd z déje s posloupnosti z, Tz, T2z, T3z, ... ? Ziskat odpovéd je lehké, ale pokud
jste se tim nikdy nezabyvali, poradil bych vam nejprve vzit kalkulactku majici tlacitko
»c0s“, zadit podle chuti s libovolnym poéateénim vstupem z a stale opakované mackat
»cos“. (Vysledek vypada trochu zajimavéji, kdyZ misto stupiii pracujete s radiany.)

Dalsim ptikladem je vyse uvedeny dynamicky systém T¢. Abychom dostali jesté
jiny, a to mnohem hlubsi pfiklad, uvazujme za X uzavfeny interval se ztotoZnénymi
koncovymi body, takze tentokrat ,bodem“ je redlné ¢islo mezi 0 a 1 (véetné) s tim, Ze
0 a 1 se potitaji za stejny bod, a za T, vezméme zobrazeni ,,dvojnasobek modulo 1.

Tak napi.
1 2
Tal-) =+,
3 3
Ty (Z) =§(m0d1):——1:—2',
T 1) o 0
2\3] = .
a
To(V2—1)=Ty(1,414 ...—1)=2v2—-2 (mod 1) = 2,8284...—2=0,8284...
Co se s posloupnosti z, Toz, T2z, Tsz, . .. dée pro rizné hodnoty z ? Miuze konvergo-

vat? Muze uzavér jejich hodnot obsahovat otevieny interval? Tento ptiklad pfes svuj
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relativné nevinny vzhled je ve skutenosti dosti hluboky; je to blizky piibuzny jed-
noho topologicky dulezitého ptfikladu (tzv. Smaleovy podkovy) a jednoho analyticky
dilezitého ptikladu (tzv. jednostranného posuvu).

Ptiklad dynamického systému, ktery vice ne# ty piedchozi pnpomma klasickou ana-
1yzu, se dostane takto: zvolme dvojici konstant a, b a definujme 7' = T ; v R? rovnosti

Tap(z,y) = (y+ 1 — az?, bz).

Transformace tohoto druhu byly zavedeny a studoviany Hénonem. Vzorec z defini-
ce nenaZene strach ani studentum zakladu analytické geometrie, ale studium téchto
transformaci je delikatni a zajimavé. Jejich vlastnosti samoziejmé zavisi na paramet-
rech a a,b. Je-li napf. a = 1,3 a b = 0,3, pak existuje sedmibodovd mnoZina v roving,
ktera predstavuje ,periodicky atraktor“. To znamend, %e iterované obrazy uréitého
bodu roviny bud utetou do nekoneéna, nebo se stéle vice pfiblizuji k jednomu z téch
sedmi bodu, potom k dalsimu, jesté k dalsimu a pak, v osmém kroku, jesté blize

k prvnimu, potom k druhému atd. Jestlize, na druhé strané, ¢ = 1,4 a b = 0,3, pak

iterované obrazy nékterych bodi uteéou do nekoneéna, zatimco pro jiné body se tyto

obrazy shlukuji ke sloZitému systému kf¥ivek, které piedstavuji to, ¢emu se ¥ika ,,podiv-
ny atraktor“ (, Hénontv atraktor“). Dobra definice tohoto pojmu na sebe stile dava

¢ekat. Zd4 se, Ze hlavni vlastnost podivného atraktoru je v tom, Ze je to nekoneéna

mnozina s ,citlivou zavislosti“ na potate¢nich podminkach (af uz znamena cokoli).

Podivné atraktory se napi. vyskytuji pfi studiu turbulence.

Pro¢ se uZiva slovo ,chaos“? Divod je patrné podobny tomu, co bylo pkitinou, Ze
se katastrofy nazyvaji katastrofami. Zda.se, Ze to bude subjektivni (ve skuteinosti
ne matematickd) reakce na neotekdvany projev nespojitosti. Zdrojem zmatku muze
byt skute¢nost, Ze pfekvapiva nespojitost muze nastat ve dvou rozdilnych ¢astech te- -
orie. Dynamicky systém &asto zavisi na uréitych parametrech (stejné jako Hénonova
transformace T, zavisi na a a b) a posloupnost iteraci z, Tz, T?z, Ts:p, ... dynamic-
kého systému T aplikovaného na uréité z ovSem vidy zavisi na poéate¢nim bodu z.
Piekvapiva zména chovani Hénonovych transformaci (od periodického atraktoru k po-
divnému atrdktoru) se povazuje za chaos — nepfedvidatelnost — a samotna existence
Hénonovych podivnych atraktori, ktera v definici dynamického systému neni nikterak
viditelna, se povaZuje za chaos — nepifedvidatelnost. Rad bych zaznamenal hlas od-
poru proti postoji, ktery tato terminologie vyvolava. Vysledky netrividlni matematiky
Jsou Casto piekvapivé, a kdy? je ve hie nekonetno, je to jesté pravdépodobnéjsi. Neni
snadné p¥i pohledu na transformaci fici, co provedou jeji nekoneéné iterace, aviak jen
to, Ze rizné vstupy nespojité vyvolaji rizné vystupy, neospravedliiuje oznaéit je za
chaotické. '

Jedna &ast teorie chaosu si vydobyla popularitu (neblahou proslulost?) a Zddné
povidani o chaosu se neobejde alespoii bez zminky o ni. M4m na mysli véc, které se
¥ika ,fraktaly“.

Umély dynamicky systém T¢, kterym jsme vyklad zahajili, vedl ke Cantorové mno-
#iné, ktera se objevuje v chaosu ¢asto a piirozenym zpuasobem. Zvlastni a dilezitou
vlastnosti Cantorovy mnoziny je to, Ze jeji ¢ast v intervalu [0, %] je podobna celé mno-
Ziné — prosté nafouknéte tuto éast pomoci stejnolehlosti £ — 3z a kousek mnoziny
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piejde na celou mnoZinu. Podobné je ¢4st Cantorovy mnoziny v intervalu [, 7] po-

dobna celé mnoziné. Ve skuteénosti obsahuje kazdé okoli z kazdého bodu z Cantorovy
mnoziny podmnoZinu podobnou celé Cantorové mnoziné. Iterace transformaci maji
sklon k vyrabéni mnozin, které vykazuji takovou ,vnitini podobnost“, tj. mnozin,
které jsou invariantni ke zméné méfitka; sim Hénoniiv atraktor je dalsim piikladem.
Pro matematickou vefejnost neni tento jev novy. Dlouho bylo znamo, #ze Cantorova
mnozina je prototypem velké skupiny mno#in ziskanych rtiznymi architektonickymi
upravami. Piiklad: vynechdvejte, feknéme, misto prostiedni tietiny prostfedni péti-
nu. Jiny piiklad: nahradte vynaté oteviené stiedni intervaly tfeba rovnostrannymi
trojuhelniky. Jesté jiny: provedte vynechavani stfednich ¢4sti misto na intervalu v ob-
délnicich, kruzich & jinych zajimavych podmnozinach roviny. Vsechny takové mnoziny
vykazuji lokdlni vlastnosti, které jsou p¥i prvnim setkani atraktivni a pfekvapujici, ale
které se po delsi znamosti stavaji tak neprekvapujici, Zze jsou skoro banalni — jsou
Jako pratelé, jejichZ spoleénost je stale-zadouci, ale jejichz figura a i gesta zistdvaji
dobfe znama, i kdyZ zestarnou nebo si nasadi masku. ,
Cantorova mnozina je fraktal a takové jsou i variace na dané téma. (Zde nepotfe-
bujeme Zadnou definici tohoto obecného pojmu, ale uvedu jen tak mimochodem tuto
standardni definici: fraktal je mno#ina, jejiz dimenze v obvyklém topologickém smyslu,
ktera je nejvyse rovna jeji Hausdorffové-Besicovitchové dimenzi, je ve skuteénosti ostie
mensi. Topologicka dimenze Cantorovy mnoziny je 0 a jeji Hausdorffova-Besicovitchova
dimenze je log 2/ log 3.) Ditvodem pro popularitu fraktali je jejich pékny vzhled. Uréité
rovinné verze Cantorovy mnoziny, obarvené ¢i nikoli, se dobfe vyjimaji na sténé vase-
" ho obyvaciho pokoje. Zmény jejich velikosti a tvari mohou vytvofit dostateéné hezké
obrazy, aby ze stény ¢i dokonce celého pokoje udélaly muzeum moderniho uméni.
»,Uméni“ — to je slovo, které je tfeba zduraznit. Velky matematik vytvafi nové
véty, objevuje jejich krasné dikazy a svymi publikacemi se s ndmi o své vysledky déli.
Velky kuchar vytvaii nova jidla, objevuje jejich dumyslné recepty a svymi vytvory
se s ndmi o své vysledky déli. Nekoneéna iterace ve stylu Andy Warhola na etiketé
polévkové konzervy se muze tésit oblib&é, a mize byt uménim, ma vsak malo co do
¢inéni s kuchafovym talentem. Nekoneéna iterace ve stylu Cantorovych mnozin miize
byt oblibenym tématem pro konverzaci a muze byt uménim, ale ma malo co délat
s matematickym proniknutim do podstaty véci. Maluvky na polévkovych konzervach
— to neni vafeni; obrazky Cantorovych mnozin — to neni matematika.
Literatura: MI 2/3/126 _
‘ ' Druhd ¢&dst ¢ldnku bude otisténa v pristim Eisle

Musim sa priznat, Ze som si vZdy velmi prial po-
znat hanlivé posudky o sebe; kto mi ich pove-
dal, bol mi viac milejsi ako ten, kto mi rozpraval
o chvéle, ktord mi niekto u#tedril inde, hlavne
ak sa to stalo od ludi méilo ou&enych alebo so
zjavnym prehafianim.
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Dodnes som nebol tak $tastny, aby som napisal
&o len tplne kratky ¢élanok, na ktorom by som
neobjavil, kedykolvek som sa nan znovu pozrel,
nedostatky, ktoré mi pripadali tak velké, Ze som
sa za ne hanbil. Hlavne pokial ide o moje priho-
vory.

BERNARD BoLzANO
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