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Numerické metody a pocitace

Jaroslav Krdl, Praha

V této poznamce se pokusime specifikovat problémy vznikajici pfi aplikaci numeric-
kych metod pfi feSeni tiloh v&deckotechnického typu na samod&inném poéitadi. NiZe
uvedené poznatky jsou pfevaZné€ intuitivniho rdzu a vychazeji z dlouholeté praxe
u samodinnych poéitadi a nepfedstavuji Zidnou ucelenou teorii. Jakkoliv se mnohy
z niZze uvedenych faktli miZe zdat samoziejmy, praxe ukazuje, Ze mnozi feSitelé tiloh
na podita¢ich si mnoha samozfejma fakta neuvédomuji. Je to pravdépodobné disledek
toho, Ze prace pfi aplikaci numerickych metod ma jisté specifické rysy a problémy,
které jsou jen velmi nedostateCné zachyceny v odborné literatufe.
Pii aplikaci numerickych metod (a pfi feSeni libovolného problému) na poditadi
se numerické metody pouZivaji jako prostfedek zpracovani informaci, nebof tkolem
je ziskat z informaci (dat), které jsou k dispozici, soubor informaci (vysledki), davajici
feSeni n&jakého problému. Pfi takové aplikaci numerickych metod je moZné jen z&asti
vyuZivat matematickych tvrzeni a v& tvoficich hlavni naplii numerické matematiky,
pongvadZ neni obvykle moZné ovéfit platnost pfedpokladii, za kterych pfislu§né tvrzeni
plati a dana numerickd metoda konverguje. Platnost pfedpokladii a pouZitelnost n&jaké
metody je proto ¢asto nutné ovéfovat experimentem, v némZ se dany numericky proces
provede a né&akym zpisobem ov&f, Ze vysledky jsou ,,rozumné‘. Tento postup je
nutny i z toho diivodu, Ze je to jedina cesta, jak ov&fit vhodnost matematického modelu
popisujiciho néjaky redlny problém.
Dalo by se namitnout, Ze vlastné nelze pro néjaky problém stanovit, Ze n&jaké vysledky
jsou ,,rozumné®, ponévadZ bud jsou znadmy vysledky pfedem a neni tfeba nic poditat,
anebo lze jen sté€Zi ,,rozumnost vysledki odhadnout. Ve skuteCnosti neni situace
zdaleka tak beznad&jna, Casto byvaji znamy hodnoty (»»vysledek*) pro n&které hodnoty
vstupnich parametrii nebo jsou znamy jisté kvalitativni charakteristiky chovani modelu
atd. Priklady takového odhadu ,,rozumnosti* jsou uvedeny niZe.
Pfi feSeni né&jakého problému na poditaci musi feSitel problému vyfesit tyto ukoly:
(1) Zvolit matematicky model problému (napf. systém obylejnych diferencialnich
rovnic; model viak nemusi byt vZdy formulovan v terminech klasické matematiky).

(2) Zvolit metodu (pfiblizného) feSeni modelu (napf. metodu Rungeho-Kuttovu). Zde
se Casto pfevadi spojity problém na problém diskrétni, tj. napf. problém nalezeni
funkce x(t) se pfevadi na problém nalezeni pfibliZznych hodnot funkce x(f) v bodech
t,t + h, t + 2h, (h je tzv. krok diskretizace).

(3) Stanovit vypoletni postup (metodu algoritmizovat), tj. nalézt posloupnost pfesn&
definovanych vypod&etnich krokii poéitajicich feSeni problému.

(4) Vypoletni postup naprogramovat, tj. popsat vypodetni postup v n&akém progra-
movacim jazyce.

(5) Program (tj. zépis vypoletniho postupu — algoritmu v programovacim jazyce)
,»-odladit*, tj. zbavit (formalnich) chyb.
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(6) Realizovat vypolet na poditadi. Ovéfit, zda jsou vysledky ,,rozumné®, tj. zda v (1)
a% (5) nedoslo k n&jaké chybg.

Poznamenejme, Ze &asto jsou k dispozici jiZ hotové programy pro jednotlivé b&Zné&jsi
matematické metody, takZe v (3) a (4) a z&sti i v (5) se prace podstatn& zkrati. N&¢kdy
jsou k dispozici hotové soubory programi pro né&jaky konkrétni problém. V tom pfi-
padg je nutné dodat pouze vstupni data. Tento pfipad nebudeme samoziejmé& diskutovat.

ZkuSenost ukazuje, Ze nebyva problém ziskat dostate€nou znalost programovaciho
jazyka a programovani. ObtiZzng&j§im problémem je algoritmizace. Hlavni obtiZ byva
pfi volb€ modelu a volbé metody FeSeni a pfedevsim pfi odhadu ,,rozumnosti‘‘ vysledkd,
coZ je jedina cesta, jak zjistit, zda n€kde nedoslo k chybé. Navic nejsou obvykle znamy

v

postupy, jak odhadnout pfi€inu chyb.

Chyba miiZe byt zplisobena chybou ve vstupnich datech nebo nedostate¢nou piesnosti
vstupnich dat, chybou v popisu algoritmu (programu), chybou v modelu, zaokrouhlova-
cimi chybami a (v p¥ipadg, Ze je model spojity) chybou vzniklou ptevodem spojitého
modelu na diskrétni problém ve (2) (chyba diskretizace). Pfekvapuje, jak &asto se
zapomina na pfesnost a spolehlivost vstupnich dat. Zde oviem jde spiSe o opomenuti,
pon&vadZ zejména udaje o pfesnosti vstupnich dat jsou obvykle snadno odvoditelné
(napf. pfi odetitani z grafu nebude pfesnost lepsi nez 1% atd.). Obtizn&jii je odhad
chyby diskretizace a to, zda neni pfili§ velka chyba zaokrouhleni. NejobtiZn&jsi je odhad
vérnosti modelu, kde je nutna spoluprace odbornika, ktery model navrhl.

Vyjdéme nejprve z pfedpokladu, Ze zvolenj matematicky model vystihuje problém
s dostateCnou pifesnosti a Ze data maji rovnéZz dostateCnou piesnost. Matematicky
(teoreticky) model byvéa &asto spojity, napf. je tfeba nalézt funkci U(x, y) vyhovujici
na né&jaké oblasti G jisté rovnici a musi byt aproximovan né&jakym diskrétnim modelem
aproximujicim teoreticky model (napf. nalézt hodnoty U; ; vyhodujici soustavé line-
arnich algebraickych rovnic tak, aby |U, ; — u(x;, y;)| < ).

Na této urovni miZeme diskrétni aproximaci (napf. pfi feSeni ulohy) povaZovat
za model problému reprezentovaného teoretickym modelem.

Kone€na aritmetika poditale pocitajici v &iselné soustavé o zakladu r (v pohyblivé
fadové &arce, podrobnosti viz napf. [9]) je charakterizovina dv&ma parametry ,,roz-

sahem* q a ,,poltem cifer, na n&Z se po¢ita‘ m; m je takové nejmensi pfirozené &islo,
m

pro které plati, Ze pro kazdé &islo pfesné& zobrazitelné v aritmeticeje a = a ¥ a = r~
Zaklad Ciselné soustavy r byva 2 nebo 10. ¥ a * znadi operace v kone&né aritmetice
pocitade, * zna¢i nasobeni.

Rozsah g udéva interval hodnot ¢isel zobrazitelnych v aritmetice pocitade. Pocita&
muiZe pracovat s Cisly x, pro né€z plati ]xl < rf, pfiCemZ q je nejmensi pfirozené Cislo,
pro néZ je tato nerovnost splnéna. Aritmetiku redlnych &isel mtiZeme povaZovat za ,,ko-
neénou‘‘ aritmetiku s ¢ = m = 0. Je-li a realné &islo, je @ jeho zaokrouhlen4 hodnota
zobrazitelna v aritmetice po&itade (napf. pro r = 10, a = 1/3, q>0, m=6ja=
= 0,333333, pro b = 0,8623999 ...je b = 0,862400). r~™ nazyvame piesnosti pocitade.
Na né&kterych poditadich je moZné realizovat vypoéty v aritmetikach s ,,jednoduchou

zé6

piesnosti‘‘ na m cifer a v aritmetice s vicenasobnou pfesnosti na km cifer.
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Poznamenejme, Ze ve vnit¥ni reprezentaci byvé d vyjadfeno ve tvaru th.r?, kde th je
tzv. mantisa, th = 0 nebo 1/r < th < 1, th je reprezentovino m ciframi. Pro exponent p
plati p < q. Cisla, pro n& p < —gq, se zobrazi jako 0.

Jednim z neptfjemnych disledkd kone¥né aritmetiky je fakt, Ze je-li [h| < t*r™™
(* zna¥f nasobeni) a po&itdme-li posloupnost ¢, = t + ih podle vzorce t,., = t, + h,
je tjeq = Hi-y T i* h =1, tj. posloupnost {1.} obsahuje samé stejné &leny. Dokonce
i posloupnost {¥;}, kde #, =#F i+ h, bude pro h =Fer ™% k=1 obsahovat
useky délky nejméné& r* stejnych hodnot. Pozorny &tendf na tomto mist& jist& postfehne
nebezpedi plynouci z volby pfili§ malého kroku h pfi diskretizaci.

V daliim bude pro funkci f f(x) znagit hodnotu f vypo&tenou z % v kone&né aritme-
tice poditace.

Nechf teoreticky model je v aritmetice redlnych &isel aproximovan s pfesnosti E = Ch®,
kde C je neznimy koeficient, h parametr diskretizace (napf. krok sit&). PFi vypo&tu
v kone¥né aritmetice se chyba Ch* s&ita ,,Sumem* (chybou) zaokrouhlovini. Chyba
zaokrouhlovani je obvykle im&rn4 poétu operaci a obecné& roste se zmen$ovanim h.
Priibéh (stfedni hodnoty) celkové chyby je pak konvexni funkci s grafem tvaru U — viz
obrézek:

T 107 ¢
absolutni
chyba
— chyba v aritmetice =~
s relativni presnosti 2
=== chyba v aritmetice -2n
s relativni presnosti 2
-2
101
107
1078+ Ml
1075+

10% 10" 102 10° 10 10° 10° 10" 1) =

Poné&vadZ neznéme ani velikost minima, ani pro jaké h se minima dosahuje, zdilo by
se, Ze prib&h velikosti chyby nemé p¥i navrhovani postupu FeSeni v&t¥i ddleZitost.
PouZijeme-li v8ak nésledujicich kvalitativnich Gvah (podobné tivahy musime provadét,
chceme-li zhruba otestovat spravnost vySe uvedenych krokd (1) aZ (6) v&etn& odhadu
vérnosti matematického modelu), miZeme odvodit dileZité zavéry: (a) Zvoli-li se h
malé, aby se zajistila dostate&néd pfesnost, miiZe to vést k hor§im vysledkiim v oblasti
stoupajici v&tve chybové funkce. UZ v&€domi tohoto témé&f samozfejméno faktu miZe
byt zna¢nou pomoci. Uvedme zde konkrétni pfiklad z praxe. Bylo tfeba urdit hodnotu
integralu I, = [? f(x) g,(x) dx, kde g,(x) byla rychle kmitajici funkce. Pon&vadZ nebyla
k dispozici vhodn&j8i metoda, byl integtil aproximovin Simpsonovym vzorcem I,(k)
s krokem h a automatickou volbou kroku. Za dostate&né ptibliZeni I, se povaZovala
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hodnota Simpsonovy formule I,(h), spliiujici podminku |I,(2h) — I,(h)| < &. Pokud
neni pro néjaké h tato podminka spln&na, je vypodet zopakovan pro h/2 misto pro h.

Pongvad? bylo ¢ malé a f(x) g,(x) rychle oscilujici funkce a pro x; = a + ih se po&i-
talo & vztahem %; = X,_, + 2h, doslo k tomu, e viechna x; byla od jistého h stejn4,
takZe pak bylo I,(h) = I,(2h) (viz vySe), aniZ I, = I,. Nastésti v daném piipad& bylo
znamo, Ze I, jsou pro n jako parametr hodnotami jisté hladké, pomalu oscilujici funkce
F(n) s koneZnou limitou v nekone¢nu. Tento fakt umoznil zjistit chybu ve vypo&tu
(i kdyZ o F nebylo nic jiného zndmo). Pro v&t3i ¢ (,,men3i* pfesnost) byly pak ziskany
vyhovujici vysledky.

Z uvedeného pfikladu plynou dileZité zavéry.

(2) Je nanejvySe Zadouci (a Easto postaluje) mit kvalitativni informace o charakterun
chovéni studovaného problému.

(b) Vypodty je nutné provadét s pokud moZno nejv&tsim h (s h na klesajici v&tvi chybové
funkce).

Tyto zavéry jsou samozfejmé, aviak i mnozi absolventi matematicko-fyzikalni fakulty
je bud neznaji, nebo alespoii tyto zavéry neovliviiuji pfistup k feSeni problémil. Vyse
uvedeny pfiklad rovn€Zz ukazuje na potiebu nezédvislych kontrol, jeZ sniZuji pravdé-
podobnost ziskani chybného vysledku.

PoloZme si nyni otazku, zda je moZné pro dosaZeni vyssi piesnosti zmenSovat krok h,
tj. zda jsme na klesajici vétvi funkce chyby. Odpovéd na tuto otdzku muZe dat experi-
ment. Je-li moZné dany vypolet zopakovat se zvySenou pfesnosti (coZ je dnes obvyklé),
Ize vyuZit toho, Ze na klesajici vétvi funkce chyby se budou vysledky ziskané vypoétem
se zvySenou piesnosti lisit od vysledki dfive ziskanych ,,malo*, tj. v mezich chyb plivod-
ni pfesnosti (27"). Ziskame-li v aritmetice se zvy¥enou pfesnosti vysledek x neodchylujici
se od piivodné vypoétené hodnoty o vice neZ x 2", neni s pravdépodobnosti rovnou
praktické jistot€ chyba zplisobena kone¢nosti aritmetiky a Ize pro zvySeni pfesnosti
pouZit vypoétu v plivodni aritmetice se zmenSenim kroku. Nezméni-li se hodnoty ani po
zméné kroku vice, neZ je o¢ekdvand pfesnost, neni chyba zptlisobena ani velikosti kroku
h ani numerickou nestabilitou (chyba je v modelu).

Pfi zpracovani informaci je velmi dileZité zabranit tomu, aby se nedospélo k nesprav-
nym zavérim. Z tohoto hlediska je pro aplikace duleZit&si metoda, pro niZ neznime
pfedpoklady konvergence, ale dovedeme rozeznat takové pfipady, kdy ke konvergenci
nedochazi, neZ metoda, jejiZ konvergence je sice zaruéena, ale za predpokladi, jejichz
platnost nelze ovéfit.

Odstrasujicim pfikladem v tomto sméru je tzv. Griffeho metoda vypoltu kofent
polynomu, pro niZ je zndmo mnoho pfipadi, kdy konverguje; v praxi viak nemiZeme
nikdy pfedem rozhodnout, ktery pfipad nastava, a proto jen za velmi pfiznivé konstelace
hvézd dospéjeme touto metodou k rozumnym vysledkiim. Pfesto v§ak byva této metodé
vénovéna pfi vyuce numerickych metod nezaslouZend pozornost, a nebyva uvadéna
jako typicky pfipad jen obtiZn€ pouZitelné metody.

Z tohoto hlediska jsou velmi cenné takové teoretické vysledky, které umoZiiuji pfimy
odhad ztraty pfesnosti (chyby) provedenim jistého pomocného vypo&tu. Je nap¥. znamo,
Ze relativni chyba pfi inverzi regularni matice A Gaussovou metodou je dana pfevréce-
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nou hodnota Bauerova &isla podminé€nosti, tj. je vyjiddfena pfevricenou hodnotou

vyrazu
In ( min ¢(D14D,) ,
p.,p; ¢~ Y(D;'4A71DTY)

kde D, a D, jsou libovolné regularni diagonalni matice, ¢(B) je spektrilni polomé&r
matice B.

Podobnym testem miiZe byt i pouZiti intervalové aritmetiky ([7]). Intervalova aritme-
tika a algoritmy ji pouZivajici v8ak nebyvaji vidy k dispozici a mimoto jeji odhady
byvaji pfili§ pesimistické.

Je vieobecné znadmo, Ze relativni chyba se vyrazng zvétiuje v téch mistech, kde dochazi
k ,,odeCitani blizkych hodnot*“. Odtud plyne, Ze pfi vypoftu numerické aproximace
derivace podle vzorce f'(x) = (f(x + h) — f(x))/h je nutno postupovat opatrng. Je
dale zfejmé, Ze zhruba fefeno vznikne-li ,,¢islo b s malou absolutni hodnotou** secte-
nim ,,&isel a, ... a, s velkou absolutni hodnotou®, je relativni chyba b pravdépodobng
,,velka‘. Tento intuitivn& zfejmy fakt m4 velice dileZity dusledek. Necht jsou a; koefi-
cienty CebySevova polynomu. Pak je hodnota T(x)S2™"pro —1<x<1laT,mai
koeficienty rovné jedné. Odtud plyne, Ze v okoli +1 a —1 je relativni chyba vypoétené
hodnoty 7;,(x) v aritmetice s pfesnosti 27" rovna 1, tj. T,(x) nem4 ,,74dné platné cifry*.
Pon&vadZ T, mé pouze jednoduché kofeny vcelku dobfe separované, lze intuitivné
vyvodit, Ze pouZiva-li n&jakad metoda vypoétu kofenlt polynomi hodnot polynomu, je
velmi pravdépodobné, Ze pro polynomy stupné n a vice muZe metoda snadno selhat.
Tento intuitivné odvozeny zavér je potvrzovan vypodtovou praxi — vypolet kofeni
polynomi je velmi obtiZna zéleZitost a nejlepsi vysledky davd metoda RR (viz [2])
pfevadéjici problém vypoétu kofend na problém vlastnich &isel a nepouZivajici hodnot
polynomu. Navic se pro dany problém nelze pfesv&dCit, zda byla hodnota kofene
vypo&tena spravn& prostym dosazenim, protoZe pro kazdé x mezi —1 a +1 je T;(x) <
<27

Obratme se nyni k problémiim narokd na &as a pam&t po&itate. Necht M(n) je podet
pracovnich mist v pamé&ti pocitate a 7(n) polet operaci (vtefin) vypod&tového &asu, n
je vhodny parametr, napf. poCet rovnic. ‘

Pro inverzi obecné matice fadu n je M(n) = Dn* a t(n) = Cn®. Odtud plyne, Ze
v disledku omezené kapacity paméti pocitace 1ze jen s obtiZemi invertovat i na velkych
pogitagich matice fada vétSich nez 500. C v t(n) neni obvykle znamo. Pro odhad, jaké
matice miZeme v rozumném Case invertovat na daném pocitai nam miZe poslouZit
hruby (aviak pro dané ugely dostate¢ny) odhad C-z hodnot 7(2n) a t(n). Pro matice
obsahujici mnoho nul lze n€kdy pouZit iterativni metody, napf. metodu Jacobiho nebo
metodu SOR viz napf. [6] a z matice uchovavat jen nenulové prvky (takové matice
vznikaji napf. pfi feSeni parcialnich diferencidlnich rovnic metodami siti nebo koneg-
nych elementf). Poznamenejme Ze existuji vypo&tové procesy, pro které je o(n) = Cn®.

Pro ilustraci postupu aplikace numerickych metod pfi feSeni konkrétni Glohy uvedme
pongkud zjednoduseny piiklad z praxe. Je tfeba pro rizné A z intervalu (1/10, 10) a B
z intervalu (1/2, 1) urit hodnotu integralu
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+ o - . , + o

I(/I, ﬁ) _ J 1 |(-70|53h ﬁx sin (A(x _ ;B)) e—x[smhﬁx/(1+coshxﬂx)]—1 dx = [ R(X) dx .
o x N

6))

Zopakujme hlavni body analyzy tlohy. Pfedn& snadno zjistime, Ze je zaruena konver-
gence v nekone€nu. Je proto nutné vySetfit pribéh integrandu v okoli nuly, nebot
viude jinde je integrand spojitd funkce. Staéi vySetfit chovani zlomku (ostatni funkce
jsou v nule spojité). Zlomek a cely integrand se v okoli nuly chova jako funkce c/x.
Integral (1) v obvyklém smyslu tedy neexistuje. Zadavatel pak zpfesnil tlohu v tom
smyslu, Ze jde o vypodet hlavni hodnoty integralu (coZ je &asty p¥ipad chyby v zadani),
tj. bylo tfeba vypocist hodnotu:

—-e +
lim j J R(x) dx .
e20+ J—0Je

Ponévadz se integrand pro velka x chové ptiblizné jako sin Az/z3, nepodafilo se dok4zat,

Ze je mozZno pouZit reziduovou vétu. Navic bylo obtiZzné v nezjednoduseném zadani

reziduum vypocitat. Jednoduchou substituci y = — y problém pfevedeme na vypocet

limity lim [ (R(x) — R — x)dx. Funkce R'(x) = R(x) — R(—x) je v okoli nuly
20

o ©

omezena. Zdalo by se tedy, Ze integral miZeme potitat jako [¢’ R’(x) dx. To viak nelze,
nebot v okoli nuly vznikaji pfi vypoétu R’ ,,mala &isla‘ odecitdnim ,,velkych‘‘. Dochazi
tam tedy ke ztraté platnych cifer a bliZsi rozbor ukéazZe, Ze takto vznikla chyba ,,pokazi‘
hodnotu integralu vice, neZ je pfipustné. R’ se tedy musi pocitat pomoci Taylorova
rozvoje pro R(x) — R(—x). Pfitom je nutné velmi peclivé volit bod 8, kde se od vypo&tu
podle rozvoje pfechdzi na ptivodni vzorec. Volba ¢ zévisi na velikosti R’ v okoli nuly,
Zadané pfesnosti a vnitfni pfesnosti stroje. Podle hodnoty J a velikosti R’ v okoli nuly
se uréi polet ¢lentl rozvoje. Pro velké hodnoty x jsou hodnoty sinh fx tak velké, Ze
s nimi nelze pocitat, nebot pfekracuji rozsah aritmetiky pocitae. Nastésti pro velka x
je sinh (x)/[1 + cosh(x)] = 1. Nahradime tedy v (1) pro x < § exponent vyrazem
— x — 1. Z podobnych dtvodi je tfeba nalézt &islo Ltak, aby [ R’ dx < &. Nakonec
se tedy realizoval vypolet takto: I(4, ) = [§ R, dx + [5 R, dx + [§ R; dx.V okoli 6
se musi hodnota vypodtena z rozvoje li§it od hodnoty vypoctené podle piivodniho
vzorce v mezich zadané pfesnosti. To bylo vyuZito jako test spravnosti programu.

Je zajimavé, Ze delSi vypo&tova praxe da i dostatek citu pro odhad, zda je matema-
ticky model problému rozumné& formulovan. Je k tomu ovSem tfeba nejen praxe a mate-
matické poznatky, ale také jisté porozuméni pro feSeny problém. Porozuméni problému
nemusi byt nijak hluboké, sta&i odhad chovani reality pro n&které (extrémni) hodnoty
parametri a odhad chovani matematického modelu pro stejné hodnoty parametri.

Pfikladem takového pfistupu je vySe uvedeny piiklad vyuZiti informace o priibéhu
chyby z obrazku na str. 283, kde je znamo pomérné maélo fakt. Vime jen, Ze priibéh
chyby je funkce uréitého typu, Ze se chyba v aritmetice se zvy$enou pfesnosti li§i v jisté
oblasti malo od chyby v aritmetice s menS$i pfesnosti a Ze chyba na stoupajici vétvi
funkce chyby ma viceméné ndhodny charakter. Pfesto jsme byli schopni z téchto
faktl vyvodit fadu duleZitych zavéri.
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Ve formulaci modeld byva daleko nejv&tsi &ast chyb zptisobovana hrubymi nedopatie-
nimi pfi matematické formulaci intuitivnich pfedstav. Nedopatfeni byvaji zptisobena tim,
Ze pfislu$ny odbornik ma sice vcelku spravnou intuitivni pfedstavu, neni viak p#ili§
zvykly matematizovat né€jaky problém do vSech detailii. Neadekvatnost modelu &asto
vede na numerické problémy, které lze jen s obtiZemi fe§it, zatimco u modeld spravng
sestavenych byva takovy pfipad podstatn& méné& obvykly. JiZ vyskyt &isel 10°° a 1073
v n&akém vyrazu budi (asto opravn&né) podezfeni, Z¢ s matematickym modelem je
cosi v nepofadku a Ze by minimalné bylo vhodné zvolit jinak mé&fitka vstupnich dat.
Podobna situace nastava tehdy, je-li pfisluSny proces v principu numericky nestabilni,
tj. siln€ zavisly na zaokrouhlovacich chybéach nebo silné€ citlivy na chyby ve vstupnich
datech. Typickym pfedstavitelem problému takového druhu je test, zda n&aka matice,

napr le
p'sl

pfesného vypoctu vlastnich vektort blizkych nasobnym, v naSem pifipadé poZadavek,
aby pro ]sl < 1072° byly vypodteny vektory (1,1) (1, —1), zatimco pro & = 0 je FeSenim
libovolna ortonormalni baze dvourozmé&rného vektorového prostoru. Divodem k to-
muto tvrzeni je fakt, Ze napf. ve fyzice se malo roz§t&pené spektralni &ary chovaji téméf
jako &ara ,,nerozstépena*, tj. problém se chova ,,spojit€", zatimco v matematické for-
mulaci se objevuje ,,nespojitost (¢ = 0 proti ¢ * 0).

Z toho, co jsme uvedli, plyne, Ze pfi aplikaci numerickych metod na samocinnych
pocitadich je tfeba, aby feSitel

ma nasobné vlastni &islo (uvaddime zjednodusSeny pfiklad), nebo poZadavek

1. byl schopen algoritmizovat metody numerické matematiky;

2. znal vypocltové charakteristiky metody (vliv zaokrouhlovacich chyb, paméfovou
a asovou nérolnost, jeji vyhody a nevyhody), umél odhadnout, na co je metoda
vhodna a na jaké problémy se nehodi;

3. znal programovaci jazyk a programovani;

4. byl si védom nebezpedi plynoucich z kone€nosti aritmetiky (viz pfiklady) a vyvaroval
se bezmyslenkovitého pouZiti naprogramovanych algoritmi;

5. umél odhadnout spolehlivost vysledku a adekvatnost modelu;

6. znal nejen moZnosti, ale i meze moZnosti pocitaci; tento bod je velmi dileZity —
brani pfehnanym pfedstavam o moZnostech poé&ital, coZ zabrani pfiStimu roz-
darovani.

Pro nematematiky jsou dilleZit&jsi praktické pokyny tak, jak jsou uvedeny vyse nez od-
vozeni metody; pro matematiky jsou vSak praktické pokyny rovnéZ neobycejné duleZité.

Tyto poZadavky by mély byt respektovany pfi vyuce numerickych metod na vysokych
§kolach. Pouziti poditadl je spojeno s fadou problémi, které je tfeba pfedavat v plné
souvislosti. Je proto nutné napf. vyuce numerickych metod vé€novat ucelenou pfednasku.
Nelze proto souhlasit s tim, Ze na né&kterych vysokych $kolach nejsou nékteré partie
matematiky vazany na aplikace samodinnych poc&itact, Ze pfi dosti nedavné prestavb&
studia byla dokonce na jisté fakulté zruena samostatna predna¥ka z numerické mate-
matiky.

Na zavér nékolik pozndmek k vychové€ matematiki se zamé&fenim na samoc€inné
pocitade. Vychova matematikl v souasné dob& prodélava bolestivy pferod. MoZnosti
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uplatnéni matematikd v oblasti ,,Cisté matematického* vyzkumu (kter)'l je mozno
provadét prakticky pouze na vysokych Skolach a v Akademii v&d) se zna¢n& sniZily.
Hlavnim potencidlnim polem uplatnéni matematiki jsou dnes samocinné pocitale.
Podle autorova minéni je v této oblasti potfeba mnoho matematicky erudovanych
pracovnikl. Uplatnéni matematik v této oblasti viak nardZi na dvé velké piekazky.
Prvé tkvi v tom, Ze vychova pocitaCové zaméfenych odbornikti v§ech zaméfeni zaostala
za potfebami. To vedlo k tomu, Ze pfi aplikaci poditact pfevladl velmi Easto Gisté
empiricky postup, ktery na jedné strané vedl k tomu, Ze efektivnost vyuZiti pocitadu
v integrovanych systémech Fizeni i mimo n& byva n&kdy dosti nizka (je znadma fada
pfipadi, kdy potita& pouze zdvojuje praci i¢tarny); na druhé strang se n&kdy jen obtiZng
hleda uplatnéni pro pracovniky nezabyvajici se pouze problémy vznikajicimi ze dne
na den.

Druha pfekazka tkvi ve vychov€ matematikill. VySe jsme se pokusili naznadit, jakym
zplsobem je nutné postupovat pfi aplikaci numerickych metod. Tento postup se dosti
li$i od béZnych matematickych postupi, je ¢asto nededuktivni a ma v tom smyslu fadu
spole¢nych rysit s empirickymi v€dami, napf. s fyzikou. Takovy pfistup si jen s obtiZzemi
osvojuje matematik vychovany vyhradng klasickym zptsobem (tj. pfipraveny k feSeni
problémi podle schématu definice — véta — diikaz), zam&fenym spiSe na praci v ramci
dané teorie, ale nepfipravujicim k interakci s ,,nematematickym‘* okolim (s potitaem
&i zadavatelem problému), kde tkolem je nalézt feSeni n&jakého problému (napf.
algoritmus) bez toho, Ze by bylo mozné pfedem stanovit viechny vychozi pfedpoklady.
K dobré praci v tomto smyslu je nutnd velmi dobra uroveii matematického vzdélani
v klasickém smyslu, nesmi viak byt zanedbana ani ,,aplika¢ni‘‘ st pfipravujici mate-
matika na situace, kdy bude spiSe v pozici technika nebo fyzika, kdy bude muset
spiSe konstruovat a experimentovat neZ deduktivné dokazovat. Ziskat dostatecné
znalosti a schopnosti v tomto druhém nededuktivnim sméru neni pravé lehké. Pokud
je matematik zaméfen pouze klasickym zplsobem podtrZzenym navic jistou nechuti
k nededuktivnim postupiim, stoji to mnoho usili a trpkosti u matematika i jeho okoli,
neZ se tato prekazka pfekona. Pfi tom vySe uvedené intuitivni postupy a zkuSenosti
z ,.experimenti‘ mohou byt velmi plodnym zdrojem impulstt pro rozvoj matematiky
(viz napf. [5]). Nelze spoléhat na to, Ze teoretické znalosti stadi (jak se asto d&je). Je-li
totiZ moZné pouZit jiZ hotovou teorii, neni zcela snadné rozpoznat moZnost jeji aplikace
a najit matematickou formulaci problému. Kromé toho teorie schopna plné& feSit jisty
problém ¢asto ani neexistuje.
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Podivate-li se na problém pfesnosti historicky,
poznate, Ze pfesnost se v matematice objevuje
vidy dost opozdén&. Euklidovskd geometrie je
poklddéna za jeden z vrcholi matematické pres-
nosti; z moderniho hlediska je vSak v Euklidové
dile plno mezer. ... Je nemozné dokazat z Eukli-
dovych axiomu, Ze kruZnice ma vnitfek a vnéjsek.
Samoziejmé je dulezité to védét, na druhé strané,
protoZze dikaz vyzaduje zna¢né usili..., bylo
mozna $téstim, Ze si Euklides neuvédomil, Ze
to nemuze dokdézat. ... To neznamen4, Ze Jorda-
nova véta o uzaviené kfivce nemd v moderni
matematice vyznam. Je velmi dileZitd, ale
pfesto existence tak velké mezery v Euklidové
geometrii nesniZuje hodnotu jeho dila.

Dovolte mi pfesko¢it nékolik stoleti az
k Newtonové prici na diferencidlnim a inte-
gralnim poétu. Kdyby néktery z naSich studentl
v 1. ro¢niku postupoval tak ledabyle a neodiivod-
néné jako Newton, uréité by neslozil zkousku.
Piesto zastdvdm nazor, Ze celkové byla Newto-
nova préace velmi cenna.

Dostdvam se k jednomu z nejvétSich jmen
v historii matematiky, k Eulerovi. Euler byl
schopen tvofit pfesnou matematiku, ale pfi-
lezitostné délal véci, ze kterych vstdvaji vlasy
na hlavé; naptiklad jeho manipulace s nékterymi
nekonednymi fadami byla zcela neopravnéna.
Dalii dvé stoleti vyvoje matematiky trvalo zji§-
téni, Zze prakticky vSe, co Euler délal, mohlo
byt zdivodnéno.... Euler mél ,,prost& S$tésti‘
s tucty velkych ideji, z nichz téméf kaida
se ukdzala, Ze je sprdvna. Jeho pozoruhodné
matematické intuici se nikdo nevyrovnal.

Nasledujici pfibéh se vypravi o velmi slavném
modernim matematikovi, jednom ze spolu-
zakladateld velkého odvétvi matematiky. Publi-
koval jisty &ldnek, ve kterém uvedl néjakou
vétu bez dikazu, a jeden rusky matematik ho

dopisem pozddal o zasldni dikazu. N4§ zname-
nity matematik splnil tuto Zadost; asi za mésic
dostal odpovéd. Rusky matematik mu hluboce
dékoval, pfesto musel poukazat na to, Ze zaslany
dakaz se tykal zcela jiné véty a byl nesprdvny.
Nafemu osobitému matematikovi se pfisuzuje
opravdu mnoho nesprivnych dukazd, pfesto
neni mezi tviréimi matematiky nikdo, kdo by ho
nepovaZzoval za jednoho z nejvétSich matematik
tohoto stoleti.

Po tomto pracném historickém tvodu se
vas chci zeptat: Mohou-li Euklides, Newton,
Euler a mnozi soudasni matematici vejit
do historie jako jedni z velkych, a¢koliv nebyli
zdaleka pfesni; nemyslite, Ze stejny poklesek by
se mél odpoustét i sttedosSkoldkiim ?

*

V dobé& pocitacich stroji se musime zamyslet
nad tim, co je praktickym zpusobem feSeni
rovnic a co je nepraktické.

Jednou jsme diskutovali o hleddni kofenu
algebraické rovnice, o uZite¢nosti Hornerovy
metody. Navrhl jsem, abychom to vyzkouseli.
Jeden z mych kolegi mél stejné€ jako ja k dispo-
zici stolni potita&, oba jsme dostali touZ rovnici
patého stupné a méli jsme nalézt néktery jeji
kofen s prfesnosti na pét desetinnych mist.
Kolega mél uzZit Hornerovy metody a ja se
chystal uZit postupnych aproximaci. Musim
s politovdnim Fici, Ze tento zvl4stni test prakti¢-
nosti Hornerovy metody neumoznil Zidny zavér,
protoZe jsem na$el kofen na pét desetinnych mist
dfive, neZ si kolega vzpomnél, jak se pracuje
Hornerovou metodou. Byla to velkd $koda,
protoZe to bylo poprvé (a nejspi§ naposledy)
v jeho kariéfe profesiondlniho matematika, kdy
mohl uzit Hornerovy metody.
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