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Hilbertovy problémy

O pitnastom
Hilbertovom probléme

Jan Cizmdr, Bratislava

Patnasty problém zo série dvadsiatich troch problémov prednesenych Hilbertom
8. augusta 1900 na II. medzindrodnom kongrese matematikov na spoloénom zasadani
5. a 6. sekcie je v poradi druhy z troch problémov tykajicich sa algebraickej geometrie.
Znie ([1]): ,,Presné vybudovanie zakladov Schubertovej ,,vy&isliteInej*‘ geometrie. —
Problém spociva v tom, aby sa na precizny zaklad postavili — s vymedzenim hranic
pouZitelnosti — tie geometrické &isla, ktoré ako prvy definoval SCHUBERT na zéklade tzv.
principov $pecialnej polohy alebo zachovania poétu v kalkule nim vytvorenom.

Hoci moderné algebra v zasade zaru€uje realizdciu procesu eliminicie, pre dokaz
zakonov vy¢islitelnej geometrie treba ovela viac, totiZ je potrebné urobit eliminaciu
v pripade, ked rovnice st skon§truované tak, Ze vopred je dany stupei zavere&nych
rovnic a nasobnost ich koretiov.*

Ako vidno z formulacie pétnisteho problému, uloha nespodiva v ziskani kladnej
alebo zapornej odpovede na konkrétnu otizku. Ulohu je najst — podla moZnosti v hra-
niciach algebraickej geometrie — technické prostriedky, pomocou ktorych by bolo
mozné Schubertov kalkul pozbavif istej vagnosti zapri¢inenej okolnostou, Ze zakladné
pojmy a operacie kalkulu neboli upresnené dostatoéne formalizovanym systémom.
Nedostatky Schubertovho kalkulu st z historického hfadiska bezvyhradne pochopitelné
([2]). Z toho hladiska je takisto zrejmé, Ze rie§enie patnasteho problému sotva kedy
bude moZné pokladaf za uzavreté: droven rieSenia historicky zavisi a bude zavisiet
od stupiia vyvoja algebraickej geometrie, ako sa to v dalSom texte ukaZe na konkrétnych
pripadoch.

Podstata Schubertovho kalkulu je struéne v nasledujicom ([3]): Nech je dana regu-
larna n-rozmerné algebraickad varieta M, obsahujlca ako prvky geometrické objekty
Tubovolnej povahy a parametrizovalelna nejakou varietou projektivneho priestoru,
t.j. mnoZinu v§etkych prvkov variety M, moZno bijektivne zobrazif na mnoZinu vietkych
bodov nejakej variety v projektivnom priestore. k-ndsobnou (algebraickou) podmienkou
predpisanou pre prvky variety M, nazyva Schubert podmienku definujicu (n — k)-roz-
mernt podvarietu V,_, variety M,, pritom prvky variety V,_, spiiiaji prave uvedenu
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k-ndsobnti podmienku. KaZdd k-nasobnd podmienka sa ozna&i symbolom, napr. U,
V, W atd. Symbolicka rovnica medzi k-ndsobnymi podmienkami, napr.

6 U=V+ 12w,

znamena: kaZda ,,v§eobecnd‘‘ k-rozmernd podvarieta ¥V, variety M, ma s (n-k)-rozmer-
nymi podvarietami variety M, definovanymi podmienkami U, V, W spolo&né také pocéty
prvkov, Ze tieto polty dosadené do rovnice (1) davaji identitu. Zavedenim oznad&enia
21U, V), 1V, V), x(W, V,) pre poéty spolo&nych prvkov variety V; po poriadku s vari-
etami U, ¥, W mozZno rovnicu (1) prepisat do tvaru

2 (U, V) = x(V, Vi) + 1/2x(W, V) ,

ktory je algebraickou rovnostou.

Je zrejmé, Ze symbolické rovnice tvaru (1) moZno sc¢itavat, odéitavat, nasobif racio-
nalnym &islom a — ako sa da pri istom roz§ireni vyznamu symbolu (U, ¥,) aj na pod-
variety iného rozmeru ako k uk4zat — aj nasobif A-ndsobnou podmienkou H, teda napr.

U H=V.H+12W.H.

Takéto nasobenie moZno potom rozsirit na nasobenie symbolickych rovnic. Sé&itanie
1 nasobenie je asociativne a komutativne a spolu st viazané distributivnym zakonom.

To st v struénosti zakladné &érty Schubertovho ,,podmienkového* kalkulu.

Vo vyvoji algebraickej geometrie od Schubertovych Cias sa oddelili a jasne formulovali
otazky, ktoré v predchadzajicej formulacii sit zmieSané a nie sii dostatone zretelne
vyrazné. Je to po prvé otdzka spresnenia pojmu ,,geometricky objekt‘‘, na ktory je
Schubertov kalkul aplikovateIny. Po druhé je to problém parametrizicie takéhoto ob-
jektu varietou projektivneho priestoru. Nakoniec je te to problém exaktného vybudova-
nia ,,tedrie priesekov*‘, vedicej v najjednoduch§om pripade k urleniu ¢&isel (U, V), ...
v rovnici (2). V suhrne tieto tri problémy predstavuji problém kompletného exaktného
vybudovania tedrie algebraickych variet.

Geometrickymi objektami algebraickej geometrie v jej vyvoji v hrubych rysoch po-
stupne boli:

a) Algebraické variety nad polom komplexnych ¢isel (,,klasicky pripad‘‘)
b) Algebraické variety nad TubovoInym polom (algebraické variety napr. vo Weilovom

zmysle ([4]))
¢) Schémy v Grothendieckovom zmysle ([5])*)

(V pripade c) pre zachovanie klasickych vlastnosti algebraickych variet v zmysle a)
a b) treba sa obmedzit len na niektoré triedy schém.)

Kazda zo skupin a) — c) predstavuje v jazyku dne3nej algebry kategdriu. Viimnime si,
ako sa v jednotlivych kategdriach rieSia problémy parametrizicie a tedrie priesekov.

S jednym z najjednoduchsich prikladov, v ktorom sa vyskytnu oba tieto problémy,
sa stretneme pri skiimani podmienok, ktorymi je uréena nadplocha stupiia m v n-roz-

*) Vysvetlenie pojmov a) — c), ako aj niektorych dalich ¢o len v najnutnejSom rozsahu by vy-
¥adovalo sériu rozsiahlych samostatnych inform4cii, ktoré v tomto &lanku nie je moZné podat.
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mernom projektivnom priestore P" nad polom k. Takato nadplocha je uréena formou F

stuptia m v (n + 1) neurditych a obsahuje (n + m) koeficientov z pola k. Koeficienty
n

formy v pevnom (napr. lexikografickom) usporiadani mozZno povazovat za bod projek-
tivneho priestoru P™"™, kde (n, m) = (n + m) — 1. (Ekvivalentne moZno Veroneseho
n

zobrazenim ([6]) priradi{ rovnici nadplochy rovnicu nadroviny v P™™) Podmienka,
aby nadplocha prechadzala danym bodom v P", sa vyjadri homogénnou algebraickou
rovnicou medzi koeficientmi formy F chdpanymi ako stiradnice bodu v P™™, o znamena,
Ze obraz nadplochy — bod v P™™ — je bod istej algebraickej variety v P™™. Podmienka,
aby nadplocha obsahovala sti¢asne dva rdzne body, resp. aspoii jeden z dvoch rdznych
bodov, sa vyjadri incidenciou bodu, ktory je obrazom nadplochy, s priesekom, resp.
zjednotenim istych dvoch algebraickych variet v P"™,

Ako ukazuje tento priklad, pri rieSeni problému parametrizacie algebraickych variet
projektivneho priestoru P”" nad Iubovolnym polom k (a toto rieSenie zahriiuje aj para-
metrizaciu algebraickych variet kategdrie a)) treba brat do wvahy stupeil (rad) variety
(definicia stupiia napr. v [7]). Druhym diskrétnym invariantom determinujicim para-
metriziciu je rozmer variety (definicia napr. ( [7], str. 30). Dalej, ak je forma F, uréujtica
v uvedenom priklade nadplochu, rozloZitelna a jej rozklad ma tvar F = Fi ... F¥,
kde F; su ireducibilné formy, treba ireducibilné nadplochy uréené formami Fj, ..., F,
brat nielen ako jednoduché mnoZiny bodov, ale treba ich brat do uvahy s ,,nasob-
nostami‘‘ dy, ..., d,, aby celkovy stupeii zjednotenia ireducibilnych variet v¢itane
,,nasobnosti‘‘ sa rovnal stupiiu nadplochy. Takto sa prichadza k pojmu cyklu ([8]):
cyklus v P" je prvok volnej Abelovej grupy generovanej vietkymi ireducibilnymi alge-
braickymi podvarietami priestoru P"; ma tvar ) n,C;, kde C; si ireducibilné variety
a temer vietky n; = 0. Cyklus sa nazyva efektivnym, ak vSetky (celo¢iselné) koeficienty
n; s nezdporné a aspoil jeden z koeficientov je kladny; cyklus sa nazyva homogénny,
ak vietky v fiom zastipené generatory (generatory nisobené nenulovym koeficientom)
maju ten isty rozmer. Rozmer a stupeii cyklu su definované zrejmym spésobom: rozmer
cyklu sa rovna maximu rozmerov generatorov C; v cykle zastipenych s nenulovymi
koeficientami a stupeil sa rovnd Y. n;.stup C, Parametrizicia homogénnych cyklov
daného rozmeru a daného stupiia sa robi kon$trukciou, ktord pochadza od CHOwA
a VAN DER WAERDENA: k danému cyklu sa zostroji asociovana forma (iné nazvy: adjun-
govana, Cayleyho, Chowova, ,,zugeordnete Form*), ktorej koeficienty v pevhom poradi
su suradnicami bodu (Chowove suradnice cyklu) v priestore parametrov (Chowova
varieta) ([9] alebo [7], str. 40). Efektivny vypodet asociovanej formy aj v najjednoduch-
Sich pripadoch predstavuje zna¢ne zloZity vykon.

V tedrii schém tlohu cyklov projektivneho priestoru P" preberaji uzavreté podschémy
priestoru P"; uzavreté podschémy su v bijektivnej koreSpondencii s triedami ekvivalencie
homogénnych idealov okruhu polynémov (n + 1) neuréitych k[X,, X1, ..., X,), pricom
ekvivalencia je definovana takto: dva idealy patria do tej istej triedy, ak existuje také
&islo m, Ze sa idealy zhoduju vo vSetkych komponentach so stupiiom m a vy$§im. Diskrét-
nym invariantom podschémy nahradzajicim rozmer a stupeti cyklu je Hilbertov polyném
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idedlu ([10]), vyjadrujiici dizku homogénnej komponenty idedlu ako funkciu stupiia
tejto komponenty. Stidium systémov uzavretych podschém s tym istym Hilbertovym
polynémom vedie k tzv. Hilbertovym schémam. Ak sa pre triedu cyklov reprezentovanu
ur¢itou Chowovou varietou utvori aj Hilbertova schéma, je zaujimavé sledovat vztahy
medzi tymito dvoma tutvarmi.

Zovseobecnenim uvedenych postupov sa dostane riesenie v pripade, ked sa projektivny
priestor P" nahradi IubovoInou projektivnou varietou, resp. projektivnou algebraickou
schémou.

Ustrednym pojmom, s ktorym sa naraba v tedrii priesekov, je pojem rozmeru alge-
braickej variety (schémy). Okrem uZ spomenutej definicie ([7]) moZno rozmer alge-
braickej variety (schémy) definovat ako maximum diZok rastucich refazcov ireducibilnych
algebraickych podvariet (uzavretych podschém) obsiahnutych v danej algebraickej
variete (schéme). Téato definicia je pre algebraické variety zhodna s predchidzajucou
definiciou a stihlasi aj s topologickou definiciou rozmeru v topoldgii algebraickych variet
(tzv. Zariského topoldgia, v ktorej uzavretymi mnoZinami su algebraické podvariety).
Zakladné vlastnost k-nasobnej podmienky (ekvivalentné k nezavislych jednoduchych
podmienok) — uréenie (n-k)-rozmernej podvariety na n-rozmernej variete — je v teorii
priesekov, po prvy raz korektne uvedenej v [4], dosledkom tejto vSeobecnejsej vety:
Ak je W n-rozmerna algebraicka varieta (nad IubovoInym polom k), U a V jej podvariety
rozmerov u, resp. v a priesesk U n V nie je prazdna mnoZina, kazda komponenta (t.j.
maximalna ireducibilna podvarieta) prieseku prechadzajica bodom regularnym na W
ma rozmer =u + v — n. Rozhodujicim krokom v dokaze tejto vety je dokaz tvrdenia
o rozmere komponent prieseku variety nadplochou, ¢o je prave pripad jednoduchej po-
mienky (v Schubertovom zmysle). Z vyznamnych ddsledkov tejto ,,vety o rozmere prie-
seku‘ treba spomentf aspoii dva. Prvym z nich je veta o rozmere vrstiev (fibrov) regu-
larneho zobrazenia f variety U do variety ¥: Ak rozmery U, resp. V st u, resp. v, vzor
kazdého bodu variety V je uzavreta podvarieta variety U rozmeru =¢, kde t = u — v
(samozrejme pri splneni predpokladu F(U) = V, & je vidy mozné). Inymi slovami:
rozmer vrstvy v regularnom zobrazenif: U — V je funkcia zhora semispojita na variete V'
v Zariského topoldgii. Druhym désledkom je klasicky ,,princip s¢itania konstant*
([7], str. 116).

Druhym tstrednym problémom tedrie priesekov je definovanie ,,ndsobnosti*“. S oboma
problémami — definovanim rozmeru prieseku a nasobnosti prieseku algebraickych
variet — sa v klasickom pripade po prvy raz ucelene zaoberal van der Waerden v praci
[3]. Ukazal, Ze algebraické variety nad polom komplexnych &isel st triangulovatelné,
orientovatelné a neohrani¢ené (unberandet) topologické variety, pre ktoré sa oba uve-
dené problémy s pouZitim homologickej ekvivalencie daja previest na rieSenie tych istych
problémov v komplexoch. Algebraickd nasobnost prieseku dvoch variet v uréitom bode
sa definuje ako topologicky index daného priesenika (resp. jeho obrazu) v prieseku
prislusnych komplexov. Napriek istym nedostatkom bola tito Waerdenova praca
(okrem celého radu dalSich) velmi zivazna a podnetna pre dalsi vyvoj algebraickej
geometrie.

Algebraicky ucelenu a korektni teériu ,,nasobnosti prieseku‘ podal A. WEIL v praci
[4] (str. 148 a dalsie) zavedenim a vyuZzitim symbolu i(U . V, X; W) pre nasobnost takej
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komponenty X v priesesku U n V' na variete W, pre ktord plati dim X = dim U +
+ dim ¥V — dim W. Pomocou Weilovej tedrie sa podarilo zhrnif a zov§eobecnit va¢Sinu
vysledkov klasickej algebraickej geometrie tykajtcich sa priesekov variet (napr. znama
Bézoutova veta). TaZkosui, ktoré sa vyskytli so zarudenim podmienky podstatnej pre to,
aby platila vicsina vysledkov tedrie priesekov, totiz, aby variety U a V boli vo ,,vSeo-
becnej polohe*, t.j. aby priesek U n ¥ mal patriény rozmer, sa rie§ia na topologickej za-
kladni: v pripade potreby sa variety U, V ,,presunu‘‘ tak, aby sa ocitli vo vieobecnej
polohe. ,,Presunutie’* ma nasledujuci vyznam: podvariety U, V sa chapu ako cykly
(celt tedriu priesekov mozno rozsirit na cykly ([11])), zavedie sa podgrupa cyklov
ekvivalenych s nulou a ,,presunutie’ cyklu znamend jeho nahradenie prvkom z triedy
ekvivalencie cyklu. (Ide pri tom o racionalnu ekvivalenciu ([11], str. 135). (St¢asna
algebraicka tedria priesekov algebraickych variet sa zaklad4 na priradeni istého grado-
vaného okruhu A(X) ku kaZdej algebraickej variete X. Okruh obsahuje triedy ekviva-
lencie cyklov. (V pripade racionalnej ekvivalencie je A(X) tzv. Chowov okruh.) Prira-
denie X —» A(X) je funktor z kategdrie algebraickych variet do kategérie okruhov a for-
malizovany popis jeho vlastnosti umoZiiuje prebudovanie teérie priesekov algebraickych
variet na zdklade tedrie rozmeru okruhu a nasobnosti priesekov takych okruhov. VeImi
zdarne sa s tymto problémom vyrovnal J. P. SERRE v préci [12], v ktorej buduje tedriu
rozmeru a nasobnosti pre moduly véitane rieSenia homologickych otdzok a aplikacii
na algebraicki geometriu; nasobnost prieseku sa tu vyjadruje pomocou funktora Tor;.
Vobec, pouzitie metéd homologickej algebry, ktoré v algebraickej geometrii prvy pri-
pravoval Serre svojou dnes uZ klasickou pracou [13], nachadza dnes v algebraickej geo-
metrii $iroké uplatnenie a je jednou z hlavnych pracovnych metéd. Pomocou tychto
metdd sa dosiahli v suCasnej algebraickej geometrii dalekosiahle zov§eobecnenia, napr.
0.i. zovieobecnenie Riemann-Rochovej vety zndme pod ndzvom Riemann-Roch-Hirze-
bruch-Grothendieckova veta. Aj tuto vetu spolu s mnohymi dal§imi vysoko abstraktnymi
vysledkami treba povaZovat za vyraz sicasného stavu ,,vyCisliteInej‘‘ geometrie, za stav
sice daleko presahujici Hilbertove predstavy pri formulécii patnasteho problému, no
rovnako ako v jeho dobe neuzavrety a podnetny.
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