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Bernhard Riemann

(Ke stopadesatému vyroc€i narozeni)

Ivan Netuka, Jifi Vesely, Praha
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Prochazite-li v knihovné podél polic, sté€zi pfehlédnete sebrané spisy slavnych mate-
matik jako byli L. EULER (asi 70 svazkl), A. CAUCHY (26 svazkil) nebo C. F. GAuss
(12 svazki). Mohli byste vSak pfehlédnout nevelkou asi pétisetstrinkovou knihu obsa-
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hujici Zivotni dilo RIEMANNOVO. ZvaZime-li v§ak nesmirnou my$lenkovou hloubku a bo-
hatost jeho objevi, jejich originalitu a tematickou rtiznorodost a uvaZime-li, Ze jsou to
plody pfibliZn€ patnactiletého tviir¢iho obdobi, dospéjeme jisté k zavéru, Ze Riemann
zaujima v historii matematiky naprosto vyjime¢né misto.

Riemann byva ¢asto povaZovan za ,,Cistého matematika‘®, ale spiSe opak je pravda.
Je vieobecné zndmo, Ze zna&éné rozsitil hranice matematického poznani, zajimal se viak
hluboce i o fyziku a vztah matematiky k fyzikalni realité. Jist€ se nelze nezminit o jeho
pracich z geometrie (metrické i topologické aspekty), o funkcich komplexni proménné,
o diferencidlnich rovnicich, trigonometrickych fadéich a integralu nebo o eliptickych
a Abelovych funkcich, o rozloZeni prvodisel, konformnim zobrazeni, o hypergeo-
metrickych fadach a minimalnich plochach; je viak nutné pfipomenout i prace o vedeni
tepla, o teorii plynli, o magnetismu a statické elektfing, svétle, akustice nebo o stavbé
oka a ucha a o filozofickych otazkach ptirodnich v&d. Slavny n&mecky matematik
F. KLEIN fekl na zadatku tohoto stoleti, Ze nikdo jiny nemél tak rozhodujici vliv na sou-
¢asnou matematiku, jako Riemann. Dal$i vyvoj jeSté zdiraznil vyznam Riemannovych
ideji.

Bernhard Riemann se narodil 17. zafi 1826 ve vesni¢ce Breselenz (nyni NSR) v rodin&
luteranského pastora. Zaklady vzdélani ziskal od svého otce. Pozdé€jSimu svému uciteli
poétl a geometrie pusobil trampoty svou bystrosti. Bohaty rodinny Zivot (Riemann
mél pét sourozencl) a hezké prostiedi domova tvofily jeho citové zdzemi a laska k rodiné
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ho provazela po cely Zivot. R. 1840 odeSel z domova k babicce do Hannoveru, kde
nav§tévoval dva roky gymnazium; po babi¢¢in€ smrti studoval dale v Liineburgu. Cesty
odtud pésky domti, kterych se nechtél zfici, ho dosti unavovaly a byly doprovazeny
prvymi zdravotnimi obtiZemi.

Riemann vynikal v matematice jiZ na gymnaziu a doslova hital knihy a vé€decké prace,
které mu daval feditel Skoly ScHMALFUSs k soukromému studiu. KdyZz mu zapujcil
LEGENDREOVU vice neZ osmisetstrankovou Teorii ¢isel a ptal se po Sesti dnech, kam se
az dostal, odpovédél Riemann: ,,Je to opravdu baje¢na kniha, zvladl jsem ji<.

Ve dvaceti letech se Riemann na otcovo prani zapsal na gottingenské univerzité jako
student filozofie a teologie. Navstévoval viak i pfednasky z matematiky a v kratké dobé
se po svoleni otce plné vénoval jejimu studiu. Gaussovy pfednasky mu jiZ nedavaly
mnoho nového a tak r. 1847 odchazi na berlinskou univerzitu. Jeho uéiteli byli P. D1-
RICHLET, C. JACOBI a J. STEINER; proZil tam r. 1848 i bfeznovou revoluci (byl ¢lenem
studentského vojenského oddilu) a r. 1849 se vratil zpét do Goéttingen, kde od r. 1850
navsté€voval kratky ¢as seminaf z matematickeé fyziky a pracoval pfitom na své doktorské
disertaci. Promoval v pétadvaceti letech a zafal pracovat jako asistent u profesora
W. WEBERA. Na pocatku své pedagogické kariéry mél potiZe, nebot musel zpomalovat
tok svych myslenek, aby mu jeho Zaci rozuméli.

Po smrti Gaussové r. 1855 byl do Goéttingen povolan P. Dirichlet; mluvilo se téz
o Riemannové jmenoviani mimofadnym profesorem, doslo vSak jen ke zvySeni jeho
platu na 200 tolar (ro¢né). TéhoZ roku ztratil Riemann otce a sestru Klaru a tihu
starosti o rodinu pfevzal jeho star$i bratr Wilhelm, postovni ufednik v Brémach, jehoZz
plat byl kralovsky ve srovnani s platem ,,ekonomicky bezcenného‘* matematika.

Riemann v té dobé pracoval zbaven rodinného zazemi s vypétim vsech svych sil a jeho
zdravotni stav se hor$il. Odjel na zotavenou ke svému pfiteli do Harzu, kam za nim
ptijel i jeho kolega a jeden z nejlepSich pfatel R. DeDEKIND. I pfes svou ostychavost
a uzavienost ziskdval Riemann oblibu ve spole¢nosti. Po navratu do Géttingen byl
jmenovan r. 1857 mimofddnym profesorem s platem 300 tolard roc¢né. V té dobé mu
zemfel bratr a kratce po ném sestra Marie — sestry Ida a Helena se pfestéhovaly z Brém
do Gottingen. V jejich pfitomnosti se Riemann zotavoval a postupné ziskaval novou
chut k préci. Nadehazelo nejhezéi obdobi jeho Zivota; bylo relativn€ kratké, bylo vsak
prodchnuto intenzivni tvaréi praci, kterA mu postupné ziskdvala vSeobecné uznani.

Napsat podrobny komentaf k Riemannovu dilu v ¢lanku tohoto rozsahu neni mozné
— sledovani vyvoje Riemannovych myslenek do dnesnich dnti a hodnoceni jejich
vyznamu by zabralo velkou &ast encyklopedie moderni matematiky. Vzdyt jen jeho
obrovsky pfinos pro geometrii by si zaslouZil samostatny ¢lanek minimalné stejného
rozsahu (zajemce odkazujeme napf.na [4] a na rusky preklad jeho dila [6]). Ctenaf nam
proto musi odpustit, v§imneme-li si na ukazku pouze nékolika vybranych vysledk.

Riemannovy prace jsou psany velmi hutné€ a neétou se lehce ani dnes: dikazy jsou
siln€ intuitivni, nékdy neuplné, pokud zcela neschazeji; jsou asto zaloZeny na geome-
trickych pfedstavach a bez vahani se v nich uZiva fyzikalni argumentace.

S Riemannem pfichazi novy pohled na teorii funkci komplexni proménné. Jeho
doktorska disertace ,,Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der Functionen einer ver-
dnderlichen complexen Grosse* (1851; str. 3—43 v [6]) je zakladni praci pro teorii funkci.
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Pojem Riemannovych ploch v této praci zavedenych je dodnes pfedmétem velkého
zajmu matematikid; Riemannova véta o konformnim zobrazeni se stala nepostradatelnou
téz pro fyziky i techniky a prace sama vyvolala zajem nejen o intenzivni studium kom-
plexnich funkci, ale téZ o badani v teorii potencialu a teorii bodovych mnoZin. Topo-
logické metody, které se v této praci objevuji, tvofi zdrodky moderni geometrie a topo-
logie.

Podatky teorie funkci komplexni promé&nné sahaji do druhé poloviny 17. stoleti, kdy
se u I. NEWTONA objevuje (formalni) uZiti mocninnych fad. V 18. stoleti je znima Taylo-
rova fada a v analyze se studuji funkce definované pomoci integralu. Komplexni &isla
se objevuji v roli nezavisle proménné a u Eulera se v druhé polovin€ 18. stoleti setka-
vame se zavrSenim teorie elementarnich funkci komplexni proménné. Zadina se pracovat
i se specialnimi funkcemi — J. d’ALEMBERT a L. EULER dospivaji v souvislosti s ilohami
hydromechaniky k soustavé parcidlnich diferencialnich rovnic

ou ov ou ov
*) H=2, a2

Ox ay’ oy Ox

(znamé dnes jako Cauchyovy-Riemannovy podminky) a hledaji jeji feSeni jako realnou
a imaginarni ¢4st analytické funkce.

Riemann povaZuje za zdkladni a urcujici pro analytickou funkci w = u + iv (pro-
ménné z = x + iy) pravé tuto soustavu (*) a na této vlastnosti analytickych funkci
buduje celou teorii. Podle Dedekindova svédectvi vznikly tyto pro Riemannovu Zivotni
drahu tak dileZité myslenky o prazdninach r. 1847, kdy mu bylo 21 let. Riemann se
viak nezastavuje na této analytické definici a v3imé si rovnic (*) téZ jako podminek
konformnosti zobrazeni z — w. Dospél také k poznatku, Ze (realné) funkce u, v vyhovuji
Laplaceové rovnici, a Ze jsou to tedy harmonické funkce, coZ mu umoznilo vyuZit metod,
které byly (pro trojrozmérny pfipad) znamy v souvislosti s ilohami matematické fyziky.
V Riemannové praci se (dvojrozmérna) Laplaceova rovnice stava zdkladnim kamenem
celé teorie a teorie potencialu zde slouZi jako pracovni nastroj v teorii funkci.

V téchto objevech byly velmi dileZité fyzikalni pfedstavy — Riemann napf. vy-
chazi z fyzikalné zfejmého poznatku, Ze harmonicka funkce je jednozna&né uréena
svymi hrani¢nimi hodnotami. Zastavime se nyni na okamZik u Riemannova pfispévku
k teorii konformniho zobrazeni (zhruba feeno zobrazeni, které je lokalné podobnosti).
Obecny problém konformniho zobrazeni roviny (jehoZ ptivod souvisi s kreslenim map)
byl feSen Gaussem r. 1825, ktery v podstat& ukéazal, Ze konformni zobrazeni je zprostfed-
kovano analytickou funkci. To Riemann védél a chtél tento vysledek zobecnit v ramci
své teorie. Na konci své disertace vyslovil vétu (v obecngjsi form& pro Riemannovy
plochy), jejimZ specidlnim pfipadem je — dnes klasickA — Riemannova véta: Jedno-
duse souvislou oblast D, jejiz dopln€k obsahuje alespoii dva body, Ize zobrazit prosté
analytickou funkci na jednotkovy kruh.

Pro pochopeni vyvoje matematiky je vhodné si blize vi§imnout (alespoii v jednodu-
chém pfipad¢, kdy D je omezend rovinnd oblast ohraniéend Jordanovou kfivkou)
myslenky Riemannova diikazu zminéné véty. Pfedpokladejme, Ze D obsahuje pocatek
a Ze umime sestrojit (realnou) funkci G s témito vlastnostmi:
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(i) G je harmonicka funkce v D — {0};
(ii) v oblasti D plati

G(z) = log IZI — f (fje harmonicka funkce);

Yry

(iii) definujeme-li G = 0 na hranici dD oblasti D, je vzniklé rozsifeni spojita funkce.

Funkce G (v teorii potenciidlu zndm4 jako Greenova funkce oblasti D) je t€mito pod-
minkami jednozna¢né uréena. Funkce

&(z) = exp (G(z) + iH(2)),

kde funkce H se voli tak, aby funkce @ byla analyticka, zprostiedkovava Zadané (prosté)
konformni zobrazeni oblasti D na jednotkovy kruh (viz napf. [3], kap. XII, § 12).

Problém se tedy redukuje na nalezeni funkce G, coZ je ekvivalentni s problémem
nalezeni harmonické funkce f na D, ktera nabyva hrani¢nich hodnot log |z| (Dirichletova
tloha). Pro existenci takové funkce pfesvédCivé mluvi fyzikalni nazor: pfi stacionarnim
dvojrozmérném tepelném toku je teplota popsana harmonickou funkci, pokud je D ho-
mogenni téleso a teplota na hranici dD je popsana spojitou funkci.

Riemann fesil matematicky tento problém pomoci tzv. Dirichletova principu. Zda se,
Ze 1 tento ndzev pochazi od Riemanna, ktery se s podobnym zpisobem uvaZovani
pravdépodobné setkal na Dirichletovych pfednaskach. Je v8ak znamo, Ze mySlenka
uziti extremalni Glohy k dtikazu existence se vyskytuje jiZ u Gausse v souvislosti s meto-
dou nejmensich &étverct. Dirichlettiv princip vsak jiz r. 1833 uZzil G. GREEN pfi studiu
gravitaéniho potencialu elipsoidu. Tento princip spoc¢iva v hledani minima Dirichletova
integralu (integralu energie)

w0 [ ()

minimum se hled4 ve tfid€ funkci vyhovujicich dané okrajové podmince (zde je to pod-
minka f(z) = log [z]). Funkce f, pro niZ se minima nabyva, je harmonicka, a poskytuje
tedy feSeni studovaného problému.

V této uvaze je nékolik uskali. Neni pfedevsim zfejma existence uvaZzovaného minima
(zdména infima a minima!), neni jasné, zda uvazovana ttida funkci, pro néz je 2(f) <
< o0, neni prazdné (obecné totiZ prdzdna byt muzZe) a kromé toho pfi odvozeni faktu,
Ze tato ,,minimalni‘ funkce je harmonicka, se pracuje s kfivkovymi integraly, takze
hranice 6D nemitiZze byt moc ,,obecna*‘.

Jeden z nejvyzna&négjSich aspéchlt matematiky 19. stoleti, Riemannova geometricka
teorie funkci, uzivala podstatné platnosti Dirichletova principu. WEIERSTRASS ostfe tento
princip kritizoval, a tim nesmirné zpochybnil Riemannovy vysledky (a vyvolal zarovei
jejich intenzivni zkoumani). Riemannovi byla tato kritika znama, i kdyz tiskem vysla
aZ po jeho smrti; uznal jeji opravnénost, nicméné o spravnosti své teorie byl neochvéjné
pfesvédéen. ,,Zachrana‘ Riemannovy teorie se stala velkym stimulem rozvoje matema-
tické analyzy ve druhé poloviné 19. stoleti. Nové diikazy Riemannovy véty o konform-
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nim zobrazeni podali C. NEUMANN a H. A. ScHwARrz (1870), avsak teprve na zafatku
stoleti D. HILBERT za urcitych pfedpokladii dokézal opravnénost Dirichletova principu.

Vsimnéme si je§té dalsiho geometrického (lépe topologického) Riemannova pfinosu.
Jeho pfedstava analytické funkce neni vazana jen na oblasti v roving, uvaZuje funkce
definované na raznych ,,plochach®. Mimochodem pfipominame, Ze Riemannovi vdé&di-
me za ,,zrovnopravnéni‘“ bodu oo komplexni roviny prostfednictvim nyni obvyklého
zobrazeni na (Riemannovu) sféru bez ,,severniho pdélu*. Nebylo by rozumné pokouset se
v kratkosti vysvétlovat pojem Riemannovy plochy a jeho vyznam. Jisté je to, Ze se
v analyze (napf. pfi studiu Abelovych integrald apod.) nevyhnutelng setkdvame s ,,vice-
zna¢nymi funkcemi* (jako jednoduchy pfiklad uvedme ,,funkci‘“ w proménné z defino-
vanou rovnici w?>.— z = 0). Riemannova genialita spo&ivdi — zhruba fefeno — v tom,
Ze v jistém smyslu zachranil jednoznaénost vicezna¢nych funkci za cenu nahrazeni ro-
vinného defini¢niho oboru jistymi (Riemannovymi) plochami. Nebude na §kodu uvést
nazor z WEYLOVY knihy o Riemannovych plochach: .. .né&€kdy se pohliZi na Riemannovy
plochy jako na znazornéni (uZitené a cenné) viceznaénych funkci; na Riemannovu
plochu je vSak tieba pohliZet jako na zakladni pojem, jako na pidu, na niZ analytické
funkce rostou a davaji své plody.

V badéni o rozloZeni prvodisel se odrazi Riemannovo mistrovské zvlddnuti komplexni
proménné. Analytické metody v teorii Cisel se ve vétSi mife objevuji az v 19. stoleti;
hlavni problém, ktery si nasazeni analytického aparatu vynutil, se tykal funkce n(x),
ktera udava podet prvocisel nejvyse rovnych &islu x. JiZ L. Euler, A. M. Legendre, C.F.
Gauss a dalsi tusili, Ze pravdépodobné bude platit

* im )
x= 00 (X / lOg X)

P. L. CeBy3Ev dokézal velmi pfesné odhady pro funkci v (**), nepodatilo se mu viak
dokazat existenci limity. VySetfoval funkci (dnes ji nazyvime Riemannova ( - funkce)

@=y ~

n=1MN

pro realné hodnoty z. Riemann v této souvislosti upozornil na nutnost vysetfovat { -
funkci pro komplexni hodnoty z ;pokusil se i o diikaz (**) a poznamenava, Ze by bylo
tfeba znat rozloZeni nulovych bodu { - funkce v pasu 0 < Rez < 1 (tam je funkce defi-
novana pomoci analytického pokra¢ovani). Vyslovil pfitom domnénku (dnes slavna
Riemannova hypotéza), Ze vSechny tyto nulové body leZi na pfimce Rez = }. Toto
tvrzeni neni dodnes ani dokazano, ani vyvraceno. (Rovnost (**) byla dokazana r. 1896.)

Riemannova prace o funkci m(x) vynika naro¢nou poletni technikou i hloubkou
a jemnosti vysledki. TotéZ lze Fici i o dalsi jeho praci o trigonometrickych fadach (habi-
lita¢ni spis z r. 1854). Tato prace pfipravila pidu pro pozdé€jsi budovani teorie funkci
realné proménné. Riemann v ni byl nucen sahnout az do samotnych zakladd soudobé
analyzy. I kdyZ u komplexnich funkci pfedpokladal, Ze funkce (Iépe: tfida funkci) je
vymezena pomoci uréitych vnitfnich vlastnosti, které ji zcela popisuji (viz (*)), u realnych
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funkci zaujimal patrn€ pod vlivem Dirichletovych pfednasek zcela moderni stanovisko
a chapal funkci jako jakékoli ptitazeni x — f(x) mezi reilnymi &isly.

Pro potfeby zkouméni trigonometrickych fad Riemann revidoval dosavadni (Cau-
chyovu) definici uréitého integralu. Riemannova definice, kterd se ndm dnes jevi jako
pfirozena aZ trivialni, méla pro vyvoj matematiky zasadni vyznam. Je totiZ typem jakési
,obecné definice* (o funkci se veelku a priori nic nepfedpokladd). Riemann téZ vySetfil
nutné a postacujici podminky integrovatelnosti a sestrojil pfiklady integrovatelnych
funkci s hustou mnoZinou bodl nespojitosti. Za zminku také snad stoji, Ze patfil k prv-
nim matematikiim, ktefi pochopili, Ze diferencovatelnost neni pro spojité funkce nijak
typicka.

Z vysledki Riemannovy habilitaéni prace pfipomeiime tzv. Riemannovo-Lebesgueovo
lemma (Fourierovy koeficienty integrovatelné funkce konverguji k 0). Riemannova ori-
ginalita spociva téZ ve vySetfovani obecnych trigonometrickych fad (koeficienty nejsou
tedy obecné odvozovany od né&jaké funkce), coZ se ukazalo zavainé pro dalsi rozvoj
realné analyzy; je zde i pfima souvislost s pozdéjsimi CANTOROVYMI objevy v teorii mnoZin.
Riemann si uvédomoval velky rozdil mezi chovidnim mocninnych a trigonometrickych
fad — v&dé&l, Ze o moZnosti vyjadfeni funkce ve tvaru trigonometrické fady rozhoduji
jeji lokalni vlastnosti.

Riemannovy objevy vyvolaly nové problémy, které on sam nebyl schopen vyfesit.
Netiplnost vysledki byla pravdépodobné pfi€inou toho, Ze Riemannova prace o trigo-
nometrickych fadach vy$la az po jeho smrti r. 1867. Dedekind o této praci soudil, Ze
zahrnuje studium ,,nejdulezitéjsich principt infinitezimalni analyzy‘ a dal$i vyvoj tento
jeho nazor plng potvrdil.

Ani zdaleka jsme si nestadili vS§imnout vSech dulezitych Riemannovych vysledki; pfi-
pominame, Ze viech dosahl v obdobi krat§im 15 let. Opustili jsme vypravéni o jeho
Zivoté v obdobi, které bylo pro néj nejkrasnéjsi a kdy jen umrti sourozencti bylo pfed-
zvésti tragického konce.

Po Dirichletové smrti byl Riemann 30. 6. 1859 ustanoven fadnym profesorem got-
tingenské univerzity a v prosinci téhoZ roku byl jmenovan fadnym &lenem berlinské
Akademie véd. Také patizska Akademie véd a Kralovska londynskd matematicka spo-
le¢nost ho jmenovaly svym ¢lenem. Dosahl tim v kratké dobé vSech poct, kterych védec
muZe dosahnout.

Navstivil s Dedekindem Berlin a byl tam pfijat s patfi¢nou uctou C. W. BORCHARDTEM,
E. KuMMEREM, L. KRONECKEREM a K. WEIERSTRASSEM; seznamil se s italskymi matema-
tiky BETTIM a CASORATIM. O velikonocich r. 1860 odjel na mésic do Paftize (pozoruhodné
je, Ze soutéZni prace z matematické fyziky, kterou ptredal pafiZzské Akademii, neobdrZela
Zadnou cenu, ackoliv zlistala po dlouhou dobu nevyCerpatelnym zdrojem cennych mysle-
nek); jeho materialni podminky se natolik zlepsily, Ze se mohl r. 1862 oZenit s ELisou
KocHovou, pfitelkyni svych sester.

Asi za mé&sic po svatb& onemocnél uprostied 1éta zanétem pohrudnice, ktery vyvolal
onemocnéni plic. Na doporuceni lékaft (a na zakladé pfimluv vlivnych pfatel) odjel
do Italie, kde se mu velmi libilo — tamni pobyt do jara pfistiho roku byl snad vibec
nejhez¢im obdobim jeho Zivota. P¥i navratu zpét se silné nachladil a do Goéttingen pfijel
ve velmi §patném stavu. Brzy se musel opét vratit do Italie. V prosinci r. 1863 se Rieman-
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novym narodila v Pise dcera Ida. O rok pozdéji onemocnél Riemann Zloutenkou a téhoZ
roku zemfela jeho sestra Helena.

Stale touZil po navratu k tviréi préci a styskalo se mu po Géttingen, byl ale pFilis slab.
Nabizené misto profesora v Pise neptijal, hlavn& ze zdravotnich diivodi. Na radu lékatt
zustal v Italii pfes dal8i zimu. V 1ét€ 1865 se jeho stav jesté zhorsil, pfesto vSak se v fijnu
vratil do Géttingen. Dokondil praci o { - funkci a pfedal svému Zaku HATTENDORFFOV1
rozpracované pojednani o minimalnich plochach. Zakefné choroba stale vice oslabovala
jeho télo, a tak se v Cervnu 1866 vydal potieti do Itilie. Vilkou zniené traté velmi
komplikovaly cestu — Riemann pfijel k Lago Maggiore zcela vy€erpan. Tam tise zesnul
20. ¢ervna 1866 v Selasce.

Zemfel obklopen svymi drahymi, uprostfed ohromného mnoZstvi napadt a planu,
zemiel klidné a odevzdané, tak jak zZil — byl skromny, tichy, samotafsky, navenek
nékdy nemotorny a melancholicky. Byl véfici ¢lovék a sviij Zivot zasvétil kralovné véd,
které netinavné a oddané slouZil aZ do smrti. Zemfel pfili§ brzo — jako ABEL, GALOIS,
URYSON a jini. Dok4zal presto siln€ ovlivnit vyvoj matematiky a svym nésledovnikiim
zanechat nefeSitelny problém: Jak by se vyvijela matematika, kdyby Zil o 20 let déle?
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O zakladnich pojmech kybernetiky
Referat predneseny na 11. celostatni konferenci o matematice na
VSTEZ, konané ve dnech 28.—31. srpna 1975 v Brn&

Karel Winkelbauer, Praha

Mij tkol proslovit na této konferenci ivodni pfednasku o zakladnich pojmech ky-
bernetiky mé stavi do postaveni velmi nesnadného. Jde o ulohu nejméné tak obtiZnou,
jako je uloha této konference zvladnout obséhlé téma o postaveni matematiky v kyber-
netice a v automatizovanych systémech fizeni.
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