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O vztahu akademika Stefana Schwarza
k aplikdciam matematiky

Otokar Grosek, Bratislava

Dovolte mi podelit sa o niekolko osobnych spomienok, ktoré st iste poznalené
ykapacitou mojej pamiti“, ndsho blizkeho vztahu ako aj mojej osobnej interpretacie
jeho slov a myslienok. Ale bez ich vyslovenia by druh4 — éisto odborna &ast — nebola
moZno pochopend spravne.

Poznal som ho od r. 1965. Mal som rad (okrem inych veci) aj matematiku a on bol
vzdy pristupny na debaty o matematike a jej poslani. Okrem ,politiky* sme sa bavili
o riefeni prikladov MO v8etkych kategdrii, o vychove ,zidvodnych kohov* (rozumej
sustredenia MO a MMO, kde sa preberala litka navyse).

Neskor, ked som studoval na PF UK, dostali naSe debaty novy rozmer. Casto som
nechdpal, naco sa ué¢ime niektoré partie. Na tabuli sa objavovali viac ¢i menej brilantné
dokazy, ale mne chybala motivacia mimo matematiky.

Prizndvam, Ze jednym z cielov naSich debét o aplikdcidch matematiky bolo odniest
si nejaki knihu & priamo jeho poznamky. Mojim prvym tlovkom boli tri diely Mate-
matika, jejo soderZanie, metody i znacenie napisand pod vedenim A. D. Alexandrova,
A. N. Kolmogorova a M. A. Lavrentieva. V jeho zogite poZi¢anych knih je dodnes z4pis:
pozic¢ané Otovi na 99 rokov. Tak som sa ako Cerstvy absolvent PF dozvedel, ¢o je to
Fourierov rad, Cauchyho-Riemannove podmienky, i, komplexny logaritmus, Jakobian,
atd. A pretoZe nasledujice dve oblasti, v ktorych akademik pracoval, a ktorych vy-
sledky maj znaény vyznam pre prax, savisia s po¢itatmi, dovolte eSte jeden postreh:
Dovolim si tvrdit, Ze sa nikdy nespriatelil s podita¢om ani len na drovni textového
editora. Hovorieval, Ze ked piSe, tak rozmysla, a to sa s poéitadom ned4! Vsetky listy
pisal aZ do svojej smrti doma na drevenej doske pripevnené $pendlikmi a cez indigo. . .
Niektoré boli potom samozrejme prepisované po jeho osobnej viacnisobnej korekture.

Akademik vzdy uprednostiioval termin ,aplikdcie matematiky* pred terminom ,ap-
likovand matematika“. Hovorieval, Ze matematika je len jedna a nedd sa delit. SAm
nikdy nenapisal pracu, v ktorej by bol explicitne uvedeny nejaky aplika¢ny vystup,
resp. rieSeny konkrétny problém z ,praxe“. Je to skuto¢ne neuveritelné, lebo kazdy,
kto mal to Stastie a pocuval jeho prednasky, vie, Zze boli poprepletané mnoZstvom
prikladov z fyziky &i elektrotechniky! VSetky pozndmky a pripravy na prednasky si
starostlivo archivoval.

Pamitim sa, Ze jedna z naSich tém boli dva vyznamné objavy, v pozadi ktorych
bola matematika (vZdy sa to nejako prepletalo s histériou):

Prof. RNDr. OTOKAR GROSEK, CSc. (1950), katedra matematiky Fakulty elektro-
techniky a informatiky Slovenskej technickej univerzity, 81219 Bratislava, SR. E-mail:
GROSEK@kmat.elf.stuba.sk
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1. Mendelejev vymyslel v r. 1869 tabulku, v ktorej podla istyjch kritérii usporiadal
chemické prvky. Vznikli mu prdzdne okienka, a pretoZe svojmu objavu veril, zdkonite
predpokladal, Ze v budicnosti zaplnia tri prdzdne miesta v $turtej peridde dovtedy
nezndme prvky. Tak sa postupne stalo, Ze v obdobi 1875-1886 bolo objavené gallium,
germanium a scandium.

nazov chem. znaZka | atém. &islo objavitel krajina rok
gallium Ga 31 Paul de Boisbaudran | Franctzsko | 1875
germanium Ge 32 Clemens Winkler Nemecko 1886
scandium Sc 21 Lars Nilson Svédsko 1879

2. Planéta Neptun bola najprv vyrdtand a aZ potom ,vidend“!) na oblohe. Astro-
ndmovia pozorovali, Ze Urdn povaZovany za najvzdialenejsiv planétu nasej sineénej
siustavy sa nenachddzal vidy tam, kde predpokladali. To znamend, Ze gravitacné sily
nezndmej planéty pésobia na Urdn. Tieto vypoéty ako prvy vykonal mlady anglicky
matematik a astrondm J. C. Adams?) v r. 1843, ale nikto zo zodpovednych mu neveril.
AZ ked k rovnakému vysledku dospel v r. 1846 francizsky matematik J. J. Leverrier
a nemecky astronom J. G. Galle nasiel planétu presne tam, kde podla vyjpoétov mala
byt, svet wveril. ..

JE MOZNY TAKYTO OBJAV V SAMOTNEJ MATEMATIKE?

Odpoved nie je jednoduch4, lebo nie je jednoduché definovat ,,objav“ v matematike.
Napriklad Fermat predpokladal, Ze ¢isla tvaru

Fro=2"+1 m=0,12,...,

st prvodisla. Uz Euler dokdzal, Ze Fs nie je prvodislo (nasiel jeho faktor 641). Podla
tzv. Pepinovho kritéria F,, jé prvodlislo prave vtedy, ak

3(Fm-1)/2 = _1 (mod Fy,). )

Takto je moZné dokazat, Ze Fi4, Fpo a Fyo st zloZené, hoci nepozndme Ziadne ich
faktory®). Bude to objav, ak niekto najde tieto faktory?

Ale aplikicie matematiky velmi Casto ,asistuja“ pri objavoch v inych vedéch,
dokonca velmi &asto sa ich nevyhnutnym predpokladom.

A teraz uz nastal Cas, aby sme na konkrétnych prikladoch dokéazali, Ze akademik

S. Schwarz minimélne v dvoch pripadoch dokézal vysledky, ktoré mali priame aplikacie
v technickej praxi.

1y Je to jedna z dvoch planét, ktoré nemozno vidiet bez pouZitia dobrého teleskopu. Jej
prvé fotografie ,zblizka“ boli ziskané aZ v r. 1989 prostrednictvom sondy Voyager 2.

2) Bol to ten isty Adams, ktory vyréatal prvych 62 Bernoulliho &isel a odhalil viacero ich
vlastnosti.

3) Uvaite, Ze &islo Fi, mé 0,301 - 2™ desiatkovych cifier. Pre m = 14 je to 4933 cifier.
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Problém prvy. Uz 10. marca 1938 mal mlady Schwarz predndsku v Matematickom
ustave Prirodovedeckej fakulty KU v Prahe s ndzvom O irreducibilité polynomi. V na-
sledujicich 8-10 rokoch o tejto problematike uverejnil niekolko ¢lankov. Samozrejme,
kto v tom Case uvaZoval o ich uplatneni pri kédovani sprav, ¢i utajovani informéacii?!

Bez faktorizicie polynémov nad koneénym polom sa v tychto disciplinach vébec
nepohneme. Napriklad taky vzorec, udavajaci pocet irreducibilnych polynémov nad
GF(2) stupia k, ktoré delia polyném DV — 1 pre N nepérne?):

kz ()GCDN?t—l) 2)

kde p je tzv. Mobiusova funkcia, t.j.

1; akn=1,
p(n) =< 0; ak u? | n pre nejaké prvoéislo u, 3)
(=1)¥; ak n je si¢inom presne k réznych prvodisel.

Jeho vyznam, napr. pri hladani kédov, si mdZzeme ilustrovat na nasledujiicom prob-
léme. Plati [3]:

Veta. Lubovolny cyklicky kdd s L informaénymi znakmi a dlzkou slova N je genero-
vany polyndmom g(D) stuptia N — L. Takyto polyndm deli DN —1. Naopak, lubovolny
polyndm stupfia k = N — L, ktoryj je delitefom DV — 1, generuje nejaky cyklicky kdd
s L informaénymi znakmi a dlZkou kddoveho slova N.

Vzorec (2) vlastne hovori, Ze ak o, = 0, tak taky polyném neexistuje. Naopak, ak
or # 0, tak ma zmysel ho hladat. (Biele miesto v tabulke Mendelejeva, ¢ neznidma
planéta?)

Problém druhy. V roku 1943 — nesmierne tazkom obdobi pre neho samotného —
v takmer Uplnej izolécii publikoval svoju habilitaénd pracu [4] Tedria pologrip. V nej
okrem iného Studoval maximélne grupy v periodickych pologrupach. Uvedme dve vety
z tejto pionierskej prace (bez jazykovej Gpravy)®):

Veta 6. Nech je 9 pologrupou, ktorej kaZdy element je koneéného radu. Ku kaZdému
idempotentu e pologrupy M jestvuje jedna a len jedna mazimdina grupa, ktord md
e za jednotkovy element. Dve mazimdlne grupy, ktoré prislusia ku dvom réznym
tdempotentom, nemaji spoloéného elementu.

Veta 7. Nech je 9 pologrupou, ktorej kazZdy element je konecného radu. Nevyhnutnd
a postacujica podmienka pre to, aby 9 bolo suctom svojich mazimdlnych grip je, aby
Ziadny element z 9 neobsahoval predperiodu.

Na obrazkoch st zndzornené takéto rozklady multiplikativnych polograp S,, =
={0,1,2,...,m—1} s operdciou * (mod m) pre m = 12 resp. 15. Tuéne st vyznadené

4) Vzorec ml¢ky predpokladé, Ze pozname faktorizaciu k.
%) Idempotent e pologrupy S je taky prvok, pre ktory plati e = e.
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3,9 | 2,4,8,10 | 0,6 3,6,9,12 5,10

1,5,7,11 GCD(z,15) =1

Obr. 1. Rozklady multiplikativnych pologrip Si2 a Sis.

idempotenty. Mnozina {2, 4, 8,10} je len podpologrupa. Prvok 2 totiz obsahuje pred-
periédu:
2, 22=4, 22=8, 2'=4,

Prislusn4 maximdlna grupa je v tomto pripade G(4) = {4, 8}. Vagner [8] zovZeobecnil
tieto vysledky na fubovolné pologrupy a zaviedol pojem zovSeobecnenej inverzie, ktory
Thierrin [7] nazyva reciprocal.

Pologrupa S sa nazyva reguldrna, ak pre kazdé a € S existuje aspoii jedno rieSenie
rovnice azxa = a, ¢ € S. Poznamenajme, Ze v takom pripade st e = ax aj f = za
idempotenty, pre ktoré plati ea = af = a. Pologrupa S;, regularna nie je, lebo rovnica
2+ %2 =2 (mod 12) nem4 rieSenie. Pologrupa S;5 reguldrna je.

Prva aplikicia

V r. 1965 publikoval Schwarz ¢lanok [5], kde s pomocou aparédtu tedrie pologrip
dokéazal tri zdkladné vysledky zndme z ergodickej tedrie stochastickych matic (Marko-
vovskych retazcov). Ilo vlastne o rozklad pologrupy &, vietkych n x n stochastickych
matic na maximéalne grupy.

Veta. [5] Nech P € G, patri k pozitivnemu primitivnemu idempotentu U. Potom
nutnd a postacujica podmienka na to, aby postupnost P, P2 P2 ... konvergovala, je
splnenie podmienky PU = UP = U. Navyse potom plati klim PF=U.

—00

Tieto vysledky viedli k velmi prirodzenej otdzke, ktorti akademik Schwarz polozil:
popisat v8etky matice zo &,, patriace ku danému primitivnemu idempotentu. Tento
problém sa prirodzene vyskytol o 15 rokov neskor pri §tidiu stochastickych automatov.

Prakticky problém spocival v nasledovnom: Pozorujeme markovsky zdroj sprav,
ktory je ergodicky a reguldrny. Zmena stavov je vSak taka rychla, Ze sme schopni
zmerat len relativnu frekvenciu vyskytu jednotlivych stavov a nie relativnu frekvenciu
prechodov. V reéi matematiky: je zndmy len primitivny idempotent, ku ktorému patri
pozorované prechodova matica. Ulohou je najst vSetky (potencidlne) mozné matice,
patriace k danému idempotentu. RieSenie je uvedené v [2].
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Druha aplikacia

Typickym prikladom periodickej pologrupy je uZ spominand pologrupa S, s na-
sobenim * (mod m). Specidlnym pripadom je m = pq, kde p a g si rdézne nepéarne
prvodéisla, kedy je tato pologrupa aj regularna. Samozrejme, vSetky Schwarzove vy-
sledky z r. 1943 platia aj pre tento 3pecidlny pripad. NavySe, v r. 1981 (len 3 roky
po publikovani RSA-algoritmu, ktory funguje prave vdaka reguldrnosti S,,) napisal
préacu [6]. Obsahom préace je prehlad zndmych vysledkov o pologrupe Sy, ako aj nové
vzorce pre pocet riefeni kongruencie®)

z? = z¥ (mod m). (4)
Ked pisal tento ¢lanok, netusil mozné pouzitie tychto vysledkov v kryptoldgii. Zato
v MR 83b: 10015 je mozné najst takmer dvojstipcovii recenziu pochidzajiicu od
L. Kuipersa. Samozrejme ¢itatelia MR, vedia, Ze takéto obsiahle recenzie sa vyskytujt
velmi zriedkavo. S pomocou tychto vysledkov sa napriklad podarilo opisat taky vyber
vhodnych prvoéisel p, g, pre ktoré je tzv. iterovany titok najmenej Gspesny [1].
Zndmy RSA-algoritmus mozno charakterizovat aj ako permutéciu

s : Sm = Sm, ws(z) =2° (mod m), (5)

kde GCD(s,p(m)) = 1 a ¢ je znama Eulerova funkcia, udavajica podet &isel nepre-
vySujlcich m a s nim nesudelitelnych. Iterovany Gtok spoliva v opakovanej aplikacii
permutdcie my:

() = 1y (me (... 7e(z))..) =2 = z° = m,(z), (6)

takze 7% (z) musela byt povodna sprava. Niekedy sa hovori aj o k-titoku.

Je prirodzené polozit si nasledujiice otazky:

o Kolko sprav sa nezaSifruje, t.j. kolko rieSeni mé rovnica m,(z) = z?
e Kolko je takych sprav, ktoré vieme ,preitat® k-atokom, t.j. kolko rieSeni mé
rovnica (6)7

Odpoved je mozné néjst v Schwarzovej praci [6], pravda v celkom inych sivislostiach,
a najmi bez aplikacie v kryptoldgii. . .

Vsetko to opat suvisi s rozkladom pologrupy S,, na jej maximélne podgrupy. Grupa
tychto ,Specidlnych“ permutécii je izomorfnd s maximdalnou podgrupou pologrupy
Sx(pq)> A(Pg) = LCM(p — 1,¢ — 1)7).

Inou prirodzenou otézkou je, ako ¢o najviac ,zneprijemnit Zivot* potencidlnemu
oponentovi, t.j. zvolit p, q tak, aby uz spominané k bolo velmi velké pre vi¢sinu sprav
z € Sp. Tento vysledok bol publikovany v [1].

8) Schwarz bol va¥nivym riefitefom problémov z &asopisu The American Mathematical
Monthly, kde sa podobné tlohy z asu na &as objavovali.
™) X je znama Carmichaelova funkcia.
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Zaver

V tomto kratkom prispevku sme nespomenuli minimalne este jeden vysledok: Jedna
sa o tzv. Berlekampovu maticu, ktord ma mimoriadny vyznam pri realizicii nisobenia
prvkov konetného pola na poéitaéi. Pri pisani svojej prace sa von Zur Gathen zaujimal
o autorstvo uz spominanej matice, lebo tato sa vyskytuje v Schwarzovych pracach
skor nez v Berlekampovych. Pri tejto prileZitosti Schwarz upozornil von Zur Gathena,
Ze tuto pouzival uZ profesor Petr, ktorého Schwarz povazoval za svojho Skolitela.
AvSak Petr ani Schwarz neuvaZovali o jej praktickych aplikdciach. To postrehol aZ
Berlekamp. U samotného Schwarza je to zhodné s jeho pristupom: Mazimdina snaha
o aplikaéné priklady pocas predndsSok a takmer nulovd pri pisani vedeckyjch pric. Tam
sa aplikdcia = aplikdcii v matematike samotnej. Mohli by sme povedat, Ze bol velmi
ySirokospektralny“ pri popularizacii a vyuke matematiky, ale velmi konzervativny pri
pisani vedeckych ¢lankov z matematiky.
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