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Nestacionarni méreni
tepelné vodivosti pevnych latek

(laboratorni tloha pro fyzikilni praktikum)

Tomdas Ficker a Lubo$ Pazdera, Brno

1. Uvod

V ¢lanku je popsano méfeni tepelné vodivosti pevnych latek pouZitim nestacionr-
niho pulzniho rezimu. Tato metoda byla vybrina s ohledem na vyuziti ve studentskych
laboratotich. Clanek zdtrazituje hodnotu nestacionarnich metod pro méfeni tepelnych
vlastnosti pevnych latek.

Tepelna vodivost A charakterizuje prostup tepla prostfedim a je definovina Fourie-
rovym zdkonem

g = —M\gradT, (1.1)

kde g je vektor hustoty tepelného toku a T je skalar teplotniho pole. Matematicky
zdklad pro méfeni tepelné vodivosti je dan parcidlni diferencidlni rovnici diftznich
déju
oT .
ce5r = div[Agrad T] + qo, (1.2)

kde qo je vykon, s jakym je teplo generovano v jednotkovém objemu latky, ¢ je ¢as, c je
mérnd tepelnd kapacita a g je hustota latky. Pro izotropni latky (div[A grad T] = AAT)
plati zjednodu$end rovnice vedeni tepla

2 2 2

Skt gr) tam k= (1.9
T Oy 0z co co

kde k je teplotni vodivost.

Vsechny metody pro méfeni tepelnych vlastnosti mohou byt rozdéleny do dvou
zékladnich skupin: (i) metody, které pouZivaji zdroje (g0 # 0), a (ii) metody bez
tepelnych zdrojt (go = 0). Ve druhé skupiné je teplota T latky modulovana kontaktem
s nekoneénymi zasobniky (vymeéniky) tepla, zatimco v prvni skupiné plisobi zdroj tepla
uvnitf vzorku nebo na jeho povrchu. Uvedené rozdéleni je spiSe konvenéni, nebot napf.
vliv zdroje na povrchu mize byt zahrnut do po¢ate¢nich podminek rovnice (1.3), a tim
obdrzime formalné metodu bez pouziti zdroje.
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Metody bez pouziti zdroje mohou byt rozdéleny téZ na stacionarni (8T/0t = 0)
a nestacionarn{ (0T /0t # 0). Ve staciondrnich metodach je nutné ¢ekat na dosaZeni
stacionarniho stavu, kterého miZe byt v mnoha pripadech dosaZeno az za relativné
dlouhou dobu.

Metody uZivajici tepelného zdroje mohou byt také rozdéleny na stacionérni a nesta-
cionérni, av8ak v tomto pfipadé vystupuji do popfedi dodateéné klasifikadni faktory:
(i) tvar povrchu zdroje (bodovy, linedrni, plo§ny nebo objemovy), (ii) ¢asova zavislost
zdroje vykonu (pulzni nebo kontinualni rezim), (iii) povrch méfeného vzorku (deskovy,
vélcovy, sféricky apod.).

PonévadZ konkrétni experimentalni uspofddani mohou vyuZivat rizné kombinace
prvki ze jmenovanych t¥i skupin (i)-(iii), existuje velky po¢et modifikaci, z nichz kazda
vyzaduje nalézt svoji vlastni skaldrni funkci T'(z,y, z,t), kterd je feSenim pfisluiné
rovnice vedeni tepla (1.3).

Existuji stovky metod pro méfeni tepelné vodivosti. Spravny vybér vhodné metody
pro konkrétni situaci je velmi zdvazny. Pfi vybéru metody by se mély uvazit nékteré
pomocné skuteénosti:

1. Jestlize se nepozaduje vysokd presnost méfeni, neni nutno uzivat slozitych metod.

2. Stacionarni metody jsou Casové ndrocnéjsi, a proto nejsou vhodné pro méfeni
velkého poctu vzorkd.

3. Jestlize povrch vzorku neni mozno upravit na pfesné definovany tvar, je vyhodné
pouzit metodu s bodovym nebo linedrnim zdrojem.

Vysokoskolské studentské laboratofe maji ur€ité zvlastni rysy, k nimZ se musi
prihlizet pfi vybéru vhodné experimentalni metody. Omezujici skute¢nosti jsou napf.
Casové omezeni (nejastéji 90 minut na laboratorni praci), dile pozadavky na relativné
jednoduché technické zarizeni nebo na srozumitelnost matematického aparatu.

Up b o E R

Y G Obr. 1. V - vzorek, U, - pulzni zdroj, G - &idlo, b —
délka linearniho zdroje, r — vzdéalenost &idlo-drat,
R - ohmmetr

V tomto ¢lanku predstavujeme jednu z metod, kterd je navrzena a zkonstruovana pro
studentské laboratote. Ze viech moznych uspofadéani nestaciondrnich experimentt byl
vybréan nésledujici: linedrni tepelny zdroj (odporovy drét) pracujici v pulznim rezimu,
umistény na povrchu vzorku (obr. 1). Nestacionarita metody zaruduje pruzné a éasové
nendro¢né méfeni, coz je hlavni pfednosti ve srovnani se staciondrnimi experimenty
doposud vétSinou pouzivanymi v zdkladnich kurzech fyzikdlniho méfeni.
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2. Experiment

Podstatou nestacionarniho experimentu je méreni ¢asové zavislosti teploty v presné
urlenych bodech vzorku, tj. stanoveni funkce T'(z,y, z,t). Pfesné analytické vyjadfeni
funkce T'(z,y, 2,t) je ddno feSenim rovnic (1.2), resp. (1.3) doplnénych o odpovida-
jici pocatetni a okrajové podminky. Pro polonekonedny vzorek s linedrnim pulznim
zdrojem tepla je teplotni funkce 7; dana [1]-[3] nasledovné:

=Tyt -2 o2 exp(—1 qs(x)—i/ze—yzd (2.1)
TR0 ot \avEe P\ "kt ) TVl v '

kde Tp je okolni teplota, @ je teplo vyslané z jednotky délky linearniho zdroje v jistém
kratkém Casovém intervalu At, r je vzdilenost mezi zdrojem a teplotnim ¢idlem (napf.
termistorem) a b je délka linedrniho zdroje (obr. 1). Cim vétsi jsou charakteristické
rozméry vzorku ve srovnani se vzdilenosti r, tim lépe je splnéna aproximace po-
lonekoneéného vzorku. Lze ukdzat [4], Ze deskovy vzorek muZe byt povazovin za
polonekoneény, jestlize jeho tloustka s je dostateCné vétsi nez vzdalenost r, tedy
s> /2r.
Je-li argument z funkce &(z) vétsi nez jedna, tj.

=51, 9.2
T Wt (22)

pak funkce &(z) konverguje k jedné, tj. #(z) ~ 1, a teplotni funkce (2.1) m4 jednodussi
tvar

Q r?
I __ —_
T =To + 5oz P\ 1 ) (2.3)

Zjednodusena funkce (2.3) m4 extrém (maximum) v Case t = t,, = r2/(4k), a tedy
je moZno psat
2
gcr
=— At L ty. 2.4
4. < (2.4)
Pro ¢as t srovnatelny s ¢asem t,, podminka (2.2) mize byt (za pouziti (2.4))
pfepsdna do jednoduché podoby
b
->2, 2.5
: (25)
kterd je velmi dobfe splnéna i v ndmi pouZitém experimentdlnim uspofddani (b ~
~ l4cm, r ~ 3cm).
Je-li vyraz (2.4) korigovan [4] na koneénou dobu At trvani teplotniho pulzu, dosta-
neme vyraz pro tepelnou vodivost A ve tvaru

vy

Odtud vidime, Ze zanedbanim ¢lent s vy$§imi mocninami a pouzitim jen prvniho ¢lenu
(At/t.) se lze vratit k méné pfesnému vztahu (2.4).
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Uspoiadani experimentu a méfeni

Jako méfeny vzorek byla pouZita klasickd stavebni cihla (29 cmx14cmx6,5cm).
K povrchu cihly je pfiloZzen odporovy drat (R = 1,20) slouZici jako linearni zdroj
tepla (obr. 1). Dréat je potaZen tenkou vrstvou tmelu (cihlovy praSek smichany s vod-
nim sklem). Ve vzdalenosti 3cm od dratu je umistén maly polovodi¢ovy snimaé —
perli¢kovy termistor (Rp = 1,4kQ pfi 18 °C) — zaznamenévajici tepelny pulz. Odpor
termistoru je zavisly na teploté — klesd s rostouci teplotou. Maximalni teplota je
proto registrovina jako minimdalni odpor termistoru, ktery mize byt méfen béZnym
digitdlnim ohmmetrem. Termistor je opét chranén proti mechanickému poskozeni
tenkou vrstvou cihlového tmelu a navic je pokryt malym hranolkem (3 cmx3cmx
x1,2cm) polystyrenu, ktery eliminuje vliv tepelného zéfeni a vzdu$ného tepelného
vedeni. Toto opatfeni omezuje zdroj chyb pfi vlastnim méreni.

Méfici procedura je snadné: napé&tovy zdroj (6 V) je spojen s odporovym dritem
po dobu At a pak vypnut. Po spusténi zdroje se odpor termistoru ¢te z digitalniho
ohmmetru kazdou celou minutu ¢. Cteni se provadi dostaten& dlouho tak, aby mohlo
byt ureno minimum funkce R(t). Minimum na kfivce R(t) urluje &as t, kdy
maximum tepelného pulzu dosdhne teplotniho ¢idla. Hodnota Casu t,, je uZita pro
vypocet v souladu s rovnici (2.6). Hodnoty ostatnich veliéin ¢ a ¢ pouZitych v (2.6)
mohou byt prevzaty z literatury [4, 5] — pro cihlovy materidl je o =~ 1800 kg - m—3
ac=2878J -kg™! K71

1.3
R/KQ
1.1
0.9
——0 At=1 min
—=a At=3 min
a——A At=6 min
07 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25
t/ min

Obr. 2. Realizované méfeni

Obr. 2 ukazuje éasovou z4vislost teploty T'(t) pomoci hodnot odporu R(t) teplotniho
¢idla G umisténého 3cm od zdroje tepla. Byla provedena tfi nezavisld méfeni pro
teplotni pulzy v trvdni At = 1min, 3min a 6min a k nim byly nalezeny pfisluiné
éasy t,, = 7,5min, 8,75min, 11 min. U téchto hodnot je mozno pozorovat rostouci

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro&nik 43 (1998), &. 4 311



hodnotu t,, pro zvétsujici se hodnoty At. Vysvétleni této skutecnosti plyne z rovnice
(2.6): protoze A musi ztstat konstantni pro v8echny hodnoty At a t,,,, pak pfi rostoucim
At musi rist také t,,.

Pro pulzy At = 1min, 3min a 6 min byly pomoci vztahu (2.6) uréeny hodnoty
tepelné vodivosti A = 0,85W-m~-K™*, 0,83W-m~!-K™! a 0,75W -m~! . K™,
které jsou v dobrém souladu s tabulkovou hodnotou Aiap = 0,7 a2 1,1W-m~! . K~!
[4, 5].

V dalsich odstavcich si kritce viimneme presnosti experimentu a analyzy expe-
rimentalnich chyb. Podobné jako u jinych experimentti, i v tomto pfipadé mizeme
diskutovat tfi zdkladni zdroje nepfesnosti:

(i) Nepfesnosti teoretického modelu. Analyzujme dvé pouZivané aproximace, tj.
é(z) ~ 1 pro z = b/(2r) > 1 a omezeni na prvni tfi ¢leny (At/t,)" nekone¢né fady
(2.6). V nalem pripadé se hodnota ¢(2,33) = 0,9802 lisi od jedné o 1,98 %, coz je
prijateln€ malé diference. Nicméné druhd pouzitd aproximace, tj. omezeni na prvni tfi
¢leny fady (2.6), miize vést k podstatné v&tsim nepfesnostem, zejména pro delsi pulzy
At > 3min, jak je zfejmé jiz i z pfiblizného odhadu chyb soultu fady (2.6), tj.

AN~ g; [@5)‘: (f_ﬂf)u 4 (g)”’]. @)

Pro t¥i vybrand méfeni (At = 1min, 3 min, 6 min, ¢, = 7,5min, 8,75 min, 11 min)
dostaneme AX = 0,001 W -m~'-K™1, 0,021W-m™!- K~ 20,006W.-m~!-K™!, coz
pfedstavuje relativni chyby n = 0,12%, 2,5% a 12,8%.

Vybér hodnot b, r, At je tedy zdvaZzny z hlediska presnosti pouzitého modelu
i spolehlivosti celé metody.

(ii) Nepfesnosti méfictho zafizeni. Tyto nepfesnosti jsou dany napf. teplotnim
zpoZdénim perli¢kového termistoru, jeho omezenou citlivosti i kone¢nou aktivni plo-
chou jeho mérného téliska. DalSimi parametry, které omezuji pfesnost zafizeni, jsou
vlastnosti ohmmetru, dédle koneény asovy krok pro ¢teni hodnot odporu R a odvod
tepla s povrchu vzorku. Nastaveni optimélnich parametrd zafizeni mtze byt dosaZeno
dodrzenim nésledujicich podminek:

(a) Aktivni plocha S bodového termistoru je podstatné mensi nez druhd mocnina
vzdélenosti r, tedy S <« r2.

(b) Casovéa relaxa¢ni konstanta 7 uréujici teplotni flexibilitu termistoru je zna¢né
men$i nez ¢as t,,, tedy 7 K tn,.

(c) Citlivost termistoru musi byt dostateéné vysokd — teplotni sou€initel termistoru
B 2 1500K (odpor termistoru R = Rgexp(—£/T)).

(d) Citlivost ohmmetru je srovnatelnd nebo vyssi nez citlivost termistoru.

(e) Casovy krok &teni hodnot odporu R je dostatedn& mensi nez t,,.

~~
las)
~

Teplota vzorku v pribéhu méfeni nepiekro¢i okolni teplotu o vice nez jeden fad,
¢imZ se omezuje odvod tepla s povrchu vzorku.
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Nami pouZity ¢asovy krok 1min pfedstavuje krajni chybu 0,5min a pro nejmensi
hodnotu extrému t,, = 7,5 min pfedstavuje relativni chybu 6,7 %, coZ je nejnepfiz-
niv&j$i pripad z naich t¥{ méfeni. Zbyvajici dvé relativni chyby jsou 5,7% a 4,5%.
Pouziti poloviéniho ¢asového kroku by bylo vhodnéjsi.

(iil) Chyby vznikagici vlivem lidského faktoru a na zdkladé statistické povahy vzorki.
Na rozdil od pfedchozich dvou zdroji systematickych chyb (i) a (ii) jsou zdrojem téchto
chyb ndhodné vlivy. Jak je zndmo, chyby experimentdtora mohou byt odhadnuty na
zdkladé opakovanych méfeni na jednom vzorku pfi zachovani konstantnich parametra
experimentu. Chyby vznikajici na zadkladé statistické povahy vzorku lze stanovit po-
moci méfeni na vice vzorcich. V obou pfipadech je nutné provést obecnou chybovou
analyzu a urdit napf. stfedni nebo pravdépodobnou chybu aritmetického priméru A.
Za obvyklych podminek chyby experimentatora nepfevysuji nékolik procent. Chyby
plynouci ze statistické povahy vzorki mohou dosahovat podstatné vétsich hodnot,
pokud vzorky nejsou pfipraveny specialni technologii.

3. Diskuse

Clanek popisuje jednoduchy zptisob méfeni tepelné vodivosti latek ve student-
skych laboratorich. Popsané zafizeni vyZzaduje pouze minimélni ndklady a je instruk-
tivni z pedagogického hlediska. V ramci jedné vyukové hodiny laboratorniho cviceni
(90min) je moZné pohodlné proméfit dvé charakteristiky R(t). Doporufujeme mit
k dispozici dva cihlové vzorky, aby se predeslo ¢ekani na chladnuti vzorku v pfipadé
nespravného méfeni. Celé experimentalni zafizeni je snadno ovladatelné a studenti
obyCejné nemaji zddné potize béhem méfeni. Popsany experiment byl zaveden do
nasich studentskych laboratofi pfed dvéma roky a po celou tuto dobu vykazuje dobry
a spolehlivy provoz.
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