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O PRACI S NADANYMI POSLUCHACI NA KATEDRE
MATEMATICKE ANALYZY MFF KU

SvaTorLUK FucCik, JAROSLAV MILOTA a BRETISLAV NoOVAK, Praha

V poslednich letech se na vét§iné nasich vysokych kol Siroce rozebira otazka
upravy ucebnich pland. Zakladni snahou je pfibliZit co nejvice vyuku soucasnému
stavu prislusného védniho oboru. Je pochopitelné, ze by nemélo jit pouze o obsaho-
vou stranku vyuky, tj. o zahrnuti co nejnovéjSich vysledki do udebnich osnov.
Neméné dilezitou strankou zastava i vychova posluchac¢t k tviréimu osvojovani
poznatkt, a tim i pfiprava k jejich budouci vlastni védecké praci.

Chtéli bychom se v tomto ¢lanku zminit o nékterych zkuSenostech, které ziskal
kolektiv pracovnik katedry matematické analyzy matematicko-fyzikalni fakulty
UK v Praze se studentskou védeckou praci.

Pracovnici katedry se vétSinou setkaji s posluchaci jiz v prvém roéniku pfi pred-
nasce a cvifenich z matematické analyzy. V poslednich letech byla tato prednaska
zna¢ng rozifena jak obsahovg, tak i poStem hodin (6/4, 4/4, 4/2 a 4[4 tydn& po
jednotlivych semestrech). Ve druhém a tfetim semestru soudasné probiha zvlastni
pfednagka z teorie metrickych prostorti (v rozsahu 2/0, 2/2), ktera s pfednaskou z ma-
tematické analyzy tizce souvisi. Obsahova naplii téchto pfednasek by si vyzadala
rozsahlého samostatného clanku; zaméfme se proto jen na zmény ve formé vyuky.
JiZ od prvého ro¢niku se pfi cviCenich zadavaji kratké referaty; posluchaéi samostatné
referuji o svém zpracovani nékterého jednoduchého problému, feseni pfikladu nebo
o nékteré kratké partii z literatury. Béhem Ctvrtého semestru zpracovava kazdy
poslucha¢ ro¢nikovou praci (v rozsahu asi 10—20 stran), v niz ma osvédcit svou
schopnost samostatné feSit jednoduché problémy, zpracovavat danou tematiku
podle literatury a v nemalé mife také prokazat svou schopnost pirehledné a spravné
formulovat své myslenky a zavéry. Ve Ctvrtém semestru studia je zafazeno magema-
tické praktikum (3 hod. tydné); je vénovano referovani rozsahlejsSich usekt, které
doplnuji a rozsifuji probranou latku a kde jsou predkladany i problémy dosud ne-
feSené. (Podrobnéjsi obsah je patrny z ucebniho textu [1].)

Béhem tfettho rocniku jsou posluchaci matematiky jiz rozdéleni na jednotlivé
specializace. Na specializaci matematicka analyza maji poslucha¢i moznost zucastnit
se prace v nékterych seminafich, které katedra vypisuje bud pfimo pro posluchace
v ramci jejich studia, nebo které (¢aste¢né ve spolupraci s MU MFF KU nebo MU
CSAV v Praze) pofada pro pracovniky fakulty a dalsi zajemce. Pro zajimavost
uvedme nazvy nékterych seminafl z posledni doby: Banachovy prostory funkeci
vice proménnych, Teorie nelinearnich operatori, Nelinedrni parc. diferencialni rov-
nice, Evoluéni rovnice atp.

Jiz uvedené seminafe ukazuji, Ze matematickd analyza neni v Zadném piipadé
jednolity obor. Je to pochopitelné, protoZe za stoleti svého vyvoje se rozdélila pu-
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vodni tematika (zhrubé. studium funkci, integral, diferencialnich a integralnich
rovnic) na mnoho rozsahiych odvétvi a sméru, které tfeba v souasné dobé nemaji
mnoho spolecného. Tato rozsahlost a znaéna rtznorodost ma ovSem fadu vyhod
i nevyhod. Hlavni nevyhodou je to, Ze studium matematické analyzy vyZaduje velmi
Siroké znalosti, a to jak z disciplin klasickych (teorie funkeci realné i komplexni pro-
ménné, dif. rovnice, variaéni pocet atp.), tak i z disciplin modernich (funkcionalni
analyza, abstraktni teorie miry) nebo i z odvétvi, které do matematické analyzy pfimo
nepatii (algebra, topologie). Na druhé strané je ov§em vyhoda, Ze kazdy posluchad
specializace matematicka analyza ma velkou mozZnost vybéru svého uzs§iho zameéfeni
se zfetelem na vlastni zajem od sméru vyslovenég teoretickych (funkcionalni analyza,
teorie funkeci a distribuci, teorie integralu i fad atp.) pfes sméry tizce spjaté s aplika-
cemi (diferencialni rovnice, numerické metody funkcionalni analyzy atp.) ke sméram
pfimo praktickym (otazky pruZnosti a pevnosti atp.). Aby katedra umoznila poslu-
chadtm, ktefi se vyhranéné zajimaji o uZ§i obor, efektivni studium, vypracovava
Casto pro nadané posluchace individualni studijni plany pro posledni roky studia.
V podstaté to znamena, Ze obvykle v poslednich dvou letech studia, kdy nastava
specializace vzhledem k diplomové praci, je studijni plan pro tyto posluchaée modi-
fikovan tak, aby jeho vysledkem bylo sice solidni ovladnuti obecnych partii, ale se
zvlastnim zietelem na hluboké znalosti ve zvoleném tizkém oboru. Posluchac v tako-
vém piipad¢ pracuje obvykle pod pfimym vedenim specialisty v tomto oboru, ktery
ho uvadi do problematiky i uzkou spolupraci na fad¢ problémi. V neposledni fadé
ma matematickad analyza tu vyhodu, Ze jeji absolventi se mohou tspésné uplatnit jak
v praci kateder vysokych $kol i ustavii CSAV, tak i pfi aplikacich v zavodech i riiz-
nych vyzkumnych tstavech.

Z uvedeného nastinu prab&hu vyuky matematické analyzy pfimo vyplyva nékolik
uskali. Vyuka v prvém dvouleti jakkoliv zaméFfena a maximalné zdlraziujici samo-
statnou praci vZdy piisobi na velmi riznorody kolektiv, z n€hoZ se jen jista ¢ast bude
vénovat matematické analyze. Vyuka tedy nemiiZe respektovat individualni schop-
nosti, zdjem a nadani posluchaét. Na druhé strané vétSina zminénych seminafi pro
vy$§i rocniky ma nékolikaletou tradici, a tedy i dosti vysokou uroven. Pfitom je
zadouci, aby se jejich prace zucastnili posluchadi jiz od tfetiho ro¢niku. Alespoii
dvouleta prace v takovém seminafi mize totiz vést ke konkrétnim vysledkiim.

Naznadenou mezeru se naSe katedra v poslednich péti letech snaZila odstranit
pofadanim dobrovolnych seminaid a vybérovych prednasek pro posluchaée prvych
dvou roénik. Jejich daldim cilem je ziskat také nadané posluchade k hlubSimu studiu
mimo ramec prednasek, probudit zdjem o nékterou problematiku z matematické
analyzy a v neposledni fadé posunout hranici pro studentskou védeckou praci do
nejnizsich roénika.

Zakladni potiz, kterou bylo nutno pfekonat, spocivala v zakofenéném predsudku
(ktery byl mezi posluchali znaéné rozsifen), Ze v matematické analyze je obtiZzné
nalézt problematiku vhodnou ke studentské védecké praci v nejnizsich rocnicich.
Nazor zdanlivé logicky, nebof matematicka analyza jako jedno z nejstarSich odvétvi

182



matematiky neskytd hojnost problému, které by bylo moZno formulovat pfistupné
i posluchac¢lim nejnizsich ro¢nikt a navic takovych, které by byly zajimavé, dilezité
a nefeSené, ale pfitom by nevyzadovaly ptili§ rozsahlé znalosti.

Uvedme nyni na konkrétnich pfipadech dvou seminafit z posledni doby, jak se
uvedené potize piekonaly a jakych vysledki se dosahlo.

Prvy seminaf tohoto druhu se zabyval teorii funkci realné proménné. Zapocal
pracovat v r. 1966—7 (vedouci O. JoHN a J. MILOTA) a pokracoval i v letech 1967—9
(vedouci J. MiLOTA a B. NovAK). Z pocatku jeho napli pouze dopliiovala a rozsifo-
vala latku z pfednasek (konvexni funkce a nerovnosti, zobecnéni véty o stfedni
hodnotg, asymptotické chovani funkci atp.). V tomto obdobi mél seminaf zna¢nou
navstévu (asi 25 posluchactt), a tedy nepiili§ vysokou uroven. Pozdé&ji se pocet ucast-
nik zmensil na ptijatelny pracovni pocet a v zavére¢ném obdobi vlivem diplomovych
praci pak jeSté vice zredukoval. (Lze vSak fici, Ze seminaf byl dobrym ,,odrazovym
mustkem® i pro ty, ktefi nevydrZeli az do konce. Zaméfili se vesmés na jiné obory
a dosahli jiz péknych vysledkd. Seminaf jim dal alespoii zékladni pritpravu pro meto-
diku vlastni prace a odvahu i ctizddost pokouset se o vlastni vysledky.)

V druhém obdobi se seminaf zaméfil na tematiku souvisejici s derivaci a integralem
funkce jedné realné proménné. Tato napli nebyla pfedem pevné stanovena. Vyplynula
vice méné organicky z feSeni nékterych problémi, k nimz bylo tfeba seznamit se
s rozsahlej§i literaturou, z niZ vyplynuly problémy dalsi.

Uvedme nyni pro ilustraci tfi z fady jednotlivych problémi, jimiZ se seminaf zaby-
val a v nichZ se doséhlo nejvyznamnéjsich vysledkd. Pro podrobnéjsi a dalsi informaci
odkazujeme na tfinact ptivodnich praci, které tfi z ucastnikd seminéafe (D. PREISS,
J. UHER a L. ZAJICEK) publikovali, a které Ize najit v nasich matematickych ¢asopisech
nebo v rumunské Revue Roumaine de mathématiques pures et appliquées v letech
1969—1971 (viz literaturu na zavér ¢lanku).

V teorii integralu byla jednak studovana ekvivalence rtznych definic uréitého
integralu, hleddny podminky jeho existence i nékteré zakladni vlastnosti. Z druhé
strany pro klasicky Riemanniv integral bylo dokazano toto obecné znénmi véty
o substituci (feseni problému J. MARikA, podané nezavisle na Castetném feSeni
anglického matematika H. KESTELMANA):

Necht funkce g ma Riemanntiv integrdl v intervalu <{a, b). Zvolme se€ <{a, b)
pevné a polozme G(f) = [ig(w) dw pro viechna te {a, b). Necht funkce f je ome-
zend v intervalu (¢, d) = G(<a, b)). Potom plati: Existuje-li jeden z Riemannovych
integralt [2f(G(1)) g(t) dt, [2f(x) dx, existuje i druhy a jsou si rovny.

Je zajimavé srovnat tuto vétu s obvyklym znénim véty o substituci pro Riemanntv
integral (viz V. Jarnik, Integralni pocet 1). Diikaz véty je pfitom upIné elementarni,
vychazi pouze z definice Riemannova integralu (viz [7]).

Dalsi dva problémy tzce souvisi s Baireovskymi funkcemi. UvaZujme systém B,
viech spojitych funkei (pro jednoduchost na intervalu (0, 1)). Je-li jiZ definovan
systém B, funkci na inervalu <0, 1> pro nékteré celé n = 0, pak do systému B, ,
dejme ty funkce f definované na <0, 1), které lze vyjadtit jako limitu posloupnosti
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funkci ze systému B,. Jak znAmo miZeme takto postupovat dale a definovat systémy
B, pro kazdé spocéetné ordinalni Cislo «. Pfi kazdém kroku dostaneme vZdy navic
nové funkce a z druhé strany existuji funkce, které timto postupem nejdou ziskat.
Nyni lze napt. ukazat Ze ma-li spojitd funkce f derivaci f’ v celém intervalu <0, 1),
je f' € B, (alze dokazat jeste siln&jsi vysledek).

Prvy problém muZeme nyni formulovat takto: Existence derivace je poZadavek
znaéné silny. Je proto pfirozené studovat néktera zobecnéni pojmu derivace, napf.
tzv. aproximativn{ derivace. Aproximativni derivaci funkce f pfitom minime limitu

oy g 1) = ()
fap( ) ltl—rvr:lc t— X ’

kde t probiha jistou méfitelnou mnoZinu M, ktera ma bod x za bod metrické hustoty,
tj.proh =0 k=0, h + k > 0 plati

lim u[Ma(x = hx + k)] 1
hk—0 h+k

(1 zna&i Lebesgueovu miru). Vznikla pochopitelné otazka, zda vy$e uvedend véta
plati i pro aproximativni derivace. Dlouho byl nejlepsi znamy vysledek, Ze aproxi-
mativni derivace patfi do systému B, a fada autorii se dokonce snaZila nalézt doda-
teéné podminky, které by platnost tvrzeni zaruCovaly. Uspéch D. Preisse, ktery
ukazal, Ze vzdy je f,, € By, je tedy neobycejn& cenny (viz [10]).

Druhy problém souvisi se zajimavou vlastnosti tzv. darbouxovskych funkct, tj.
funkci, které zobrazuji interval bud na jednobodovou mnoZzinu, nebo zase na interval.
V r. 1927 upozornil LINDENBAUM na zajimavou skutecnost, Ze kazdou realnou funkeci
definovanou na intervalu <0, 1) lze vyjadfit jako limitu posloupnosti funkci, které
jsou na tomto intervalu darbouxovské. Vznikla otadzka, zda-li se nékteré vlastnosti
funkce f daji pfenést na Cleny této posloupnosti. Konkrétné: co lze tvrdit o ¢lenech
této posloupnosti, vime-li, Ze dan4 funkce patii do systému B, (pro o = 0, 1 je tloha
jed\noduché, nebot kaZda spojita funkce na intervalu je darbouxovska). Dlouho byly
znamy znaén& slabsi vysledky a zejména ani v posledni dobé& nebyl feSen pfipad
o = 2. D. Preissovi se podafilo velmi vtipnou metodou (nezévislou na metodach
jinych autori) dosahnout definitivniho feSeni nasledujici vétou: Je-li fe€ B,, o > 0,
existuje posloupnost f,, ktera k f konverguje a takova, Ze kazda funkce f,, je darbou-
xovska z n€kterého systému By pro f < . V nejobtiZnéjsim ptipadé « = 2 dokonce
ukdzal, Ze za f, lze vzit posloupnost derivaci jistych funkci (viz [3], [4]). (Pozna-
menejme, Zc kazda derivace spojité funkce je darbouxovska a patfi do systému B,,
z druhé strany existuji funkce z B, které nejsou darbouxovské, a dokonce existuji
darbouxovské funkce z By, které nejsou derivaci Zadné funkce.)

Vice neZ tiileta Cinnost tohoto seminafe velmi jasné prokézala, Ze i v oboru tak
Siroce studovaném a klasickém, jako je teorie funkci jedné reilné proménné, mohou
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vzniknout studentské védecké prace s vysledky, o neZ se dlouho pokousela fada
vyznamnych matematiki, a tedy s vysledky bez nadsazky svétové tirovné.

Druhy seminaf, o némZ bychom se chtéli zminit, vznikl pro posluchace prvého
roéniku v r. 1970 pod vedenim S. Fucika. Je to semina¥, jehoZ Einnost stale pokra-
¢uje. Okruh studovanych problémii vystihuje nejlépe jeho nazev: ,,ReSeni nelinear-
nich operatorovych rovnic*‘. Naznaéme opét struéné jeho problematiku.

Jsou-li dany dvé mnoZiny M, N a zobrazeni T mnoZiny M do mnoZiny N, je
pfirozené klast otazku, za jakych pfedpoklada Ize ke zvolenému y € N nalézt xe M
tak, Ze Tx = y (,.feSeni rovnice s pravou stranou‘) nebo (pro p¥ipad M = N)
otazku, kdy existuje bod x € M takovy, Ze Tx = x (,,existence pevného bodu*).

Je znamo, Ze celd fada matematickych problému z linearni algebery, z teorie inte-
gralnich a diferencidlnich rovnic atp. se da formulovat jednim z uvedenych zptisobi.
Uvedme jednoduchy piiklad. Je-li M = N = E, mnoZina vSech n-tic redlnych d&isel
a jsou-li dana realna &isla a(i,j = 1,2, ..., n), miZeme n-tici x = [x;, X, ..., X,]
pfifadit n-tici y = [y, ¥, ..., y»] vztahy

n
yi= ) aux;.
i=1
Tim je dino zobrazeni T a nalezeni prvku x, pro n&jZ je Tx = y, odpovida feSeni
soustavy linearnich rovnic.

Cely seminaf je rozpocten na Ctyfi roky. V pravé uplynulém obdobi se vénoval
zejména zobecnénim znamé Banachovy véty o kontrakci: Je-li M tUplny metricky
prostor (viz V. Jarnik, Diferencialni pocet II) a T kontrahujici zobrazeni M do sebe
(tj. existuje konstanta k < 1 tak, Ze pro viechna x, ye M je o(Tx, Ty) < ko(x, y),
kde ¢ je dana metrika v prostoru M), pak existuje pravé jedno x takové, Ze Tx = x.
Zobecnénf spodivalo napf. ve zkoumani tzv. neexpanzivnich zobrazeni (g( Ix, Ty) =
< ¢(x, y)). Dale byla vénovana pozornost jednorozmérnému pifpadu, tj. M byla
néjakad mnozina realnych &isel. \

JiZ po kratké dobé se muliZe seminaf pochlubit péknymi vysledky. Posluchaci
J. ZaurapNikovi (znamému z XVIII. roéniku MO) se napf. podafilo velmi pékné
zobecnit a doplnit praci amerického matematika R. DE MARRA z r. 1963; jeho prace
bude také publikovana.

Naplii tohoto seminafe nesouvisi pfimo s uebnimi plany; jde totiz vétSinou o vy-
sledky z poslednich let, kde neexistuje ucelena literatura. (V dalsich letech se seminar
bude zabyvat tzv. Brouwerovou a Lerayovou-Schauderovou teorii, totalné spojitymi
operatory a teorii monotonnich operatori.) Je to problematika znaéné dulezita, ktera
ma piimé aplikace v fadé matematickych disciplin. Posluchadi jsou tim vhodné
pfipravovani na praci ve specialnich seminaftich, které se poradaji na MFF KU
(napf. seminafe vedené doc. J. NECASEM a doc. J. KoLoMYM).

Oba seminafe, i kdyZ byly vedeny odli$né a studovaly problematiku dosti odlehlych
oborl, jiz prokazaly, Ze timto zplsobem je mozné ziskat nadané posluchace k uspésné
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mimostudijni praci v matematické analyze. Katedra pocitd s organizaci podobnych
seminafd s riznym zaméfenim v pfistich letech.
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G. PoLya:

To, co uclitel ve tFidé fekne, neni nedilezité,
ale to, co si student mysli, je tisickrat dilezi-
t&jsi. Ideje by se mély rodit ve studentové mysli
a ucitel by pri tom mél hrat roli porodni
asistentky.

Existuje jedna ,,vyuCovaci metoda‘‘, ktera
se nemine ufinkem: je-li uditel otraveny pii
vyucovani svému predmétu, bude cela tfida
otravena.

Student mi predkldda dlouhy vypodet na
mnoha fadcich. Pfi pohledu na posledni radek
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vidim, Ze vypocet je chybny, ale zdrZim se,
abych to rekl. Davam prednost tomu, Ze
projdu spolu se studentem fadek po fadku:
,,Zacal jsi dobre, prvni fadek je spravny, dalsi
radek také, udélal jsi to a to. Dalsi radek je
také spravny. Co si mysli§ o tomto faddku?*
Chyba je na tomto fadku, a kdyZ ji student sam
objevi, ma nadé¢ji se nééemu naucit. Kdyz vsak
rovnou feknu ,,To je Spatné‘, bude student
dotéen a nebude poslouchat, co budu dale
fikat. A feknu-li ,,To je Spatné* prili§ Casto,
bude student nenadvidét mne i matematiku,
a vSechny moje snahy, pokud jde o ného,
vyjdou naprazdno.
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