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Do nekonecéna v kone¢ném case

Donald G. Saari a Zhihong (Jeff) Xia

Mize Newtontv problém n nekolidujicich hmotnych boda popisovat situaci, kdy je
téleso vyvrzeno do nekonec¢na v konecném case? Tento spletity, stoleti stary problém,
ktery motivoval nékolik zajimavych a hlubokych matematickych tvrzeni, neddvno
rozfesil matematik Xia ([X1], [X2]). Ve své doktorské disertaci dokazal, Ze pro vSechna
n 2 5 existuji trojrozmérné priklady takové situace. Pozdéji Gerver [G] ukdzal, Ze se
podobné chovani vyskytuje i v rovinném problému 3n téles, kde n je zatim neznamé
a velice velké.

Sama domnénka, Ze na§ zndmy Newtonliv gravita¢ni zdkon miZe pfipoustét takové
protismyslné chovani, je tak pfekvapujici, Ze je pfirozené se zajimat, odkud se vzala
tak nezvykle znéjici otdzka. Jak ukdZeme v tomto kratkém piehledu, Xiav vysledek
resi zakladni pfirozeny problém, ktery formulovali Poincaré a Painlevé pfiblizné pred
jednim stoletim.!) Hlavnim problémem je charakterizovat povahu ,singularit* systému
n téles. Singularita zde znamend ,Casovy“ okamzik ¢ =t*, v némZ jiZ analytické
prodlouZeni feSeni neni moZné.

Co tedy vytvari singularitu? Necht m; a r; jsou hmotnost, respektive vektor polohy,

z %z

j-té &astice a necht r;; = ||r; — r;||. Z pohybovych rovnic

_ mimj(ri - rj) _ oU .
mjr.;.'__zr—:?j = a—rj, 7 =1,..,n, (1)
i#] E

kde vlastni potencidl (ziporné vzatd potencidlni energie) je

U= mim; , (2)

bt ..
1<j v

zfejmé plyne, Ze singularita vyzaduje, aby néktera vzdalenost r;; nabyvala libovolng
malé hodnoty pfi t — t*. Kolize je zfejmé singularita. Jsou ale vSechny singularity
kolizemi? Koncem devatendctého stoleti se uvazovalo o tom, zda by singularni drdha
mohla vykazovat takové oscilaéni chovani, pfi némz se limes inferior velifiny rm;n(t) =

v 2

= n;ém rij(t) blizi k nule, zatimco limes superior této minimélni vzdalenosti mezi
i#j

1) Pozndmka prekladateli: Ctenafe odkazujeme téz na clanek: F. DIACU, The solution of
the n-body problem, Math. Intelligencer 18 (1996), No. 3, 66-70.

DON SAARI a JEFF XIA jsou profesory matematiky na Northwestern University in Evan-
ston, IL, e-mail: d_saari@math.nwu.edu, xia@math.nwu.edu

Off to Infinity in Finite Time, Notices Amer. Math. Soc. 42 (1995), 538-546.

© American Mathematical Society 1995

Prelo%ili MiCHAL KRIZEK a KAREL SEGETH za podpory grantu & A 1019601 GA AV CR.

90 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro€nik 42 (1997), €. 2



Casticemi zlstdva kladna. Strudné fefeno: Mohly by si éastice zahravat s kolizi, aniZ
by k ni nékdy doslo?
Vyjadreme tuto moznost v pojmech konfigura¢niho prostoru. Jestlize

A,’j = {r = (rl,...,rn) € (R3)n | = fj},

pak A = |J Aij urCuje vSechny body v prostoru (R3)", kde rovnice (1) neni defi-
i<j

novana. Oscilace jsou pak ekvivalentni draze pfipoustéjici posloupnost {¢;}, t; — t*,

takovou, Ze se r(t;) = (r(ti), ..., ra(t:)) pfiblizuje k 4, ale r(t) nikoli. Painlevé béhem

svych 3védskych prednédsek [Pa] v r. 1895 dokazal nemoZnost takového oscilujiciho

chovani.

Painlevéiv dikaz je krasnou aplikaci standardni existenéni véty, kterd zarucduje, Ze
feSeni rovnice x' = f(x) existuje v ¢asovém intervalu, jehoz délka je urena hornim
odhadem veli¢iny || f(x)||. Abychom vidéli, odkud pochézeji odhady pro rovnici (1),
viimnéme si, Ze feSeni vedouci k singularité a pfipoustéjici lim sup 7min(t) > d >0

tt>
zaruCuje existenci posloupnosti {tx}, tx — t*, takové, Ze vSechny vzdalenosti spliuji
nerovnost 7;(tx) 2 d. Tim, Ze tyto vzdalenosti jsou omezeny zdola kladnou konstan-
tou, jsou prava strana rovnice (1) i potencidl U omezeny shora. K ohrani¢enim na
rychlost v; dospé&jeme z odhadu U a integralu energie

T=%ijv;-"=U+h, (3)
i=1

kde h je integraéni konstanta.?) Existen¢ni véta tedy pro kazdou hodnotu ¢ zaruduje,
Ze feeni existuje pro Cas rozsifeny za okamizik ¢y, pfiCemz toto rozsifeni zavisi pouze
na d a h. Zvolime-li t; tak, aby t* — ¢; bylo mensi neZ polovina této zarucené hodnoty,
dostaneme spor s pfedpokladem, Ze t* je singularita.

Véta (Painlevé). Problém n téles md singularitu pro t = t* prdvé tehdy, kdyZ

rit)y >4 pro t—ot* (4)

I kdyZ Painlevéova véta fikd, Ze singularita vyzaduje, aby r — A, zstiva nejasné,
zda &astice musi kolidovat. Podminka 7min(t) = 0 pro t = t* oviem miZe byt splnéna
(viz obrazek 1), aniZ by se kterakoli vzdalenost celkové pfiblizovala k nule. Misto toho
se pak muzZe stat, Ze singularita je generovana &asticemi, které se téméf budou Géastnit
kolizi, aniz by se jich kdy dopustily. Kolizi budeme rozumét nasledujici pojem.

Definice. Singularita v ¢ase t* je kolize, jestliZe existuje bod q € A takovy, Ze r(t) — ¢,
jakmile t — t*. V opatném piipadé se singularita nazyva nekolizni singularita.

Pomoci trojihelnikové nerovnosti Painlevé dokazal, Ze pro problém tii téles nemuze
nastat patologicka situace z obrazku 1, tj. Zze pro n =3 jsou v3echny singularity

?) Pozndmka prekladateld: Symbolem v} se rozumi [lv; %
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kolizemi. Abychom popsali, pro¢ je tomu tak, potfebujeme porovnivat maximélni
a miniméalni vzdélenosti mezi ¢4sticemi. Hodnota U~! je zfejmé ,mira“ pro rmia(t).
Pokud je t&zisté€ v poéatku soufadnic, m&fi se maximalni vzdéilenost mezi ¢asticemi

n
pomoci VT, kde I = > m;r?. Odtud plyne (pomoci dvojiho derivovéni I(t) a pouziti
j=1

vztahu (3)), Ze tyto velifiny jsou spojeny prostiednictvim Lagrangeovy—Jacobiovy
rovnice [P1]
I" =U + 2h. (5)

Tento vztah napfiklad udava, ze kdykoli se Castice pfiblizi k jiné (tj. hodnota U je
velkd), bude I"”, zrychleni veli¢iny I, kladné. Extrémnim pfikladem je singularita, kdy
Tmin(t) = 0 nebo U — co. V3e, co potiebujeme ze vztahu I" — oo (viz (5)), je to, Ze
I"(t) je nakonec kladné, protoze to vyzaduje I — A, A € [0, 00], pro t — t*. MoZnost
A =0, kde I — 0, zfejmé pfedstavuje kolizi, nebot vSechny &astice koliduji v t&zisti.
V opaéném pfipadé I — A > 0, coZ znamend, ze dvé strany trojihelnika definovaného
tfemi ¢asticemi jsou odraZeny od nuly. Doprovodnd podminka 7y, (t) = 0 vyzaduje,
aby se tfeti strana trojihelnika zmen3ovala k nule. Ale jakmile se rmin dostateéné
zmensi a zistane malé, trojihelnikova nerovnost zamezi to, aby si rizné pary éastic
vyméhovaly své role pfi definici veli¢iny r'min. Protoze rmin(t) je nakonec definovano
pomoci jediného paru Castic, scénaf z obrazku 1 se nemize pfihodit. Nyni je snadné

rv2

ukazat, Ze vSechny ¢astice se blizi limitni pozici.

[ NeR-F- Kad  Roli-W

Obr. 1. Oscilaéni pohyb, u néhoZ se minimalni vzdalenost bliZi k nule.

Poté co Painlevé dokazal svij vysledek, byl zvédav, zda nekolizni singularity mohou
existovat pro n 2 4; miZe se tedy hodnota r(t) pfiblizit k A, aniZ by se ztotoZnila
s kterymkoli bodem této mnoziny? Tuto otazku Xia roziesil tim, Ze pro n 2 5 dokazal
existenci takovych feSeni.

Chovani a pravdépodobnost nekoliznich singularit

Po Painlevéové vété se dalsi vyznamny vysledek vyskytl v roce 1908, kdyz von
Zeipel [VZ] objevil pfekvapujici diisledek nekolizni singularity. VyuZil toho, ze podle
Newtonova gravitaéniho zdkona je zrychleni hodné vzdalenych ¢astic zanedbatelné.
TudiZz v malém Gasovém rozpéti se vzdalené astice v podstaté pohybuji podél primek
pouze s nepatrnymi zménami rychlosti. A tak von Zeipel oddélil analyzu toho, jak
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sousedni Castice vzajemné interaguji, od toho, jak se shluky sousednich éastic od
sebe oddéluji. Kdyz ukézal, Ze tento shlukovy argument je ve sporu s podminkou
I - A < o0, dokézal nasledujici prekvapivy diisledek.?)

Véta (von Zeipel). Nekolizni singularita nastane v case t* prdvé tehdy, kdyz I — oo
prot — t*.

Von Zeipel vystupiioval dilezitost problému zejména tim, Ze ukazal, Ze pokud by
nekolizni singularity existovaly, pak by Newtontiv pohybovy zdkon pfipoustél ¢astice,
které se od sebe nekonecné vzdali v koneéném case! Jak by toto mohlo nastat? Tento
podivuhodny zavér pravdépodobné zpusobil, Ze pfedmét Painlevéova zajmu zistal
v pozadi badani na pil stoleti.

Problém singularity byl znovu vzkfiSen koncem Zedesatych let, kdy Saari [S1] cha-
rakterizoval chovani vSech kolizi poté, co spolu s Pollardem vySetfoval asymptotické
chovani Newtonova problému n téles. Tyto vysledky byly zesileny v pracich [PS1],
[PS2] tvrzenim, Ze vSechny kolidujici éastice se k sobé blizi jako (t* — t)?/3. (To bylo
znadmo jiz dfive pro bindrni kolize (Sundman [Su]) a iplné kolabujici drdhy pro I — 0
(Wintner [W]).)

Pro¢ dostavame exponent %?4) Tato hodnota odrédzi volbu zakona sily, protoZze
obecné se exponent rovna 2/(p + 1), kde p > 1 je exponent v gravitatnim zikonu.
(Newtontv gravita¢ni zdkon je formulovdn pro p = 2.) To lze snadno zjistit z rovnic
kolinearity " = —(p — 1)z~P. Vynésobime-li obé strany z’ a integrujeme je, ziskdme
integral energie 1(z')2 = 2!~ + h nebo %(2')2zP~! = 1 + ha?~!. Podminka kolize
z — 0 tedy prevadi energeticky integral na z'z(®~1/2 ~ —/2 pro t — t*. Zavér (pro
jednoduchy kolinedrni problém) plyne z integrovani.

Dosadime-li nutnou a postacujici podminku [PS1] pro kolizi

Un~A{t—t)"% pro t—t* (6)

do rovnice (5), zjistime po integraci, Ze ohranicené je nejen I, ale téz I'. Abychom
vytvorili nekolizni singularitu, musi I” zfejmé byt vice excitovdno tim, Ze rmin(t)
dosédhne 0 mnohem rychleji [PS2]. Jak rychle viak muiZze takovy systém explodovat?
Pfi experimentovani s rovnici (5) a rychlostmi zmény U(t) pfipoustdjicimi I — oo
se mizeme ptat, zda je rozumné uvazovat, feknéme, I ~ In((t* —¢)~1) pro t — t*.
Jak se ukazuje v [S3], rist je rychlejsi a I jde do nekonecna rychleji nez velkd tiida
podobnych funkeci.

DiileZitou sloZkou na%eho popisu je vysoce oscilaéni charakter nekoliznich pohybi,
ktery se objevuje v [S3]. Odtud vyplyva, Ze se Castice musi pfiblizovat k ostatnim
vzdalenym &asticim nekoneéné asto a libovolné blizko. Intuice napovida, Ze ¢astice
letici do nekoneéna méa sama témér nulové zrychleni, takze jeji rychlost ztistava v pod-
staté konstantni. Protoze konstantni rychlost vyluéuje dosaZeni nekoneéna v koneéném

3) Chazy [Ch], Sperling [Sp] a Saari [S3] nalezli diikazy, které vyjasnily a rozsifily pivodni
diikaz von Zeipeliv. Viz téZ Mc Geheetv vykladovy ¢lanek [MG1).

%) Pozndmka prekladateli: Podrobné viz M. KRIZEK: O problému t#i téles. Rozhledy mat.-
fyz. 70 (1992), 105-112.
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Case, zrychleni je tfeba zvySovat, a to vyzaduje tésné pribliZeni jiné Edstice. Uvazujme

napiiklad problém Ctyt téles znazornény na obrazku 2. Podminka I(t) = oo nuti nékte-

rou Castici, napf. m;, aby spliiovala limsupr; (t) = c0.%) Pokud se pro né&jaky ¢asovy
t—t*

interval pred t* 74dna Castice nepfiblizi k m; na vzdalenost, Ffeknéme, 10720, pak
r{ je ohranifené. Integraci ale zjistime, Ze to odporuje pozadavku lim sup r;(t) = oo.
Aby tedy m; mélo vlastnost limsupr;(t) = oo, musi se k m; v kazdém intervalu
(t,t*) pfibliZovat libovolné blizko jina &astice. S trochou dodatecné prace a pfi aplikaci
tohoto zdtivodnéni na pohybové rovnice pro tézisté dvojice ¢astic zjistime, Ze pokud se
k dvojici nepfibliZi ZAdn4 jina Castice, drahy dvojice i jejiho tézisté zlistanou omezeny.
Odtud vyvodime, Ze pokud méd m; vlastnost limsupr;(t) = oo, potom v kazdém
intervalu (¢,t*) je m; navStivena jinou {astici. ij_c;tdobné dvojice, kterd opakované
splituje podminku 7min — 0, musi byt navstévovana libovolné ¢asto a blizko jinou
Castici.

——
m my my mg
" min
— —_—
mlmz m, m_‘

Obr. 2. Dvé volby putujicich &astic.

Té7i3té je neménné, a proto kdykoliv se Castice vzdali od polatku, musi byt
daleko i néjaka jind Castice v opa¢ném sméru. TudiZ alespon dvé vzdalené &astice
jsou ovliviiovany ostatnimi télesy. Aby byla zachovina podminka I — oo, musi vidy
existovat dvé vzdalené Castice, k nimz jiné Castice ,dojizdéji“. Pro n = 4, kde jsou
k definovani rmin(t) zapotiebi alesponi dvé Castice, je jedinou cestou pro realizaci
téchto ,navstévnich“ podminek jakasi kombinace scénait, v nichZ bud dvé castice
jsou vzdalené a mezi nimi cestuje dvojice &astic (horni diagram na obréazku 2), anebo
dvojice a jedna z &astic jsou od sebe oddéleny a zbyvajici ¢4stice putuje mezi nimi
(dolni diagram na obrazku 2). Protoze kazd4 &astice musi byt navstivena v kazdém
casovém intervalu pred t*, toto vSe by se mélo stat nekone¢né Casto.

Pfipomenime, Ze b&hem traverzovani se putujici éastice v podstaté pohybuje (pohy-
buji) po pfimce, kter je peclivé namifena tak, aby se dosahlo cile. NaSe podezieni, Ze se
systém rychle pfibliZi k pevné pfimce ve fyzikalnim prostoru, je spravné. Smér vétSiny
rychlostnich ¢leni je rovnéz uren touto pfimkou. ProtoZe tedy nekolizni singularita
pro n = 4 vtlacuje pohyb do pevné pfimky ve fazovém prostoru, miZeme olekavat,
ze vlastnosti systému, které zachovavaji miru systému a dévaji nekolizni singularity
pro n = 4, jsou u tésnych trojitych pfibliZzeni nepravdépodobné. Pomoci této intuice
a metody, kterou Saari [S2] vyvinul dfive pro diikaz Littlewoodovy domnénky [L], ze
kolize jakéhokoliv typu jsou pro vSechna n nepravdépodobné, Saari [S4] ukazal, Ze
nekolizni singularity problému ¢tyf téles tvori mnoZinu nulové Lebesgueovy miry.

5) Pozndmka prekladateli: r1 = ||n]||. A
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Zkombinujeme-li vysledky [S2] a [S4], zjistime, Ze singularity jsou pro n <4 ne-
pravdépodobné; vétsina trajektorii existuje v neomezeném Case. Je rozumné oéekavat,
7e stejny zavér plati i pro vSechna n 2 5. Abychom dokéazali takové tvrzeni, staci
ukazat (protoze kolize jsou nepravdépodobné podle [S2]), Ze nekolizni singularity jsou
v mnoziné nulové Lebesgueovy miry. Jisté modifikace diikazu z [S4] ukazuji, Ze to je
pravda pro ty nekolizni drahy, kde se &astice srovnavaji do pfimky (tak jako v Xiaové
konstrukei). Vlastné se zda (ale musi to byt jeSté dokdzano), Ze postup a zavér z [S4]
1ze roz§ifit na vSechny nekolizni singularity. To plyne z toho, Zze pozadovany ,navstév-
ni“ charakter takové drahy nuti ¢astice, aby se rychle pfiblizovaly k ménérozmérné
nadroviné ve fazovém prostoru.

Matherova-McGeheeova konstrukce

Jakykoliv pocit skepticismu tykajici se existence nekoliznich singularit se rozplynul
¢lankem [MM] Mathera a McGeheeho z r. 1975. Tito autofi pro kolinerni problém
Ctyf téles ukazali, Ze by se binarni kolize mohly akumulovat takovym zpisobem, Ze vy-
vrhnou ¢astice do nekonecna v koneéném cCase. Tim sice neroziesili Painlevéiv problém
(protoze nekolizni singularita musi byt zakladni singularitou systému), ale vyznamné
poukazali na fakt, Ze takové pohyby existuji. Vskutku, Anosov [An] upozornil, Ze
pfiklad nekolizni singularity pro problém ¢tyf téles miZe existovat v okoli pfikladu
Mathera a McGeheeho; to v8ak je§té musi byt prokdzano. Matherova-McGeheeova
konstrukce je zaloZena na drivéj$i McGeheeové praci tykajici se trajektorii tésnych
trojitych pfibliZzeni pro kolinearni problém tfi téles. Tyto pojmy jsou popsiny niZe.

Binarni kolize je podle Sundmana [Su] algebraicky bod vétveni, kde dynamika
napodobuje pruznou kolizi.%) Avsak Siegel [Se] ukézal, 7e trojité kolize obecné definuji
logaritmickou singularitu, kterd znemoziuje, aby bylo feSeni prodlouzeno. Alternativni
cil pak je analyzovat, co se déje v blizkosti trojité kolize. K tomu McGehee [McG2]
zavedl jisté ,sférické soufadnice®, kde je polomér definovan pomoci rmax(t) = I*/?;
s timto méFitkem pfedstavuji ,,Ghlové soufadnice” 1/rnax(r, - - ., ) konfiguraci tvoie-
nou ¢asticemi. Dilezité pro tuto konstrukci je, Ze zakon sily je homogenni. To umoziuje
vytknout radialni ¢len z kliovych rovnic a za¢lenit jej do nezavislych proménnych, aby

se tak zménilo méritko ,,Casu“. Vysledny systém ,ithlovych soufadnic* popisuje zmény
v konfiguraci.

Nové navrzeny systém je, matematicky vzato, definovdn i pro rmax(t) =0, coz
je nulovy bod v A. Toto ,zvétSeni“ Gplné kolabujici singularity vytvari invariantni
hrani¢ni varietu C, kterd se nazyva ,kolizni varieta“. ProtoZe rozsifeny dynamicky
systém je hladce rozsifitelny az do hranice, chovani tésnych trojitych priblizeni mutze
byt analyzovdno pomoci zjednoduSeného jakoby ,gradientniho“ toku definovaného
na C. Timto zpisobem dospéjeme k hlubokym zavérim tykajicim se chovani tésnych
trojitych pfibliZeni.

%) Pozndmka prekladateli: Pro binarni kolizi miZe byt FeSeni prodlouZeno.
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Abychom priblizili tyto vysledky, pfipomehme stfedoSkolsky fyzikalni pokus, ve
kterém je z budovy vrzen mi¢. Cim je kolize pruznéjsi, tim vyse mi¢ vyskoéi. Pobliz
zemé se odskakujici mi¢ samoziejmé pohybuje rychle vzhiru. Abychom vyuZzili tuto
rychlost, rychle hodime dalsi, mnohem mensi mi¢ tak, aby ke srazce doslo ihned potom,
co vétsi mi¢ zacind svoji cestu vzhiru. Maly mi¢ se odrazi od velkého mice, aniz by
zasdhl pevnou zemi. A tak pruznd kolize zplisobi, Ze se prvni, vétsi mi¢ chova jako
baseballova palka. Kolizi druhy mi¢ ziskd dodate¢ny moment hybnosti a vyskoéi vyse,
nez kdyby ke srdZce nebylo byvalo doslo.

Podobny efekt popisuje tésné trojité pribliZeni v kolinedrnim Newtonové problému
t¥ téles. Pokud je podatedni podminka vedouci k Gplnému kolapsu mirné pozménéna,
jedna z Castic, napf. mg, se trochu opozdi a trojita kolize nenastane. Prvni kolidujici
péar, my a mg, utvofi pruznou kolizi. Z rovnic (3) a (6) plyne, Ze odrazova rychlost je
libovolné velkd, pokud ji méfime dostatecné blizko kolize. A tak odskakujici ¢astice,
kterd se ted blizi ke kolizi se zpoZdénou &astici ms, méa libovolné velky moment
hybnosti. Podobné jako tomu bylo v pfipadé fyzikdlniho experimentu, novd pruzna
kolize by méla zpusobit, Ze ji opozdéna Castice m3 opusti s libovolné velkou rychlosti
— mnohem vétsi, nez byla jeji vstupni rychlost. Ackoliv je skutec¢nd situace kompliko-
vanéjsi (napf. stejné jako v pfipadé micd se musime zabyvat hmotnostmi; v zavislosti
na téchto hodnotach miZe byt uskuteénéna rada binarnich kolizi, nez je jedna z ¢astic
vymrsténa; vybér vymrsténé Castice zavisi na pozadovaném poétu bindrnich kolizi
a délce Casu, ktery uplynul od trojité kolize, apod.), tento popis zachycuje podstatu
tésnych trojitych pfibliZzeni.

Popis pohybu tésnych trojitych pfibliZeni (pro kolinedrni problém) naznacuje, Ze
m3 (ve spodni &asti obrazku 2) je odmriténa od dvojice m;, mz s libovolné velkou
rychlosti. Abychom zajistili, Ze m3 nebude vyhozena do nekoneéna, pot¥ebujeme
n&jakou prekdzku — C&tvrté téleso. Ziska-li éastice mg dostateéné velkou rychlost,
doZene ¢astici m4 a ma s ni pruznou kolizi. KdyZz bude hmotnost ¢astice m3 dostateéné
mala, mg se odrazi zpét k my, mz, kde bude, pokud dospé&je v ¢ase blizkém k formo-
vani trojité kolize, znovu zpétné odpalkovdna. Spolu se spravnym nacasovanim (tj.
s pfisludnym symbolickym dynamickym dikazem) se tento scénaf opakuje nekonené
¢asto v konecném Casovém intervalu. Mather a McGehee timto zpisobem ukazali, Ze
existuje Cantorova mnozina pocateénich podminek definujici toto chovani.

McGeheeovy soufadnice se staly standardnim prostiedkem pro zkoumani dynamic-
kého chovani drah blizkych dplnému kolapsu pro kolinedrni problém tii téles (viz
napf. [McG2]), pro rovnostranny problém tfi téles, kde v kaZdém Case t¥i éastice tvori
vrcholy rovnostranného trojihelnika (viz nap¥. Devaney [D1], [D2], Moekel [M1], [M2],
Simo [Si]), a pro anizotropni Kepleriv problém [D2]. Timto zplsobem se dospélo
k piekvapivé rozmanitym ukdzkam ,chaotického“ chovani feSeni problému tii téles.
Podobnym, ale mirné odlidnym zpisobem jsme v [SX] pouzili tyto soufadnice ke
stanoveni existence novych typu drah, z nichZ nejpfekvapivéjsi je ,superhyperbolicky
pohyb*, uz dfive diskutovany Pollardem [P2] a pozdé&ji Marchalem a Saarim [MS)]
jakoZto soucast jejich popisu vyvoje systému n téles. Celd zaleZitost se tykala toho,
zda existuje horni odhad pro rozpinani soustavy n téles, tj. existuje-li funkce f(t),
ktera nakonec omezuje vSechna feSeni pro ¢t — co. Napfiklad pomoci specialni teorie
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relativity, kde jsou vSechny rychlosti odhadnuté rychlosti svétla c, bychom dostali
f(t) = ct. Ale Newtontiv svét nerespektuje Einsteinovu formulaci; jakmile n 2 4, pro
Newtonuv systém n téles Zadna takova funkce f(t) neexistuje! Pro problém ¢&tyf téles
jsme misto toho ukdzali, Ze pro kaZdou funkci f(t) existuji po¢ateéni podminky takové,
7€ Tmax(t)/f(t) = oo pro t = oo. Zvolime-li napfiklad

f(t) = exp(exp(exp(...exp(t)...))),

je ztejmé, Ze se systém n téles miiZze rozpinat zptlisoby, které odporuji oéekavani.

Nas dikaz vyZadoval ,zpomaleni“ Matherova-McGeheeova pohybu tak, aby ne-
skondil prili§ brzy, nybrz aby trval vé¢né. Intuice, jak to udélat, pochazi z pokusu se
dvéma mici. Pokud druhy mi¢ neni vrZzen dost rychle, dopadne na prvni mi¢ poté,
co se uz odrazovy moment zmensil. Podobné jsme potiebovali zavést néjaky postup
umozhujici popsat dynamické disledky toho, Ze misto interakce libovolné blizké trojité
kolizi dojde k takovému zpozdéni, aby ms nebyla vymrsténa pfilis silné. N4§ technicky
diivod pro zavedeni tohoto zpoZdéni vyuziva komplikovanou strukturu variety mnoZiny
pocate¢nich podminek, které vedou k trojité kolizi.

Xiaova konstrukce

Tato kratka historie Painlevéova problému uvadi to, co je zapotiebi k vytvoreni
nekolizni singularity. Castice predevsim musi rychle cestovat mezi ostatnimi a neko-
necné Casto se k nim dostavat libovolné blizko. Rychlost potiebna k dosaZeni téchto
nekoneéné Castych navstév je ziskdvana z tésnych vicendsobnych pfiblizeni. V tom
spoliva jedna z matematickych obtiZi: aby singularita byla nekolizni, musi byt analyza
tésného vicendsobného priblizeni provedena bez vyuziti skuteéné kolize. Pokud ale
vyloudime kolize, pfichidzime o pohodlnou formulaci kolinedrniho problému, protoZe
ten vzdy vyZaduje, aby télesa do sebe naraZela. Jakmile upustime od smérovych
ohraniéeni vélenénych do kolinedrniho problému, potfebujeme nasmérovat pohybujici
se Castici téméF pfesné tam, kam zasahovand Castice dospéje. (To je ddno tim, Ze
dokud se ¢astice nedostane do tésné blizkosti cile, je jeji rychlost v podstaté neménn4.)
Slozitost problému spoéiva v tom, Ze vSechny predchozi teorie musi byt rozsifeny na
vice rozméri a pak spojeny tak, aby nastalo poZzadované chovani ¢astic. To je to, co
udélal Xia.

Abychom porozuméli Xiaové konstrukcei, zaénéme se symetrickym feSenim problému
tii téles, kde je pohyb dvou stejné hmotnych téles m; a mg vidy rovnobézny s rovi-
nou zy a pohyb ¢astice m3 je omezen na osu z. (Viz obrazek 3a. Snadno lze dokazat, Ze
takové pohyby existuji.) Pokud se m; a my pohybuji po kruhovych drahach, pfitazliva
sila, kterou pisobi na &astici m3 (definovana vzdalenosti r13 = 723), zavisi na tom, jak
daleko je m3 od jejich roviny pohybu. Kdyz v8ak m; a ms maji silné eliptické drahy,
pak jejich silovy u¢inek na m3 nezaleZi jen na tom, jak daleko je ¢astice mz od roviny
obéhu, ale také na tom, jak blizko jsou m; a mq u sebe. UvaZujme kupftikladu extrémni
pripad, kdy draha dvojice ¢astic je tak silné eliptickd, Ze aproximuje pohyb po pfimce,
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kdy se obé cCastice k sobé pfiblizuji libovolné blizko, a pak se dostate¢né vzdaluji.
Pfedpokladejme, Ze astice mg prichdzi k roviné zespodu, a kdyZ je tésné nad ni,
dvojice &astic je nejblize k sobé. JestliZe jsou ¢astice k sobé vzajemné blizko (a maji
spravné hmotnosti), dvojice zaptisobi na mg obrovskou silou orientovanou smérem
dold. Spravnym nastavenim vzdalenosti mezi ¢asticemi miZeme ziskat pfitazlivou silu
tak velkou, jak potiebujeme. Tudiz &astice ms miZe byt popohnana doli s libovolné
velkou rychlosti, pravé kdyz se m; a ms zaéinaji oddalovat. Dvojice oddélujici se
s timto pfiznivym naasovanim ztraci brzdny efekt na ¢astici mg, kterd je vystfelena
smérem doli podél osy z.

|
T}’"" m.‘ix

3a Setkani t¥i téles. 3b Xiaova konstrukce.

’nz

e

m,

DI"}

-

Obr. 3. Konstrukce pro pét téles.

Abychom zabranili tomu, Ze m3 bude vymriténa do nekoneéna, potfebujeme néjakou
prekazku, tou oviem nemiize byt étvrtd Eastice na ose z, protoze ta by zpisobila kolizi.
Zopakujme tedy pfedchozi scénaf s tim, Ze niZe na ose z umistime druhou dvojici my,
ms s vysoce eliptickou drahou, kter4 je kolma k z (viz obrazek 3b). S témér perfektnim
nadasovanim — kdyz Castice m4 a ms dosdhnou dostatecné blizkého pfiblizeni pravé
poté, co putujici éastice ms proletéla jejich rovinou — zastavi vyslednd sila, kterou
dvojice ptlisobi na mg3, &astici m3 na cesté dold a vrhne ji zpét smérem vzhiru
s libovoln& velkou rychlosti. Pov§imnéme si, Ze vyuZitim této symetrie je problém
zacileni pro ms vyfeden.”)

Xiatv diikaz ukazuje, Ze tento scénaf se mize opakovat nekone¢né ¢asto v kone¢ném
¢ase. Podobné jako pfi konstrukci Cantorova diskontinua, kde se v kazdém kroku
odstrafiuje dalsi ,prostiedni tfetina“, vyvinul Xia prosivaci postup. Jinymi slovy,
mnoZzina pocateénich podminek mé zhruba tvar klinu a je urcena pozadavkem, aby
tfi éastice provedly alespon jeden vySe popsany manévr. Néktera feSeni odpovidajici
pocateénim podminkdm z tohoto klinu umozhuji ¢astici ms interagovat uvedenym
zpisobem s druhou dvojici a jind to nedovoluji. Ta feSeni, kterd se nechovaji po-
zadovanym zpisobem, jsou vyfazena. (Zejména jsou eliminovany vSechny dréhy, na

7y Pozndmka prekladateli: Vzdalenost mezi horni a dolni dvojici ¢astic roste nade vSechny
meze.
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nichZ Castice m3 nespliiuje pozadavek peclivého sladéni s pohybem daldi dvojice.)
Tento vylucovaci proces pokracuje a v limitnim pfipadé pak zbude Cantorova mnoZzina
pocateénich podminek umoziujicich, aby se Zddouci chovani vyskytlo nekoneéné ¢asto.

Abychom ziskali cit pro to, jak se ,kliny“ pocate¢nich podminek daji najit, pov§im-
néme si, ze se Castice m3 v limité musi pohybovat nekoneéné rychle od my, mg k my,
ms; to nastane, pouze kdyz mg3 startuje libovolné blizko m; a m,, zatimco m4 a ms jsou
jiZ tésné u sebe. Tudiz limitni konfigurace je trojita kolize m;, mq, m3 se sou¢asnou
dvojitou kolizi my4, ms. Hlavni mySlenkou je vyuZzit strukturu stabilni a nestabilni
variety této nasobné kolize takovym zpisobem, Ze alespoii do¢asné vybereme mnoZiny
pocateénich podmipek spravného chovani bez kolizi. Jednou z moznosti, jak se vyhnout
kolizim, je pfifadit kazdé dvojici ¢astic nenulovy thlovy moment ¢ se znaménkem
oznadujicim, zda dvojice rotuje ve sméru ¢i proti sméru hodinovych ruéi¢ek. Jelikoz
velikost ¢ urcuje, jak blizko se mohou ¢astice k sobé pfiblizit, kazdé ¢ se musi bliZit
k nule pro t — t*, abychom mohli pfipustit potfebnd, libovolné blizkd pfibliZeni.
Pro analyzu téchto rota¢nich interakci musi byt pfedchozi (dvojrozmérnd a rotace
nepfipoust&jici) varieta kolizi C o jeden rozmér rozsifena, abychom mohli zahrnout
hodnoty c. Skuteény problém tfi téles ma c jako konstantu pohybu, takZe analyza
vyZaduje zavést odpovidajici proménnou u popisujici smér a rychlost rotace dvojice
Castic.

Obr. 4. Chovéani jednoduchého systému.

Abychom osvétlili dalsi krok, zatnéme s jednoduchym systémem z’' = —z, y' = v,
kde feSeni na ose x — stabilni varieté — sméfuje k poéatku, zatimco na ose y —
nestabilni varieté — se rychle pohybuje nade vSechny meze v kladném anebo zdporném
sméru osy y (viz obrazek 4). Ostatni feSeni kombinuji toto chovani, napf. feseni
zaéinajici v blizkosti osy x zlstava pobliz této osy a smé&fuje k poéatku az do chvile,
kdy je mu dostateéné blizko. Zde za¢ne pfevladat odpuzujici efekt ve sméru y, takze
se FeSeni zacne pfiklanét k pohybu na ose y. Poviimnéme si, Ze miZeme Fidit typ
chovani; abychom napfiklad zajistili, Ze feSeni bude probihat blizko kladné (a nikoli
zdporné) osy y, postaci zvolit vhodnou mnoZinu pocateénich podminek takovych,
aby y > 0. (To je znazornéno usetkou na obrazku 4.) Analyza tésnych pfiblizeni je
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pouze vicerozmérnou, komplikované&jsi verzi tohoto jevu, v niz ,klin“ odpovida volbé
pocateCnich podminek s y > 0.

Zatnéme skute¢nosti, Ze trojita kolize definuje rovnovazny bod z* € C s hyperbo-
lickou strukturou. (Bod z* tedy nahrazuje poc¢atek v naSem jednoduchém systému.)
Jestlize symbolem X' ozna¢ime mnoZinu poéateénich podminek, které vedou k trojité
kolizi, pak X' definuje stabilni varietu pro z* € C. (Varieta X predstavuje osu z
v naSem jednoduchém systému.) Z inklinaéniho lemmatu (viz napi. Robinson [R],
str. 200) a z faktu, Ze z* je hyperbolicky bod, plyne, Ze driha, kterd zalind blizko
mnoziny X, zistdvd v jeji blizkosti, dokud se nepiiblizi k C; pak za¢ne sledovat
nestabilni varietu z*. (Nestabilni varieta je tedy vicerozmérnou analogii osy y.) Poté
co malem dojde k trojité kolizi, pohyb se za¢ne podobat draze z C. Dalsi chovani je

pak fizeno strukturou drah na C v blizkosti z*.

Zajimava Cast této struktury pochdazi z nestabilni variety pfisluSejici z*. Jeden
nestabilni rozmér v C urcuje, zda Castice ms je po interakci tii téles hndna nahoru
¢ dolt, zatimco druhy odpovida veli¢iné u popisujici smér rotace dvojice €astic po
tésné interakci. Povazujeme-li v téchto nestabilnich smérech jisté chovani za Zadouci
v C a pouzijeme-li odpovidajici vysledny klin jako cil, mtizeme pobliz X stanovit takovy
klin podatecnich podminek, Ze feSeni budou fizena pozadovanym chovanim tfi ¢astic
v C. (V modelovém systému je tento vybér klinu obdobny volbé Gsetky z obrazku 4,
diky niz FeSeni sleduji spiSe kladnou &ast osy y nez jeji zdpornou &ast.) Podkliny
jsou definovany témi feSenimi, kterd prochizeji tésnym trojitym pfiblizenim a ktera
Castici mg dovoli, aby dospéla k dalsi dvojici ¢astic pfi zachovani vSech podminek
potfebnych pro opakovani cesty. To, co vznikne, je zminéné prosivani.

Vysledna Cantorova mnoZina pocatecnich podminek umoziuje, aby se hodnota
Tmax(t) priblizila k nekonetnu v konefném case a bez predchozich kolizi. Timto
zpusobem je definitivné zodpovézena otazka, kterou pied stoletim vyslovil Painlevé.
A popsana konstrukce navic plné vyuZziva nékolika odliSnych my3lenek pochézejicich
z prispévki mnoha badateld na tomto fascinujicim poli matematiky.

I kdyz nyni vime, Ze nekolizni singularity existuji, nékolik otevienych problému
stale zlstava. Kazdy, byt jen CasteCny seznam by mél zahrnovat otdzku, zda n =35
je predélem tohoto pfekvapivého chovani, nebo zda i systém Ctyf téles miZe vymrstit
Castice do nekonecna v konefném Case. MiiZe byt napfiklad Anosoviv navrh uskutec-
nén? Existuji rovinné pfipady s malymi hodnotami n? Jak bylo naznaceno, v diikazu
hraji dilezitou roli hmotnosti (z podobnych divodi jako velikosti mi¢d ve fyzikalnim
experimentu). Existuji takové hodnoty hmotnosti, Ze se nekolizni singularity nemohou
objevit? Pocateéni podminky vedouci k prikladu Xiaova typu lezi v mnoZiné nulové
Lebesgueovy miry; jsou vSechny nekolizni singularity nepravdépodobné? Jak bylo
popsano, konstruovani pfikladi neohranifenych pohybt zahrnuje peclivé zachazeni
s tésnymi priblizenimi. To dava tusit, Ze pokud CO predstavuje mnoZinu pocateénich
podminek, které vedou ke kolizi jakéhokoli typu, pak uzavér CO souhlasi s mnoZinou
podateénich podminek, které zpisobuji singularitu jakéhokoliv typu (v&etné pohybu
popsaného v [SX]). Je to pravda? (Jeden smér v diikazu rovnosti mnozin je trivial-
ni.) Pfesné&ji, napodobime-li Painlevéovu otdzku, jakd je podstata drah generovanych
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poc¢ateénimi podminkami z uzdvéru CO? Jinymi slovy (a jako obvykle), Newtonuv
problém n téles je zdrojem spletitych matematickych problému.®)
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Prinos Bohumila Kucery k elektrochemii

Michael Heyrovsky, Praha

V poslednich desetiletich 19. stoleti se Fada vynikajicich fyzikt zabyvala problémy
nikoli Cisté fyzikalnimi (jako napf. vlastnostmi roztokii nebo fazovych rozhrani), k je-
jichZ uspokojivému FeSeni byly nezbytné znalosti chemie, kterych bylo dosazeno az
o nékolik desetileti pozdéji. S postupem ¢asu se tyto problémy stavaly predmétem
badani nové vznikajiciho oboru — fyzikalni chemie, zatimco od pocatku 20. stoleti se
zajem fyziki stédle vice soustifedoval na nové prevratné objevy, které predznamenaly
dalsi vyvoj pfirodovédy. A pravé do tohoto pfechodného obdobi spada védecka ¢innost
Ceského experimentalniho fyzika Bohumila Kucery.

Po studiu na Karlové univerzité a na technice v Curychu priSel Bohumil Kucera
v r. 1900 na fyzikélni Gstav techniky v Darmstadtu. V tomto Gstavu, vedeném profeso-
rem K. Scheringem, mél na Kuéerovo odborné zaméfeni rozhodujici vliv jeho o 4 roky
star§i kolega Karl Forch, ktery byl v té dobé na tstavu zaméstnan jako soukromy
docent. Spolecné s Forchem podnikl Kuéera kratky vyzkum indexu lomu nékterych

Dr. MICHAEL HEYROVSKY, CSc. (1932), Ustav fyzikalni chemie AV CR, Dolejskova 3,
18223 Praha 8.
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