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Nadrealna disla

Povidka o tom, jak dva byvali studenti
matematiky skrze matematiku ke $tésti dosli

Donald E. Knuth, Stanford, California, USA*)
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Dalsi dispéchy

. Prévé mé& néco napadlo. Poslouchej, mohla by éxistovét dvé disla, kterd k sob€ nemaji

viibec Zddny vztah? Myslim to tak, Ze by

x¥y a y£x,

jako by se jedno z &isel néjak ztratilo z dohledu nebo dostalo do jiné dimenze nebo
co jd vim. Stdt by se to ur€it€ nemelo, ale jak to dokdzat?

. Snad bychom mohli zkusit tu samou techniku, kterd se ndm uZ jednou osvédéila.

JestliZe x a y jsou v tomto smyslu $patnd &isla, potom bud néjaké x, = y nebo
x = néjaké yp.

. Hm, pfedpoklddejme, Ze y < x;. Potom jestlize x, < x, dostaneme podle tranzit-

tivniho zdkona, Ze y < x, afkoliv jsme pfedpoklddali y £ x. TakZe x; £ x. Ve
druhém pfipad€ je yp < x a Upln& stejn€ by se ukdzalo, Ze y £ yp.

. No, to je véc! A abychom dokdzali, Ze se tohle nemiiZe stdt, sta¢i ndm dokdzat n&co,

o &em si uz dlouho myslim, Ze plati: kazdé &islo x musi leZet uprostfed mezi prvky
mnoZin X; a Xp. Tedy '

(T2) X,=x a x=X,.

. Tohle by mélo jit dokdzat snadno. Co znamend x; £ x?
. Bud Ze existuje Cislo x;; z X, tak, Ze x;; = x, nebo Ze existuje &islo xp z X p tak, Ze

X, 2 xp. Ale podle pravidla (1) druhy p¥ipad nastat nemizZe.

. Viak jsem tuiil, Ze dfiv nebo pozd&ji budeme muset pouZit pravidlo (1). Ale co se

se dd udélat s x;;? Dvojité indexy nemdm moc rdd.

. No, x;; je prvek levé mnoZiny ¢isla x;. ProtoZe x;, bylo vytvofeno dfive neZ x, udé-

lejme indukéni pfedpoklad, Ze x;;, < x;.

B. Hm, poslouchdm.
A.

Zkusme to, x;; < x; znamend, Ze x;;; £ xpa ...

*) PokraCovani pfekladu kniZky D. E. KNUTHA Surreal Numbers, ktera vy§la v roce 1974 v nakla-

datelstvi Addison-Wesley. Prvni &4st ptekladu vysla v &isle 2, zbyvajici ¢asti pfekladu vyjdou v &islech
4 a 5 tohoto ro¢niku. PfeloZila HELENA NESETRILOVA. Copyright © 1974 by Addison-Wesley Publish-
ing Company, Inc.
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. (ji pterusi) Na tohle uZ se nebudu divat, ty tvoje indexy jsou &m dél horsi.

. Ty ale dokdzZe§ ¢lov€ku pomoct.

. Vidyt ti pomdhdm, Fikdm ti, aby ses vyhybala témhle opentlenym indexiim.

. Alejd ... No dobfe, mas§ pravdu, promiii mi, Ze na to jdu tak hloup€&. Vime, Ze x < x,
a x;; < x;, takZe podle tranzitivniho zdkona je x < x;. Takhle se snad vyhnu dal-
$imu indexu.

. Aha, to je ono, x nemiiZe byt <x;,protoZe to by znamenalo, Ze X; % x;. A to nejde,
protoZe x; je jednim z prvkd X;.

. Sprdvng, ale jak vi§, Ze x; < x;.

. Jd se zbldznim ... takhle daleko jsme se dostali a je$té pordd nevime, Ze &islo je ,,jako*
ono samo? To snad neni mozZné, to se pfece musi ddt dokdzat jednoduse.

. Tobé je to moZnd jasné, ale mé& urdité ne. Zkusme pfece jenom dokdzat, Ze

(T3) xSx.

To znamend, 7e X; & x a x & X5p.

. Vzdyt to je zase n&co jako (T2). Ach jo, to jsme zase tam, kde jsme byli, nepodafi

se nam dokdzat, Ze x < x;.
. Tentokradt to, Bille, plijde. Sdm jsi pfece dokdzal, Ze z x < x, vyplyvd x, % x, a Ze
tohle neplati, to se dd ukdzat indukci.

. Tak fajn, to znamend, Ze (T3) plati a viechno je v pofddku. Dokdzali jsme prvni
pilku (T2): x, < x. Druhd polovi¢ka piijde uz dokézat tipln& stejng jenom s tim
rozdilem, Ze se v§ude zaméni levd strana za pravou a naopak.

. A jak uZ jsme Fikali dfiv, platnost (T2) sta&i k tomu, aby viechna &isla byla ve vzé-
jemném vztahu, jinak fe¢eno

(T4) jestlize x £y, pak y<x.

. Fajn, ted uZ se tedy nemusime obtéZovat tim, Ze bychom néco museli formulovat

negativné, protoze ,,x £ y‘‘ znamend tplné totéZ jako ,,x je menSi neZ y*.
. Ano, je to totéz jako ,,x je mensi nebo jako y, ale neni jako y*“. MiiZeme uZ taky
psdt
x<y

misto x % y a pravidla (1) a (2) budou ted vypadat mnohem lip. Zajimalo by m§,
pro¢ je Conway hned takhle nedefinoval. MoZnd, Ze to vlastné udélal proto, aby ne-
musel pouZit je§té tfeti pravidlo, kterym by definoval, co to znamend ,,mensi nez‘.
Pravdépodobné se snazil, aby podet pravidel byl co nejmensi.

. Tak mé, Alice, je§t€ napadlo, jestli dvé riiznd &isla mohou byt jedno ,,jako* druhé?
Myslim to takhle: miZe byt soudasné x < y a x 2 y, kdyZ mnoZina X, je jind neZ
Y?

. Jist&, na néco takového jsme narazili uz pfed obédem, nepamatujes? Zjistili jsine,
Zeproy =({—1},0)je 0 < ya y < 0 a asi by se dalo taky ukdzat, Ze ({0, 1}, 0) je
»jako* ({1}, 0).
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M43 pravdu. Navic si myslim, Ze kdyZx < yax = y, pak x a y miZeme pro viechny
praktické GCely povaZovat za stejnd, protoZe podle tranzitivniho zdkona x =< z
tehdy a jen tehdy, je-li y < z; x a y jsou tedy navzdjem zamé&nitelnd.

. Je3t& n&co, dostali jsme taky dalsi dva tranzitivni zdkony, podive;j:

(T5) jestlize x<y a y=<z, pak x<z,

ajestlize x<y a y<z, pak x<z.

Fajn, ale oba vlastn& vyplyvaji okamZit¥ z (T1), kdyZ uvdZime, Ze ,,x < y* je ekvi-
valentni ,,x % y*. Pro diikaz (T5) a (T6) se (T2), (T3) a (T4) viibec nepotiebuji.

. Reknu ti, Bille, kdyZ se tak divdm, co uZ jsme viechno dokdzali, Ze mi to p¥ipadd

moc p&kné. Ani se mi nechce véfit, kolik se toho dd z téch dvou Conwayovych pra-
videl odvodit. '

. Takhle t&, Alice, vilbec nezndm. VZdyt ty Gipln€ popirds§ vZzity ndzor, Ze Zenskd se do

matematiky nemd viibec plést.

. Diky, Bille, jsi dZentlmen.
. Pfizndm se ti, Ze si po té nasi spoleéné ,,tviiréi* prdci pfipaddm silny jako lev. Jd

XI6é

bych si spi§ myslel, Ze tolik duSevni ndmahy ubije kazdé fyzické p¥dni, ale je fakt,
Ze uZ jsem se dlouho necitil tak jako dneska.

. Vidyt jd taky ne.

Podivej se, jak zapadd slunce, pfipomind mi to plakdt, ktery jsme si spolu jednou
koupili. A ta voda!

. (b&%) Tak pojd!

Tieti den

. Teda takhle dobfe uZz jsem se ddvno nevyspal.
. VZdyt jd taky ne, rdno jsem se vzbudila a hned jsem byla uplné& sv&Zi, to uz se mi

ddvno nestalo.

. Kdepak jsme to v¢era skonéili, neZ jsme ztratili hlavu a zapomn&li, Ze n&jakd mate-

matika vibec existuje?

. (se smé&je) Myslim, Ze jsme prdvé dokdzali, Ze se Conwayova &isla chovaji tak, jak

by se viechna mald €isla chovat méla: daji se uspofddat do fady tak, ze kazdé ¢islo
je ve&tsi nez &islo vlevo pfed nim a mensi neZ &islo vpravo za nim.

Tohle Ze jsme dokdzali?

. No aspotii to, Ze podle (T4) se &isla, kterd nejsou jedno jako druhé*, daji sefadit.

A kazdé nove vytvofené islo musi padnout nékam mezi ostatni.

. TakZe ted uZ bychom s tfetim dnem neméli mit Zddné velké potiZe. Bdli jsme se, Ze

budeme muset provést 20 x 20 vypoctd, ale urdité se to zredukuje. Podle vt (T2)
a (T3) plati, Ze

<:.) < -<<-.'.> < @< ¢:|><l<(|:>
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Sedm ¢isel je uZ tedy umisténych a stadi mezi n& zafadit ta ostatni. KdyZ se ndm to
ted viechno takhle p€kné zjednodusilo, je to hned lepsi zdbava neZ n&jakd k¥iZzovka.

. Dél napfiklad vime, Ze ¢islo <. e -) lezi n€kde mezi @® a '

Zkusme ho srovnat s nulou, kterd leZi uprostied.

. Hm, tohle ¢islo je souCasné <0 a 20, takZe podle pravidla (3) musi byt jako 0 a jak
uZ jsem fikal v€era, je tedy prakticky rovno nule, proto ho klidn& maZeme pustit
z hlavy. Tim jsme odbyli osm &isel, ale dvandct ndm jich jest& zbyva.

. Zkusme se zbavit té€ch deseti ptipadi, kde X, nebo X, maji vic neZ jeden prvek, tak
néjak, jak jsem to zkousela véera dopoledne. V noci jsem dostala ndpad, ktery by

ndm snad mohl pomoct. Pfedpoklddejme, Ze x = (X, X;) je &islo a vezméme libo-
volné mnoZiny &isel Y, a Yp, pro které

Y<x<Yp.
Rekla bych, Ze x potom bude jako n&jaké z, kde
zZ = (YLUXL, XPU Yp).

Jinak Fedeno: x se vlastné neméni, kdyZ se mnoZiny X,; a X, zvétiuji tak, Ze se
k nim na pFislu§nych strandch ptiddvaji dalsi cisla.

. To zni docela ptijateln&. V kaZdém ptipad? je z &islo, takZe podle pravidla (1) bude
stejné€ dfiv nebo pozdé&ji stvofeno.

. Abychom ukdzali, Ze z £ x, musime dokdzat, Ze

YyuX,<x a z<Xp.
Ale to je ted uz jednoduché, protoZe podle (T3) vime, Ze
V,<x, Xp<x a z<XpuUlYp.

. A Gplné& stejné se ukdZe, 7e x < z, stadi jen zamé&nit levou stranu za pravou a naopak.
Méla jsi pravdu, plati to:

jestlize Y, <x<Yp,
(T7) pak X = (YLUXL, XPU YP).

(Budu psdt ,,x = z”’, co md znamenat, Z¢ x je jako z a myslim tim, Ze x < z
az < x)

. Tim jsme dokdzali to, co jsme potfebovali. Tak naptiklad

(=0:1)=o1) (=)= (:=)
a tak dal.
- To uZ ndm tedy zbyvaji jenom dva pfipady: <- :) a (: ') .
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. No, (T7) se vlastn& vztahuje i na n& pro x = 0.
. Chytrd holka! Tim jsme tedy Gplné& rozebrali i cely tfeti den: v podstaté se od sebe

1i§i jenom t&ch sedm d&isel, kterd uZ jsme si zapsali dfiv.

. Zajimalo by mé, jestli totéZ nebude platit i pro dalsi dny. Pfedpoklddejme, Ze po n

dnech budeme mit m riiznych &isel
Xy < Xy < oeo < X, o

Potom snad jedind nov4 &isla stvofend (n + 1)ho dne budou

(@, {x1}), ({xas {x2}s oo ({xmeads {xm})s (%} 9) -

. Alice, ty jsi fantastickd! Jestli se ndm tohle poda¥i dokdzat, vyfeS§ime tim nekoneén&

mnoho dni na jeden zdtah. VZdyt ty pfed¢is i samotného tvirce!

. A co kdyZ neni jesté jisté, Ze to skutetn& dokdZeme?

KaZdopddn& vyzkousejme n&jaké specidlni pripady. Treba, Ze &islo ({x;-,}, {*i+1})
se musi rovnat néjakému jinému d&islu.

. Ale to se pFece diky (T7) rovnd x;. Podivej, kaZdy prvek X, je <x;_, a kazdy prvek

Xp je 2%;44. Podle (T7) odtud dostaneme

, ({xi-—l}a {xi+1}) = (XiL v {xi—l}’ {xi+1} U Xﬂ’) .
A zase podle (T7) '
x; = ({xi-1} U X, Xip U {x144}) -

Podle tranzitivniho zdkona je tedy x; = ({xi=}, {*i+1}) -

. (krouti hlavou) To je neuvéfitelné, Sherlocku!
. Je to pfece trividlni, drahy Watsone. Pouhé pouZiti dedukce.
. Ty tvoje indexy uZ se mi zase moc nelibi, ale pro tentokrdt to zkusim ignorovat.

Co napiiklad ud&l4s s &islem ({x;—,}, {*;+1}), kdyZ i bude <;?

. (kr&i rameny): Jd jsem tusila, Ze se zeptds. Nevim.
. Tvoje zdtivodnéni by se dalo krdsn& pouZit i pro &slo x, pro které by byl kazdy

prvek X; < x;_; a kaZzdy prvek Xp = X;, .

. Md§ pravdu, toho jsem si neviimla. Ale na to mohou mit vliv i vSechny prvky

Xy Xi415 - os Xj, které leZi mezi.

. Asi jo ... vlastn€ ne, mdm to! Necht x je to islo mezi x;, X;44, ..., X, které bylo

stvofeno prvni a které je tedy nejstar$i. Pak X; a X, nemohou obsahovat Zddné ze
zbyvajicich &isel, takZe ({x;-,}, {x;+1}) = x.

. Dovol, abych t€ polibila.

. (se sméje) Jest€ jsme ten problém vipln& nevyfesili, musime je§t€ uvéZit ¢isla jako

(0, {x;+1}) a ({xi-1}, 9). Ale v prvnim p¥ipad® dostaneme nejstarsi z &isel x,, x5, ...
..., X; a ve druhém pfipad€ zase nejstarsi z Cisel X;, X;4 1, «.vs Xpe

. A co kdyZ neni jasné, které &islo je nejstarsi? Co kdyZ t¥eba vic neZ jedno &islo pochdzi

z téhoZ nejstar§iho dne?
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. Kruci ... ale to se vlastn& nemiiZe stdt. Diikaz totiz zlstdvd jesté pofdd v platnosti

a ukdzal by tedy, Ze obé Cisla jsou jedno jako druhé, coZ neni pravda.

. Tim jsi nddherné vyfesil cely problém pro v§echny dny najednou.
. S tvou pomoci. TakZe &tvrtého dne vznikne 8 novych &isel, patého dne dalSich

Sestndct a tak ddl a tak ddl.

. Ano, tim bude po n dnech stvofeno pravé 2" - 1 riiznych d&isel.
. Tak si myslim, Ze ten kluk Conwayil nebyl vlastné& tak moc duchaplny. VzZdyt mohl

zadat mnohem jednodusii pravidla, kterd by méla tplné stejny efekt. Viibec nemusel
mluvit o &iselnych mnoZindch a vSech téch ostatnich nesmyslech, mél prosté€ a jedno-
duse Fict, Ze nov4 &isla se tvofi mezi sousednimi jiZ existujicimi ¢&isly a na koncich.

C. Nesmysl. Pockejte, aZ se dostanete k nekoneénym mnoZindm.

o >

> W

. Co to bylo? Slysel jsi néco? Vypadalo to jako bouika.
. Zd4 se, Ze uZ zase pomalu zaénou monzunové destg.

Objev

. Tak to bychom méli vyfeSeno viechno, o ¢em se na desce mluvi. Pfesto se nemohu

zbavit dojmu, Ze ndm toho je§té€ hodné chybi.

. Co tim chces Fict?
. Tak tfeba vime, co se stalo tfetiho dne: byla stvofena ¢tyfi novd Cisla. Ale jak je asi

Conway nazval?

. Jedno z t&ch &isel bylo vét§i neZ 1, tak si myslim, Ze ho nazval ,,2*. Dalsi leZelo

mezi 0 a 1, tomu mohl fikat ,,3* ...

. To jsem zrovna neméla na mysli. M& by zajimalo, proé jsou to ,,Cisla““. TotiZ, aby

néco bylo &islo, musi se to ddt seditat, odcitat a tak.

. (brugi) Aha. Ty si mysli§, Ze na ulomeném kusu kamene zadal Conway je3t& n&jakd

dal§i pravidla, kterd by délala &isla €isly. VSechno, co zatim vime, je, Ze je ddna
hromada objekti, které jsou p&kné sefazeny do pfimky, ale zatim s nimi neumime
nic délat.

. Nejsem vievédouci, abych védéla, co s nimi Conway udé&lal ddl, jestli s nimi viibec

jest& néco délal.

. Pak se teda ddl nedostaneme, dokud se ndm nepodafi najit zbyvajici ¢dst desky.

A jd uZ si ani nepamatuju, kde jsme nasli tu prvni.

. Spolehni se na mne, viimla jsem si toho pfesng. Cisté pro ptipad, Z¢ bychom se

chtéli vratit.

. Co bych si bez tebe pocal? Tak jdeme!
- Nepospichej tolik, neméli bychom se napfed trochu naob&dvat?
. Ze samého vzruseni jsem na jidlo 1ipIn€ zapomnél. Tak jo, rychle né€co snime a ddme

se do hleddni.
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. (kope) Mdm silnou obavu, Ze to takhle nepiijde. Hornina pod piskem je tak tvrdd,
Ze bychom nejspi§ potfebovali specidlni rypadlo. "

. Nemd to cenu, timhle noZem to nanejvy$ poSkrdbu. A navic za¢ind prSet. Neméli

bychom se ddt na Gstup?
. Leje opravdu jako z konve. Ale podivej, tamhle pod ttesem je jeskyné, pfeCkdme
bouiku tam.

. Tady je ale tma. Au, kopl jsem se o néco do palce. Kruci ...

. Sldva Bille, ty jsi to na$el! Zakopl jsi o druhou plilku Conwayova kamene.

. (couvne) Sakramente, m4s asi pravdu. To uZ je osud. Ale mij palec neni zdaleka tak

nad$en jako jd.
. DokdZes§ to pfedist, Bille? Je to skuteéné to, co hleddme nebo jsi zakopl o néco tiplné
jiného?

. Neni tu moc vidét. Pomoz mi, vytdhneme to ven na dést, aby se spldchnul prach ...

Pdni, tady je napsdno ,,Conway** a ,,¢islo*, ur¢ité je to ono!
. Fajn, to nds zachrdnilo, hned mdme zase co délat.

. Tak, to bychom méli, ale nezlob se, jdu zpdtky do jeskyné&, tenhle lijak nemiiZe trvat

dlouho.
. (jde za nim) Mais pravdu, promodilo nés to Gplné€ skrz naskrz.

. Tak ti nevim, pro¢ mé ta matematika najednou tak bavi, ve §kole mé& totiz vZdycky

hrozn& nudila. Pamatuje§ na starého Landaua? Jeho pfednd$ku jsem z duse nendvi-
dél: véta, diikaz, lemma, pozndmka, véta, diikaz, takovd otrava.

. Jd4 se pamatuju, co mi to vidycky dalo prdce, abych neusnula. Ale co bychom si
namlouvali, nestane se z na$i krdsné teorie totéz?

. Dost moZnd. Skoro bych mé&l chut postavit se jednou pfed posluchdrnu a pfednést

nase vysledky: véta, diikaz lemma, pozndmka. Upravil bych to tak p&€kné, Ze by
urcité nikdo nepoznal, jak jsme na to pfisli a na viechny by to ohromné zaptsobilo.
. Nebo by je to p€kné& nudilo.

. To bude asi v tom, Ze &lovek se dokdZe pro véc nadchnout, jenom kdy?Z ji sdm obje-

vuje, ale nebavi ho poslouchat to, co objevili jini.
. Neni to Uplné€ pravda, jd se pro tvoje ndpady dokdZu nadchnout stejné€ jako pro
svoje. TakZe v €em je ten podstatny rozdil?

. Abych mluvil za sebe, jd jsem byl schopen vaZit si tvych ndpadl hlavn€ proto, Ze

jsem se prdveé sém potykal se stejnym problémem.

. Dfiv nds matematika nudila, protoZe se nds netykala. VZdycky ndm jenom fekli,
abychom,,absorbovali‘‘to, co udélal n€kdo jiny, a protoZe jsme se nikdy nedozvédéli,
jak to ud€lal, nevidé€li jsme na tom nic zvld§tniho.

¥ wr

. AZ budu pfisté dist n€jakou matematickou knizku, budu se vzdycky snaZzit, abych

sdm ve&d¢l, jak na to, diiv neZ se podivdm na FeSeni. I kdyZ na to pokaZdé sdm ne-
pfijdu, pochopim tim alespoii, v éem spoéivd krdsa dukazu.

. Rekla bych, Ze by bylo taky dob¥e snaZit se pti &eni odhadnout, jaké véty budou
ndsledovat nebo aspoii pro¢ a jak je vitbec dokazovat. Clov&k by se m&l sim vZivat
do role objevitele, tvirdi ¢dst je vidycky mnohem zajimavéjsi neZ vlastni odvozeni,

136



a naucit se ddvat dobré otdzky je mnohem dileZit&j$i neZ pouhé hleddni sprdvnych
odpovédi.

. N&co na tom je. Skoda, e ndm nasi u&itelé neddvali problémy jako ,,Najdéte n&co

zajimavého o x* misto ,,DokaZte x*.

. Pfesné tak. Ale uditelé jsou hrozn& konzervativni, urcit€ by se bdli, aby se nedotkli

,,biflounti”, kte¥i jim poslu§n€ a mechanicky dé€laji vechny domdci tkoly. Taky by
jim p¥ibylo hodné& préce, kdyby museli zndmkovat odpovédi na takhle Siroké otdzky.
Ze studia se skoro aZ do konce tradién& vypoustéji viechny tviréi aspekty. Student
je sedmndct i vice let vychovdvédn ke sklddédni zkouSek, a kdyZ uZ té€ch zkousek sloZi
predepsany podet, pak se mu najednou fekne, aby udé€lal néco samostatné.

. M4d§ pravdu, ale mysli§, Ze skute€n& samostatny student se toho drZi aZ do konce?
. Nevim, moZnd, Ze se obcas najde n€kdo takovy, kdo si vymysli zpisob, jak si tenhle

$kolni systém miiZe i oblibit, tfeba tak, jak jsme o tom pfed chvili mluvili.

. Myslim, Ze jsi moc velkd optimistka a pfedstavujes si véci pfili§ riZzové. Ale podivej

se, uZ prestalo priet. Pojd, odneseme si desku s sebou a zjistime, co se tam fikd.

8. Scitdni

A.

B.

Oba kusy se k sob& bdjeén& hodi, tak to snad budeme mit celé. Cti, Bille, jsem uZ
hrozné zvédavd.

Tohle se mi pteklddd daleko hi¥, jsou tu n&akd podivnd slova, ale snad to bude
né&jak takhle:

o Wz

... dne. I ¥ekl Conway: ,Necht &isla se k sob& pficitaji timto zpisobem: Leva
mnoZina souctu dvou &isel budiZ tvofena soucty viech levych éasti kazdého ¢isla
s Cislem zbyvajicim a stejnym zpisobem prav4 mnoZina budiZ z pravych &sti, kazda
podle drubu svého.* Dokazal Conway, Ze kazdé Cislo pFictero k nule ziistiva ne-
zménéno a vidél, Ze s¢itan{ je dobré. A byl veder a bylo rino, den tfeti.

I ¥ekl Conway: ,,Necht zapor néjakého ¢isla ma jako svoje mnoZiny zdpory opaé-
nych mnoZin tohoto ¢isla a necht od&itani je pFicitani zdporu. A stalo se. Dokdzal
Conway, Ze odCitini je opakem scitdni a to bylo velmi debré.

A byl vecer a bylo rano, den &tvrty.

I ¥ekl Conway &islim: ,,Budte plodna a ndsobte se. Necht ¢dst prvniho &isla je
nasobena druhym ¢islem a pFitena k soutinu prvniho a &4sti drubého &isla a necht
soudin téchto &asti je odeéten. Toto budiZ udélino viemi moZnymi zpisoby, jsou-li
obé casti stejného druhu, bude ziskdno Cislo z levé mnoZiny soufinu, ale z pravé
mnoziny, jsou-li druhu opaéného. Dokdzal Conway, Ze kazdé &islo ndsobeno
jednou ziistiva nezménéno.

A byl vecer a bylo rdno, den paty.

A ejhle! Kdy¥ byla &sla tvoFena nekoneéné mnoho dni, objevil se samotny vesmir.
A byl vecer a bylo rdno, den .

I pfehlédl Conway vSechna pravidla, ktera pro &isla stvoril a vidél, Ze jsou velmi,
velmi dobr4. I na¥idil jim, aby souhlasila se znaménky a ¥adami a podily a koFeny.
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A.

Tu potom povstalo nekoneéné Cislo mensi neZ nekoneéno. A nekonecna dnii dala
vznik ndsobnym ¥idém nekonecen.

To je celé.

. To je ale podivny konec. A co je to ,,alef den*?

No, alef je hebrejsky pismeno a je tu napsdno jenom tak samo, podivej: N. Asi to
znamend nekoneéno. Tak do toho, pfijit tomuhle na kloub nebude Zddnd legrace.

. Mohl bys to tfeba napsat, nez udéldm veéefi? Sama si to pfecist nedokdZu a pamato-

vat si to viechno ¢lovék nemize, je toho moc.
Tak jo, aspoii si to pfitom taky sdm ujasnim.

. To je zvld$tni, o t&ch &tyfech &islech, co méla byt stvofena tfeti den, nikde ani zminka.

Je§té pofdd by mé& zajimalo, jak jim Conway Ffikal.
Mozn4, Ze na to pfijdeme, aZ vyzkou§ime pravidla pro s¢itdni a od¢itdni.

. Jo, jestli na n& vilbec ptijdeme.Pojd zkusit, jestli se ndm podafi dostat pravidlo pro

séitdni do symbolického tvaru. Mohli bychom tak zjistit, co znamend ...

Myslim, Ze ,,stejného druhu‘‘ musi prost& znamenat, Ze levd ¢dst patii k levé a pravd
k pravé. Co bys fekl tomuhle:

(3) x+y.=((XL+y)u(YL+x),(Yp+x)u(Xp+y).

. Vypadd to pfiSerné. A co to viibec znamend?
. Abys dostal levou mnoZinu x + y, vezmes viechna &isla tvaru x; + y, kde x je z X,

a taky vSechna &isla y, + x, kde y, je z Y;. Pravd mnoZina je vytvofena steinym
zplisobem z pravych &dsti.

. Aha, ,levd Cdst* x je tedy prvek X;. Vypadd to, Ze tvoje symbolickd definice odpo-

vidd Conwayové slovni formulaci.

. A navic md smysl, protoZe kazdé x; + y nebo x + y, by mélo byt mensi neZ x + y.

Dobfe, zkusim zjistit, jak to vyjde. Vidim, Ze tomu ¥ikds pravidlo (3).

. Vime tedy, Ze po tfetim dni existuje sedm &isel, fikejme jim tfeba 0, 1, —1, a, b, ¢, d.
. Pockej, napadlo mé&, Ze bychom mohli vyuZit symetrie a nazvat je

—a<-1<-b<0O<b<l<a,

o e {i=) {) =«
=== 10> o3> =1-
—t= =m0} Lot} -

0o = &3 = o

To se ti moc povedlo. Ur¢it€ mdS§ pravdu, protoZe dal§i Conwayovo pravidlo zni

kde

() —x = (—Xp, —Xy).
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. Je to tak! Ted miZeme zadit Cisla sitat. Kolik je tfeba 1 + 1 podle pravidla (3).
. Spoditej to ty, jd zatim zkusim 1 + a.
. Tak jo, dostdvdm ({0 + 1,0 + 1},0), 0 + 1 je ({0 + 0},0) a O + 0 je (9, 0) = 0.

Bdjetn& ndm to vychdzi, 1 + 1 = ({1}, 0) = a, viak jsme si uZ dfiv mysleli, Ze a
bude 2.

A. Gratuluju, Bille, vymyslel jsi nejdelsi dikaz toho, Ze 1 + 1 jsou 2.

> % > w > =

=

. UzZ jsi nékdy vidé€la kratsi?
. Vlastné nevidé€la. Ale podivej, tvoje vypolty pomohly i mn&. Dostdvdm 1 + 2 =

= ({2}, 0), to je &islo, které bylo stvofeno aZ &tvrty den.

. Navrhuju, abychom mu fikali ,,3*.

. Prima, pravidlo (3) tedy pracuje. Zkusme, jestli b je 4, spotitdme b + b ...

. Hm, je to n&jaké §patné. Vychdzi mi ({b}, {b + 1}), tohle &islo nebylo jest& stvofeno.
. b + 1je({b, 1}, {2}), to je jako ({1}, {2}), které bude stvoreno &tvrty den,a b + b

se tedy dostane na fadu aZ pdty den.

. Netikej mi, Ze b + b se bude rovnat n&akému dal§imu &islu, které jest& neni po-

jmenované.

. Tak co ted?
. Vymysleli jsme teorii, kterd ndm ¥ik4d, jak spo&itat v8echna ¢isla tak, jak jsou postupné

tvofena; mé&li bychom to tedy umét taky udé&lat. Nakresleme si tabulku pro prvni
Ctyfi dny.

. Ale Bille, to je spousta préce.
. Neni, schéma je uplné& jednoduché, podive;j:

Den 1 0
Den 2 -1 1

Den 3 -2 -b b

=~

Den4 -3 -(b+D) -c ~-d d c b+l 3

. Uz to vidim, b + b je (b, b + 1), je tedy tvofeno &isly, kterd spolu nesousedi. Potom

podle nasi teorie bude b + b rovno nejstar$imu ¢islumeziba b + 1.

. Ato ie 1, protoZe jedniCka je star§i neZ c.
. b je teay skutecn& 4, i kdyZ jeho numerickd hodnota se zavddi aZ od dva dny pozdéji.

To.je iZasné, kolik se toho dd odvodit z n€kolika pravidel. Ani tomu nemohu véfit,
Jjak t&sné& spolu viechno navzdjem souvisi.

. Reklbych, ze d je } a c je 2.
- Bille, j4 uZz viibec nemohu. Pojd, vyspime se na to, sluni¢ko uz zapadd a Sasu médme

pfece spoustu.
Pokracovdni prekladu v dalsim éisle
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