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Nobelova cena pro Johna Nashe

John Milnor

John F. Nash je autorem pozoruhodného mnozstvi vynikajicich matematickych
vysledki, které vznikly béhem jeho desetileté matematické aktivity. Nékomu se miize
jevit strucny c¢lanek, ktery napsal, kdyZ mu bylo 21 let a za néjz mu byla udélena
Nobelova cenal) za ekonomii, jako nejmensi z dosaZenych vysledkd. J4 vSak tleskdm
moudrosti vyboru, ktery uvedeny ¢lanek zvolil pro toto ocenéni. Vzdy je obtizné apliko-
vat exaktni matematické metody ve spoleéenskych védach, pfesto jsou viak myslenky
obsaZené v Nashové disertaci jednoduché a pfesné a poskytuji pevnou zdkladnu nejen
pro ekonomickou teorii, ale také pro vyzkum v evolu¢ni biologii a obecnéji pro studium
libovolné situace, v niz se lidské nebo jiné Zivé bytosti setkavaji s konkurenci nebo
konfliktem. P. Ordeshook [O] fiké na str. 118:

Pojem Nashovy rovnovdiné n-tice je asi nejdilezitéjsi myslenka v nekooperativni

teorii her... At jiz analyzujeme volebni strategie kandiddti, priciny vdlky, mani-

pulaci se spisy v legislativé nebo aktivity zdjmovych skupin, predikce uddlosti se

redukuje na hleddni a popis rovnovahy. Jednoduse ieceno, rovnovdiné strategie

predstavuji to, co predpovidime v chovdni lidi.

Prvni ¢ast ¢lanku popisuje tuto odménénou praci. Po kratkém odboceni tfeti ¢ast
stru¢né popisuje praci, kterd Nashe proslavila mezi matematiky, a posledni ¢ast popi-
suje udélosti od r. 1958.

Teorie her

Podle praci von Neumanna a Morgensterna [NM] miZe byt hra n osob popsina
nasledujicim zptisobem. Je dano n ¢initelt nebo hracéh, o€islovanych pfirozenymi &isly
od 1 do n. Pro kazdé ¢ mezi 1 a n ma i-ty hrd¢ mnozinu S; moznych strategii a vybira
n&jaky prvek s; € S;, pfiCemZ tyto vybéry jsou provadény soucasné. Vysledek hry
je funkci provedenych vybéri s;,..., sn; i-ty hrd¢ ma rovnéz preferenéni uspofadani

1) Srovnej [P]. Toto je tfeti Nobelova cena udélend absolventu matematiky v Princetonu.
Prvni dvé byly udéleny za fyziku, ob& Johnu Bardeenovi.

JOHN MILNOR vystudoval univerzitu v Princetonu. Pracoval v topologii, geometrii, algebfe,
dynamice a (jiZ ddvno) v teorii her. Od roku 1989 je feditelem Institutu pro matematické
védy na Statni univerzité v New Yorku (SUNY, Stony Brook).

Nobel Prize for John Nash. The Mathematical Intelligencer Vol. 17, No. 3 (1995), str.
12-17.

Prelozil KAREL ZIMMERMANN za podpory GACR 201/95/1484.
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mnoziny moznych vysledkt. Toto usporadéni je popsano redlnou funkci
Di: Slx...XSn—)R,

kterd se nazyva jeho vyplatni funkci. Cilem kazdého jednotlivého hrace je provést
svij vlastni vybér tak, Ze se maximalizuje jeho vyplata p;(si,..., Sn), pfiemZ se bere
v Gvahu, Ze pro kaZdé j # 1 j-ty hra¢ soudasné voli s; tak, aby maximalizoval hodnotu
své vlastni vyplatni funkce p;.

Pfi interpretaci tohoto matematického modelu mohou byt ,hraci“ jednotlivé osoby.
Existuje vSak mnoho dalSich moZnosti: jednotlivymi hra¢i mohou byt narody, spole¢-
nosti, armady, tymy, lidmi programované pocitate nebo zvifata. Pfi studiu evoluce se
bere v Gvahu konkurence mezi druhy nebo geny (srov. [MSP], [MS] a [D]). V ptipadé
hry, kterd probihad v case, by mély byt ,strategie volené hra¢i chipany nikoliv jako
individualni vybéry, ale spiSe jako obsazny predpis, co délat v kazdé myslitelné situaci,
kterd muize v pribéhu hry nastat. Napfiklad strategie pro hru v Sachy by mohla
sestavat z pocita¢ového programu, ktery voli tah pro kazdou mozZnou Sachovou pozici.
Vyplatni funkce nejsou obvykle méfeny v nééem jednoduchém a objektivnim, jako
jsou penize, ale spiSe se pfedpoklada, Ze v sobé zahrnuji kazdou relevantni motivaci,
kterou hraéi mohou mit, at uz sobeckou, altruistickou nebo jinou.

I kdyz von Neumann a Morgenstern vytvofili krasnou teorii her dvou hrac¢d s nu-
lovym souétem v tom smyslu, Ze p; + p2 = 0, jejich teorie pro obecné&jsi piipad
byla komplikovand a nepfesvéd¢iva. Nashova teorie je na druhé strané jednoducha
a elegantni.

Definice. n-tice strategii (s1,...,Sn) tvoli rovnovdzng bod pro danou hru, jestlize
2adny hra¢ nemtZe zvysit svou vyplatu p;(si,...,sn) pouhou zménou strategie s;,
zatimco ostatni strategie s; zlistanou pevné.

v vz

Netvrdi se, Ze rovnovdzny bod je zvlasté zZadouci vysledek hry. Skute¢né, mize to
byt katastrofa pro vSechny ucastniky. (Jako pfiklad neni obtizné popsat hru ,vedeni
atomové valky“ s jedinym rovnovaznym bodem, ktery spoéiva v tom, Ze kazdy hrac
zniéi v8echny ostatni.) SpiSe se musime na rovnovazny bod divat jako na popis toho,
co se asi stane pfi totalné nekooperativni situaci, ve které hraci sleduji své individudlni
cile bez jakékoliv kooperace, bud proto, Ze nemohou mezi sebou komunikovat, nebo
proto, ze nemaji zadny mechanismus spoluprice nebo Zadnou vili ke spolupraci.
Toto kontrastuje s von Neumannovou-Morgensternovou praci, kterd uvazuje pouze
kooperativni hry.

Dékuji Hectorovi Sussmannovi za dva piiklady, které ukazuji, Ze rovnovazné body
se vyskytuji i v naSem kazdodennim Zivoté.

Priklad 1. Na nudném veéirku vSichni hosté chtéji odejit brzy, ale nikdo nechce odejit
pred pilnoci, pokud neodejde nékdo jiny dfive. V této situaci existuje pravé jeden
rovnovazny bod: kazdy ztistane do ptlnoci. (Srov. [Sch].)

Priklad 2. Skupina dvaceti lidi jde na ob&d a kazdy si miiZze vybrat bud pfiméfené
jidlo za 10 dolart nebo vyborné jidlo za 20 dolard. Bude-li kazdy platit sdm za sebe,
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vyberou si vSichni lacinéjsi jidlo. Av8ak U&astnici obé&da se dohodli, Ze budou platit
spolené a acet si rozdéli. Protoze mezni naklady drazsiho jidla predstavuji v tomto
pfipadé pro kazdou osobu pouze 50 centi, kazdy si vybere drazsi jidlo.

Nezli uvedeme Nashovu zdkladni existenéni vétu, musime zavést pravdépodobnosti
pomoci von Neumannovy-Morgensternovy teorie smiSenych strategii. Abychom vidéli,
proc¢ je to nutné, uvazujme.

Priklad 3. Jednoduchy kombina¢ni zdmek ma 1000 moznych kombinaci; vlastnik si
muzZe zvolit kteroukoliv z nich. Potencidlni zlodé] ma jedinou moznost uhddnout
spravnou kombinaci. Mizeme tedy S; a Sz definovat jako koneéné mnoziny, z nichz
kazd4d ma 1000 prvkid. Pro takovy matematicky model by v3ak neexistoval Zadny
rovnovazny bod. Co musime udélat, abychom ziskali rozumnou teorii, je pfipusténi
randomizace jednotlivych vybéri strategii. Za S; a Sz zvolime 999rozmérné simplexy,
kaZzdy s tisici vrcholy. Body téchto simplexi jsou konstruovany jako pravdépodobnostni
rozlozeni na mnoziné 1000 moznych kombinaci. Nyni existuje jediny rovnovazny bod
(s1,82), kde kazdé s; je pravdépodobnostnim rozlozenim, které pfipisuje kazdému
vyb&ru kombinaci pravdépodobnost 1/1000. Zlod&j ma potom 3anci 1 k 1000, Ze
uhéidne spravnou kombinaci. (Toto je pfiklad hry dvou hra&d s nulovym souétem, takze
Nashidv rovnovazny bod je v tomto pfipadé totéz jako dvojice optimalnich strategii ve
smyslu von Neumanna a Mbrgensterna.)

Podle von Neumanna a Morgensterna se takovy vazeny primér kone¢né mnoha
Gistych strategii s vAhovymi koeficienty interpretovanymi jako pravdépodobnosti na-

zyva smiSend strategie. Mnozina vSech smiSenych strategii daného hrace tvori kone¢né-
rozmérny simplex.

Existenéni véta. JestliZe prostor strategii S; kaZdého hrdce je koneéné rozmérny simplex
a jestlize kaZdd vyplatni funkce p;(s1,...,sn) je spojitd funkce n proménnijch a pfitom
linedrni funkce s;, jsou-li ostatni proménné pevné, pak ezistuje alespoti jeden rovno-
vdzny bod.

Abychom dokézali toto tvrzeni, vnofime kazdé S; do Eukleidovského prostoru R%
téZe dimenze a uvaZujeme kartézsky soudin

K=58 x...xS8, CR% x...x R,
Potom mutZeme zkonstruovat spojité vektorové pole
(815...,8n) — (v1,...v,) ER¥ x ... x R (%)

takto: slozka v; ve sméru R% je vektorem gradientu dp;/8s; funkce p; uvazované jako
funkce s; pfi pevnych ostatnich proménnych s; pro kazdé j # i. Budeme potiebovat
nasledujici lemma:

Lemma. Je-li K C R® kompaktni konvezni mnoZina a v : K — R? spojitd funkce,
pak ezistuje alespori jeden bod § € K, v némZ je bud v rovno nule, nebo sméfuje ven
z mnoziny K v tom smyslu, Ze kaZdy bod mnoZiny K leZi v poloprostoru

{seR¥:s5-v(3) £5-v(3)}.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 41 (1996), &. 4 171



Ndstin diikazu (viz obr. 1). Necht g : R% = K je tzv. kanonicka retrakce, tj. zobrazen,
které prevadi kazdy bod prostoru R? do k nému nejbliziiho bodu mnoziny K. Potom
slozené zobrazeni s — g(s + v(s)) zobrazuje K do sebe a md tedy podle Browerovy
véty o pevném bodé pevny bod

§ = o(8 +v(3)).

Je snadné dokazat, ze v(8) je bud rovno nule, nebo sméfuje z mnoZiny K ven.

Aplikaci tohoto lemmatu na vektorové pole (x) dostaneme n-tici § = (51,...,8,),
které je hledanym rovnovaznym bodem. O

Komentdr. Jako u kazdé teorie, kterd konstruuje matematicky model pro néjaky realny
problém, se musime ptat, jak realisticky tento model je, zda ndm pomaha porozumét
redlnému svétu, zda umoziuje predikci, kterd mizZe byt ovéfena v realité.

V pripadé Nashovy teorie rovnovazného bodu se miZeme ptat, zda je tato teorie
minéna jako deskriptivni teorie, kterd ndm fika, jak lidé skutetné v konfliktni situaci
jednaji, nebo jako teorie normativni, kterd ndm fika, jak racionalné smyslejici lidé
maji jednat, aby dosahli nejlep§iho moZného vysledku. Odpovéd asi zni: oddélend
ani jedno, ani druhé. Ve skute¢nosti nemohou byt tyto dva aspekty nikdy oddéleny,
protoze deskriptivni teorie popisujici, jak ostatni hrac¢i voli své strategie, miZe byt
rozhodujici pfi vybéru vlastni strategie.

Ptejme se nejprve, jak realisticky je dany model. Predpoklida se, Ze vSichni hraci
jsou racionalné smyslejici, Ze rozuméji pfesnym pravidlim hry a maji Gplnou informaci
o cilech ostatnich hraca. Toto je ziejmé splnéno jen v malém poctu pfipadd.

Jeden bod, ktery zasluhuje zvla$tni pozornosti, je pfedpoklad linearity v Nashové
vété. Toto je pfima aplikace von Neumannovy-Morgensternovy teorie numerického
uzitku: pozadavek, Ze lze méfit relativni vhodnost riznych moznych vysledki (reilna
funkce, kterd je linedrni vzhledem k pravdépodobnostem). Jinymi slovy, jestliZe stra-
tegie s dava s 50 %-ni pravdépodobnosti vysledek o uzitku b, zatimco strategie s’ dava
se 100 %-ni jistotou vysledek o uzitku 7(a+b), pak hra¢ by mél projevovat indiferenci
mezi s a s'. Tento pojem byl studovdn mnoha autory. (Viz napf. [HM].) J4 osobné
veéFim, Ze toto je zcela rozumné jako normativni teorie, ale Ze to nemusi byt realistické
jako deskriptivni teorie.

Za jakych podminek se teorie rovnovazného bodu skute¢né aplikuje? Hra mize mit
mnoho rovnovaZznych bodi, nékteré lepsi nez jiné bud pro jednoho hraée, nebo dokonce
pro vSechny hrace. Je-li hra hrédna pouze jednou bez jakékoliv vzajemné komunikace
mezi hraéi, jak budou tito hraci védét, ktery z té&chto rovnovaznych bod je relevantni?
Jestlize hra¢i mezi sebou komunikuji, kdy prestava tato hra byt ,nekooperativni“
hrou? Jinym obecnym pfipadem miiZe byt hra, kterd je hrana stile znovu a znovu,
pfi¢emz se postupné mohou strategie ustalit na néjakém rovnovazném bodé. V tomto
pfipadé vznikd dodateéna komplikace spoéivajici v tom, Ze uZitkovd funkce hracu
nemusi byt stejnd v kazdé jednotlivé partii hry.

Nashova teorie nebyla zfejmé kone¢nou odpovédi na problém pochopeni konfliktnich
situaci. SpiSe to byl zadatek, ktery vedl k mnoha dal$im vyzkumim béhem nésle-
dujicich let. Ve skuteCnosti je tfeba zdiraznit, Ze Zzaddna jednoduchd matematicka
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Obr. 1. Priklad vektort sméfujicich ,,ven“ v hrani¢énim bodé kompaktni konvexni mnoZziny.

teorie nemize poskytnout tGplnou odpovéd, protoze k presnéjdimu pochopeni muze
byt podstatna psychologie hrac¢i a mechanismus jejich interakce.

Hry

Nash vstoupil do Princetonu jako (graduovany) student v roce 1948, ve stejném
roce, v némz jsem byl prijat ke studiu ji. Rychle jsem se s nim seznamil, protoze
jsme spolu stravili zna¢nou dobu ve spolecném pokoji. Mél vzdy plno matematickych
napadii nejen v oblasti teorie her, ale také v geometrii?) stejné jako v topologii. Aviak
v nejzivéjsi paméti mam z této doby mnohé hry, které se hraly v naSem spole¢ném
pokoji. Byl jsem uveden do hry Go, do hry ,Kriegspiel“ a také do diavtipné topologické
hry, kterou jsme nazvali ,Nash“ na pocest jejiho vynélezce. Ve skutecnosti se pozdéji
ukdazalo, Ze stejnou hru vynalezl jiz pred nékolika lety Piet Hein v Dansku. Hein ji
nazval ,Hex“ a pod timto nazvem je obecné znama dodnes. Deska pro hry ,Nash“
nebo ,Hex“ rozméri n x n je koso¢tverec, ktery je zaplnén n? Sestitihelniky tak, jak je
to zndzornéno na obr. 2. (Doporuceny rozmér vhodny pro hru je 14 x 14. Zde se vSak
uvadi deska mnohem mensi pro ilustrativni Géely.) Dvé protéjsi strany jsou vybarveny
¢erné a zbyvajici dvé strany jsou vybarveny bile. Hradi stfidavé umistuji kameny na

2) Zde je jeden problém, ktery Nash zformuloval. Necht V} je singularni algebraicka varieta
dimenze k, vnofena do néjaké hladké variety Mo, a necht M; = G (Mo) je Grassmannova
varieta tecnych k-rovin k My. Potom Vi se pfirozené zvedd k néjaké k-rozmérné varieté
Vi C M,. Pokraujeme-li induktivné, dostaneme posloupnost k-rozmérnych variet Vo <
— Vi + Vo « .... Dostavame timto postupem nakonec varietu V;, kterd je nesingularni?
Do dnesnich dnt bylo toto tvrzeni dokdzéno jen ve specialnich pfipadech. (Srov. [G-S], [H]
a [Sp].)
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Sestithelniky, pricemz je-li kdAmen umistén, neni jim mozno béhem hry pohybovat.
Hrac¢ s ¢ernymi kameny se snazi vytvofit souvisly retézec ¢ernych kament spojujici
dva cerné okraje desky, zatimco hra¢ s bilymi kameny se snaZzi o vytvofeni Fetézce
z bilych kament spojujiciho bilé okraje. Hra pokracuje do té doby, dokud jeden nebo
druhy hra¢ neuspéje.

Obr. 2. Typicka situace ve hie Hex. Problém: Cerny tahne a vyhraje. Alternativni problém:
Bily tdhne a vyhraje.

Véta. Na desce hry Hex rozméri n X n pruni hrdé mize vidy vyhrdt.
Nashtiv diikaz je obdivuhodné nekonstruktivni a lze jej nastinit ndsledovné.

Prvni krok. Cisté topologicky ditkaz ukazuje, ze v kazdé partii hry musi zvitézit
jeden z hra¢d: Je-li deska pokryta ¢ernymi a bilymi kameny, potom bud existuje
fetézec ¢ernych kament spojujici éerné okraje, nebo fetézec bilych kamend spojujici
bilé okraje, ale nikdy nemiize nastat oboji najednou.

Druhy krok. ProtoZe tato hra je kone¢né a ma pouze dva mozné vysledky a protoze
hraéi provadéji své tahy stiidavé s uplnou informaci, plyne z Zermelovy véty, kterd
byla znovu objevena von Neumannem a Morgensternem, Ze jeden ze dvou hrac¢d musi
mit vitéznou strategii.

Treti krok podle symetrie. Kdyby mél druhy hra¢ vitéznou strategii, prvni hra¢ by
mohl udélat pocate¢ni tah ndhodné a pak nésledovat strategii druhého hrace. Protoze
jeho pocateéni partie jej nikdy nemiiZe zasdhnout (,zranit*), musi zvitézit. Tudiz
pfedpoklad, Ze druhy hra¢ ma vitéznou strategii, vede ke sporu. (Toto je zndmy dikaz,
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Obr. 3. Na asymetrické desce na tomto obrazku bily mize vyhrat, i kdyz ¢erny tdhne prvni.
Vitézna strategic miZe byt explicitné popsdna tzv. ,dvojnymi tahy“ (ang. ,doubles): at
tahne Cerny jakkoliv, bily odpovidd obsazenim Sestiihelniku, ktery je oznacen odpovidajicim
symbolem, pfi¢emz korespondence (napf. a +> A) je klouzavy odraz, ktery prevraci levou
polovinu desky na pravou.

ktery se pouziva i na jiné symetrické hry, jako je napf. hra ,pét v fadé“ (angl. ,Five-
-in-a-Row"). O

Vsimnéte si, ze tento ditkaz podstatné zavisi na symetrii hraci desky. Na desce
o rozmérech n X (n + 1) mze hréé, ktery ma spojit okraje s kratsi vzdalenosti, vzdy
zvitézit, i kdyZ druhy hra¢ méa prvni tah. (Srovnej obr. 3.)

Geometrie a analyza

Po ziskani doktoratu pifesel Nash do M.I.T., kde napsal pozoruhodnou fadu ¢lanka.
Prvni z nich byl fundamentélnim piispévkem k teorii redlnych algebraickych variet.

Veéta. Je-li ddna libovolnd hladkd kompaktni k-rozmérnd varieta M, pak existuje redlnd
algebraickd varieta V. C R2**! a jeji souvisla komponenta Vo tak, Ze Vo je hladkd
varieta difeomorfni k M.

Tuto vétu doplnil abstraktni charakteristikou takovych hladkych variet Vo pomoci
vhodné algebry realnych funkci.

Jako jeden pfiklad toho, jak silny je tento vysledek, uvedu jednu jeho dilezitou
aplikaci. Jednim ze zakladnich problémit v dynamice je pochopit, jak miZe pocet
periodickych bodi s periodou p pro hladké zobrazeni rist jako funkce p.
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Véta Artinova-Mazurova. Libovolné hladké zobrazeni kompakini hladké variety do
sebe miZe byt aprozimovdno takovym hladkym zobrazenim, Ze poéet periodickyjch bodi
s periodou p roste nejvyse exponencidlné s Cislem p.

Jediny zndmy dikaz tohoto vysledku podstatné vyuziva Nashovu préci, aby pfevedl
tento dynamicky problém na problém algebraicky o poétu feSeni polynomialnich
rovnic.

O dva roky pozdéji zaméfil Nash svoji pozornost na jeden z fundamentalnich
nevyfeSenych problémi Riemannovské geometrie, na problém izometrického vnoreni
pro Riemannovské variety. Jinymi slovy, uvaZoval soustavu diferencidlnich rovnic

Ox Ox _
6_m : M = gij(u1,. .., uk),
kde u; jsou lokalni soufadnice n&jaké dané Riemannovské variety, 9ij(u1,...,ux) je
piedepsana Riemannovska metrika a kde x(u1, . .., ux) je nezndmé izometrické vnoreni
do Eukleidovského n-rozmérného prostoru. Toto je soustava %k(k + 1) nelinearnich
diferencidlnich rovnic s n nezndmymi funkcemi, kterd m4 byt feSena globalné na celé
varieté. Nash nejprve fesil piipad C!.

Kazdy student diferencialni geometrie vi, Ze kompaktni plocha bez hrani¢nich bodt
v t¥irozmérném Eukleidovském prostoru musi mit body s kladnou kfivosti. (Dikaz:
Uzavieme plochu do sférického ,,balénu® a potom posouvejme tento balén, aZ se poprvé
dotkne plochy. Potom musi obé& hlavni kfivosti v bodé dotyku byt rtzné od nuly
a mit stejné znaménko. Gaussova kfivost v tomto bodé je tudiZ kladnd.) Jako piiklad
uvedeme, %e odtud plyne, Ze plochy torus S' x S ¢ R? x R? nem4 Z4dné hladké
izometrické vnoreni do tfirozmérného prostoru.

Nash ignoroval tyto obtiZe. Zahrneme-li pozdéjsi zdokonaleni od Kuipera [K], mi-
Zzeme jeho vysledek formulovat takto.

Véta. Jestlize lze kompaktni Riemannovskou varietu (M, g) hladce vnofit do Euklei-
dovského prostoru R™, pak ji lze C'-izometricky vnovit do R™.

Uvedme velmi struény nastin dikazu. Zagnéme s libovolnym hladkym vnofenim
a zmenSujme jej stejnomérné tak, Ze vSechny vzdalenosti v indukované metrice budou
krat$i nezli vzdalenosti v dané metrice g. Potom zavedme malé sinusové vinky do
vnofeni variety tak, aby se zvét3ily Eukleidovské délky kfivek po jednotlivych soufad-
nicich. Opakujme nyni tento proces a kontrolujme peclivé prvni derivace na kazdém
stadiu, takZe Riemannovska metrika indukovand vnofenim bude rtist monot6nné k po-
Zadované metrice g.

Hacek v této konstrukei spociva v tom, Ze neexistuje Zadny zptisob kontroly druhych
derivaci. Tud{z zkonstruované vnofeni nebude nikdy C?-hladké. Protoze pojem k¥ivosti
v sobé obsahuje podstatnym zptisobem druhé derivace, jakykoliv dikaz zahrnujici
hlavni kfivosti se prosté pro vysledné vnoteni nehodi.

S

Daéle se Nash zabyval mnohem obtiZznéjsim problémem CT-vnofenim pro r > 1.

Véta. Jestlize n 2 $k(k + 1)(3k + 11), pak kaZdd k-rozmérnd Riemannovskd varieta
tiidy C™ miiZe byjt CT-izometricky vnofena do R™ pro 3 S r £ 0.
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Aby dokizal tento vysledek, zavedl Gplné novou metodu v nelinedrni analyze.
V jejim pozdé&j$im zobecnéni pochéizejicim od Mosera milZe byt tato metoda popsana
nasledujicim zplisobem. SnaZime se vyfeSit néjakou soustavu rovnic v nekoneéné
rozmérném prostoru funkci f. Je-li didno pfiblizné feSeni fo, miZeme aplikovat n&jaky
linedrni aproximac¢ni postup analogicky Newtonové metod€, abychom ziskali lepsi
aproximaci go. Nesndz je vSak v tom, Ze tento linedrni postup v sobé obsahuje
obvykle derivovani, takZe go je ménékrat diferencovatelnd nez fo. Trik pak spoéiva
v tom, Ze se aplikuje ,zhlazovaci“ (angl. ,smoothing®) operétor, ktery aproximuje go
funkci f;, kterd ma lep3i hladkost. MiiZeme pak postupovat induktivné a konstruovat
posloupnost aproximaci fo, f1, fa, ... s extrémné opatrnymi odhady na kazdém stupni.
P#i vhodnych pfedpokladech budou tyto odhady konvergovat k poZadovanému feeni.
(Dalsi rozpracovani téchto myslenek lze najit v pracich [Gr] a [Gii].)

V této dobé zacal Nash studovat do hloubky problematiku parabolickych a eliptic-
kych diferencidlnich rovnic, dokédzal zdkladni véty o lokélni existenci, jednozna&nosti
a spojitosti feSeni (pfemyslel téZ o vztazich se statistickou mechanikou, singularitami
a turbulenci). Tato prace byla ponékud opomenuta. Ve skuteénosti ¢lanek uvefejnény
v r. 1957 Di Giorgim [DG] mél tendenci dominovat v této oblasti. Metody byly zcela
odli$né, ale oba autofi byli pozoruhodné originélni a jejich vysledky lze hodnotit jako
skuteény prilom. Di Giorgi uvaZoval pouze elipticky pfipad, zatimco Nash pfisoudil
prvofadou roli spiSe parabolickym rovnicim. Jeho metody zaloZené na momentové
nerovnosti pro fundamentalni feSeni jsou velmi silné. (Srovnej [FS].) Uvedme zde
nékteré citace (zkracené a mirné upravené), které ndm pomohou popsat jeho pohled
a cile v r. 1958.

Oteviené problémy v oblasti nelinearnich parcidlnich diferencidlnich rovnic jsou velmi
zdvaZné pro aplikovanou matematiku a védu jako celek snad vice neZ oteviené problémy
v libovolné jiné oblasti matematiky a zdd se, Ze tato oblast je zrald pro rychly rozvoj.
Mailo se vi o existenci, jednoznatnosti a hladkosti feSeni obecnych rovnic proudéni pro
vazkou, stlalitelnou a teplo vedouci tekutinu. Také vztah mezi timto kontinudlnim popisem
tekutiny a fyzikilni pfedstavé vice odpovidajicim popisem na zdklad& statistické mechaniky
nebyl dosud spravné pochopen. Snad by se nejdfive mélo zkusit dokazat existenci, hladkost
a jednozna&nost pokracovani proudéni (v €ase) za podminky, Ze se nékde nevyskytuji urcité
podstatné typy singularit jako nekoneéné velké hodnoty teploty nebo hustoty. Vysledek tohoto
druhu by objasnil problém turbulence.

Uspé&sné vySetieni chovani nelinedrnich parcidlnich diferencidlnich rovnic obecné zavisi na
ypriornich“ odhadech, které samy o sob& pfedstavuji véty o linedrnich rovnicich... Metody,
kterych zde bylo uZito, byly inspirovany fyzikalni intuici difuse, Brownova pohybu, toku tepla
nebo elektrickych naboji, ale ritudl matematického vykladu mé tendenci tuto pfirozenou
zdkladnu skryvat.

Epilog

V roce 1958 ve véku 30 let trp&l Nash zniujicim ttokem duSevni choroby (srov.
[N]). Nésledovalo mnoho t&Zkych let: obdobi hospitalizace v ustavech pro dusevné
choré, obvykle nedobrovolné, spojené ¢asto se Sokovou terapii, vystfidana obdobimi
¢astetného uzdraveni. Béhem kratkého uzdraveni v r. 1966 publikoval dalsi ¢lanek,
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ktery ukazoval, Ze jeho véta o izometrickém vnofeni a obecné&ji Nashova—Moserova
technika implicitni funkce mohou byt rozsifeny na redlné analyticky pfipad. Potom
néasledovalo velmi dlouhé neplodné obdobi jeho Zivota. Béhem tohoto obdobi jsem
s nim ztratil kontakt; byl jsem v8ak velmi $tasten, kdyZ jsem se dozvédél, Ze se jeho
choroba v poslednich letech zmirnila, a Ze se opét zacal zajimat o vétSi nevyfeSené
problémy. V tomto roce se Nash nejen zucastnil ceremonie pfedini Nobelovy ceny ve
Stockholmu, ale uspofadal také seminaf v Uppsale o své nejnovéjsi praci v matematické
fyzice.

Uzaviram tento ¢lanek gratulaci Johnu Nashovi nejen k jeho ocenéni, ale také k jeho
mnoha pfispévkium k lidskému poznéni, a pfeji mu vse nejlepsi do budoucna.

Podé&kovani

Chtél bych podékovat D. Galeovi, I. Kra, H. Kuhnovi, J. Moserovi, M. Spivakov-
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