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MATEMATICKA LOGIKA A NUMERICKA ANALYSA!Y)
Clen korespondent AV SSSR A. A. MARKOV

V posledni dobé vystupuje jasné do popiedi plodnd vzajemna souvislost
mezi dvéma védnimi obory — mezi matematickou logikou a numerickou
analysou?). Vznikaji proto prirozené otazky, v éem je podstata této vzijemné
souvislosti, jaky ma vliv na rozvoj védy a jaké jsou jeji praktické dusledky.
Pokusime se, pokud je to v kratkém ¢&lanku mozné, vyloZit, jak se na tyto
otazky divame.

Vzijemnd souvislost matematické logiky a numerické analysy je organicky
spjata s podstatou téchto matematickych disciplin samych. Matematickou
logiku lze totiz definovat jako nauku o matematickych diikkazech. Ptedmétem
numerické analysy jsou pak matematické vypoéty, metody vypaétu a vypoé-
tové prosttedky.

Mezi témito dvéma kategoriemi predmétli je nejtésnéjsi souvislost.

Jednou ze zdkladnich metod matematické logiky je formalisace dikazu.
Axiomy a véty matematickych teorii se zapisuji ve tvaru formuli, v nichz se
pouziva kromé obvyklych matematickych znadek také zvlastnich symbola
pro loglcke vazby jako ,,... a ....“, »-.. Nebo ... | jestlize ... pak ...“,

.ne ..., ,,... pro vsechna, ¢, yexistuje ... takové ... Ze ...”“. Logickymi
prostredky ]imlz se dokazuji Vety, to jest jimiz se véty odvozuji z axiomu, se
odvozuji pravidla pro konstrukce novych formuli ze vzorel jiz odvozenych.
Tato pravidla jsou formalni, to jest takova, Ze k ovéfeni jejich spravnosti
neni t¥eba prihlizet ani ke smyslu vzorci, na néz se aplikuji, ani ke smyslu
vzored, jeZ se odvozuji. Je jen tieba se presvéddit, ze tyto formule jsou sesta-
veny z takovych a takovych znaki tak a tak sefazenych. Dukaz véty se pro-
vede odvozenim formule, kterad vétu vyjadiuje. Odvozeni samo je sled vzore,
z nichZ koneény vzorec vyjadiuje vétu, kterd nas zajima; ostatni jsou pak
axiomy nebo vzorce, odvozené z nékterého nebo nékterych piedchazejicich
vzorcu podle nékterého pravidla.

Vidime tedy, Ze formalisace dukazl ¢ini z nich jakési specifické numerické
procesy. ,,Vypoéty‘ se tu provadéji s formulemi podle zcela urditych pravidel,
analogicky algebraickym vypodétim. Okolnost, Ze tato pravidla se lidi od
pravidel pro aritmetické operace s ¢isly nebo od pravidel pro poéitani s mnoho-
¢leny neni podstatna.

Kazdy numericky problém lze redukovat na tlohu dokézat tvrzeni piedem
daného typu. Dejme tomu na piiklad, Ze mame vypoéist, to jest vyjadiit
v desetinném tvaru, ¢&islo (10 + 17). (100 + 365). Tuto tlohu lze formulovat
jako tlohu dokazat rovnost

(10 4 17) . (100 + 365) = x (1)

kde z je desetinny zapis jistého éisla. Pojem ,,dﬁkaz“ 1ze tu brat v 8irSim a poné-
kud neurditém smyslu (dokazat néco znamena piesvédéit se o spravnosti

v vz

toho), nebo v uz$im smyslu, spjatém s n&jakou formalisaci dikazi. V obou
1) Clen korespondent AN SSSR A. A. Mapkos, Matématideskaja logika i vyéislitélnaja maté-

matika, Vestnik AN SSSR, 1957,, ¢. 8, str. 21 —25.
2) Terminem ,,numerické analysa‘‘ prekladédm ruské vyéislitélnaja matématika. J. V.
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piipadech bude diikaz rovnice (1) sledem diléich dtikazi rovnosti

10+ 17= 27,
100 + 365 = 465, (2)
27 . 465 = 12555 (3)

a dovede k vysledku
(10 4+ 17) . (100 + 365) = 12555 .

Mize se namitnout, Ze rovnost (2) neni t¥eba dokazovat, nebot je zfejma.
Takova ndmitka se miuze oviem tykat jen obvyklého §irokého pojmu ,,diikazu‘.
K jejimu vyvraceni staéi pripojit k dikaztim odvolavky na ziejmost.

Rovnost (3) sotva bude nékdo poklddat za samoziejmou. Jejim dikazem
miZe byt vypodet

465
x 27

3255
930

12555 ,

provedeny podle obyéejnych pravidel pro nasobeni é&isel.

" Vidime zaroven, ze numerické problémy obsahuji obvykle i néco nového
ve srovnani s problémy dikazi téch nebo jinych tvrzeni. V numerickych
problémech jde obvykle o vyhleddni patiiénych hodnot neznamych velidin,
které se vyskytuji v tvrzenich, jez se maji dokazovat.

Jak se najdou hodnoty neznamych veli¢in? Jakych operaci je k tomu t¥eba
a v jakém sledu?

Odpovédi na tyto otazky zaviseji na problému samém. V nékterych piipa-
dech mizZe byt neznama veli¢ina vyjadfena explicitng, jako na piiklad v rov-
nici (1). Pak jiz takové vyjadifeni samo uréi jednu z moznych cest, jak problém
vytesit. Rovnici (1) lze na piiklad pokladat za takevyto pokyn pro vypodet
nezndmé z: nejprve se seéte 10 + 17, pak se seéte 100 + 365, nakonec se
znasobi vysledky téchto dvou séitani.

V jinych pfipadech nemusi byt jasné, jak najit hodnotu nezndmé veli¢iny
z podminek, jimZz m4 vyhovovat. Pak je problém slozitéjsi. Tak jé tomu na
piiklad pfi FeSeni rovnic.

Je samoziejmé, Ze nejvétsi zdjem se vaZe ne k Fefeni jednotlivych numeric-
kych tloh, nybrz k ziskani obecnych metod, které umoziiuji fesit celé velké
tridy problému. Takova formulace tilohy numerické analysy vede pak ptiro-
zené k pojmu ,,algoritmus, ktery ma prvofadou tlohu nejen v numerické
analyse, ale i v matematické logice.

Algoritmem se obvykle rozumi pfesny pfedpis, jak z danych velidin ziskat
numerickym procesem hledany vysledek. Typickym piipadem pro to je
Euklidav algoritmus pro vypodet nejvétdiho spole¢ného délitele dvou p¥iro-
zenych éisel. Predpis sestava v postupném sestrojovani klesajicf éiselné posloup-
nosti, jejiz prvn{ ¢len je vé&tsi z obou danych prirozenych éisel, druhy é&len je
men3f z t&chto ¢isel, t¥eti élen posloupnosti je zbytek po déleni vétifho z danych
¢isel mensdim, dalii dlen dostaneme jako zbytek po déleni mensiho z danych
¢isel zbytkem v predchazejicim kroku ziskanym atd. Vypoéet pokraluje tak
dlouho, az se dojde ke zbytku nula. Pak délitel v poslednim déleni je hledanym
nejvétdim spoleénym délitelem danych dvou p¥irozenych &isel.
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Pro algoritmy jsou charakteristické tii rysy, které vymezuji jejich dlohu
v matematice:

a) Presnost predpisu, kterd neponechdvd mista Z4dné libovolnosti — uréi-
tost,

b) moznost vyjit z riznych danych veliéin — hromadnost (masovost),

c¢) zaméfenost na urdity hledany vysledek, jehoz se nakonec také dosdhne -
resultativnost.

Ze algoritmy maji prvofadou tlohu v numerické analyse — a Ze ji.zde musi
mit — je zcela jasné. Lze dokonce Fici, Ze vSechny vysledky numerické analysy
spoéivaji ve vypracovani téch nebo onéch algoritmi, které umoziuji fesit
tlohy uréitych typa.

Avsak i v matematické logice maji algoritmy dulezitou tlohu. V kazdé
uplné formalisované teorii s uréitymi pravidly pro odvozovani zdvért vzniks
prirozené otadzka najit obecnou metodu, pomoci které by bylo moZno zjistit
odvoditelnost té které formule v dané teorii. Nejde o nic jiného, nez o to,
vypracovat algoritmus, ktery by umoziioval najit spravnou odpovéd — ,,ano‘
nebo ,,ne‘“ — na otazku, je-li odvoditelna formule vyjadfujici jisté tvrzeni
dané teorie.

Je v8ak moZno nahliZet na tilohy, najit ty nebo ony algoritmy, jako na pfesné
formulované matematické tilohy? Vidyt se v nich vyskytuje pojem ,,algorit-
mu‘‘, jehoZ smysl byl vySe spiSe jen popsan nez piesné definovan.

Rekli jsme, Ze algoritmus je n&jaky ,,pfesny popis‘‘, nepokusili jsme se viak
o to, abychom tento ,,pfesny piedpis‘‘ definovali. Chceme-li tedy operovat
s pojmem ,,algoritmus‘‘ jako s matematickym pojmem, musime néjak zpiesnit
jeho smysl. To bylo provedeno v poloviné t¥icatych let tohoto stoleti pracemi
tady autort, zejména Kleeneea, Churche, Turinga a Posta. Tito védeci
§li ve svych badanich rdznymi cestami a vypracovali rizné teorie; tyto teorie
se v8ak ukazaly v jistém smyslu ekvivalentnimi a dovedly k ekvivalentnim
zpFesnénim pojmu algoritmu. Pozdéjsi teorie ,,normalnich* algoritmi se
ukdzala také ekvivalentni teoriim predchazejicim, zpfesnila pojem algoritmu
v podstaté stejné, aviak bezprosttednéji.

Podstata tohoto zpiesnéni je v tom, Ze predpis, ktery predstavuje algorit-
mus, se rozlozi na sled nékolika krokil jednoduchych, ptesn definovanych
typt, pfifemz jsou dana pravidla — rovnéz jednoduchého a zcela uréitého
typu — ktera uréuji, kdy se ma ktery krok provést a kdy je nutno proces
prerusit. Nenf ndhodné, Ze jeden z vyse jmenovanych matematiku, Angli¢an
Turing, byl zaroven odbornikem v numerické analyse a ve své teorii vysel
z jisté idealisace matematického stroje.

Kai\dym strojové realisovanym algoritmem se totiz pojem algoritmu
zptestiuje. To je celkem ptirozené. Prace é&islicového matematického stroje3)
byvé rozdélena na takty. V jednom taktu se realisuje néjakd elementarni
operace; takovych elementarnich operaci je jen nevelky potet typt. Jaks
operace se realisuje v tom &i onom taktu a kdy da stroj vysledek, je uréeno
konstrukei stroje, jeho podateénim stavem, vychozimi daty a programem.

Takovy stroj muze proto realisovat algoritmy jen zcela uréitého typu, které
lze presné popsat. Pritom jsou mozna rizna zpiesnéni pojmu algoritmus,
pokud je moZno ménit charakter elementarnich operaci, jez se provadéji v jed-
nom taktu, a mechanismus, ktery ridf sled téchto operaci.

3) Rusky Vydislitélnaja masina diskretnogo déjstvija. J. V.
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Vsechna zpiesnéni se viak ukézala ekvivalentnimi. K jakémukoli ,,algo-
ritmu‘‘ ve smyslu néjakého zpFesnéni lze vypracovat ,,algoritmus‘‘ ve smyslu
libovolného jiného zpiesnéni, ktery pracuje stejné jako prvy pokud jde o vy-
sledek (nikoli pokud jde o trvani procesu). Tato ekvivalence raznych piesnych
definic algoritmu svédéi o tom, Ze se doslo skutedné k jednomu presnému pojmu
algoritmu, ktery ukazuje logickou podstatu toho, co lze realisovat &islicovym
matematickym strojem.

Pfitom se ukazuje na prvni pohled podivna, az zaraZejici skutednost:
ukdzalo se, Ze v matematice existuji netesitelné problémy pokud jde o vypra-
covavani algoritmi, nebot v ¥fadé takovych problému se konkrétné ukazalo, Ze
hledané algoritmy jsou nemoZné. Z potatku se to podatilo dokdzat pro nékteré
problémy, vznikajici pfirozené v matematické logice samé. Pak byla zjisténa
nefesitelnost fady problémi v obecné teorii axiomatickych systému a v teorii
celodiselnych matic. Kone¢né nejvyznamnéjsim vysledkem v tomto sméru
je dikaz nefesitelnosti problému totoZnosti grup, ktery podal P. S. Novikov.
Jde o stary problém, ktery poutal zdjem mnoha matematiki.

Ve vSech téchto problémech jde o vypracovani algoritmu, rozliSujiciho
ty nebo ony vlastnosti studovaného objektu. Nemoznost hledaného algoritmu
se dokazuje nakonec tak, Ze se dokdZe nespravnost piedpokladu, Ze takovy
algoritmus viubec existuje. V dikazu je samoziejmé podstatné, aby s algo-
ritmem bylo moZno operovat jako s kazdym jinym matematickym pojmem.
- Pfed zpifesnénim pojmu algoritmu nebylo proto mozno o dikazech tohoto druhu
ani mluvit.

I kdyz price v tomto sméru vyZadovala velkého duvtipu matematiki,
nemusi byt vysledky nijak mimoradné piekvapujici. Kazdd matematicka
tloha nemusi mit FeSeni. V nékterych piipadech muze byt nefesitelnost
matematické dlohy zfejméjsi, jindy méné ziejma. V tlohach, jejichz obsahem
je hledani algoritmli, neni neteSitelnost vibec ziejma. Ke sporu se dojde
teprve po dlouhém fetézci iivah, vychazejicich z piedpokladu existence hleda-
ného algoritmu.

Ukazuje se tak, Ze vSechno, co jsme fekli, svédéi nejen o organické souvis-
losti matematické logiky s numerickou analysou, ale také o tom, Ze obé tyto
matematické discipliny maji podstatny vliv na rozvoj celé matematiky.

Jaké jsou vyvojové perspektivy matematické logiky a numerické analysy?
Myslim, Ze jejich vzdjemné sepéti bude stale tésnéjsi. Domnivim se to proto,
ze dnesni numerické analysa spolu se soudobou elektronikou klade matematické
logice nékteré tlohy nového typu, podnécujic tak rozvoj této matematické
discipliny v uréitych novych smérech.

Zejména mohou byt mnohé problémy synthesy elektronickych vypoétovych
a Fidicich schemat piirozené formulovany jako tilohy o konstrukei jednoduchych
vzorcl z elementarni partie matematické logiky — vyrokového poétu, vyjadiu-
jicich logické funkce logickych proménnych. Dnes jsou Fefeny jen nemnohé
takto vznikajici tlohy matematické logiky.

Jiny dulezity typ uloh predklddd matematické logice teorie programovani
rychlych matematickych stroji. Jsou to tlohy o nejlepdich programech,
fedicich dané numerické problémy. MiZeme odiivodnéné otekdvat, Ze takovs
problémy budou moenym podnétem pro rozvoj jedné z nejdulezitéjsich partii
‘matematické logiky — teorie algoritmu.

PreloZil Dr. Josef Veselka
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