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130 let divergentnich trigonometrickych
Fourierovych rad (1. ¢ast)

Frantisek Stépdnek, Praha

Les séries divergentes sont, en géneral, quelque chose de
bien fatal, et c’est une honte qu’on ose y fonder aucune
démonstration. . .

NIELS HENRIK ABEL (1826)
(Euvres completes, Tome 2,
Christiania 1881, s. 256)

Predmluva

V roce 2003 uplynulo 130 let od sestrojeni prvni spojité funkce, jejiz trigonometricka
Fourierova fada diverguje (alespoii) v jednom bodé. V tomto ¢lanku se zaméfime (po
nezbytnych tvodnich partiich) na ponékud obsahlejsi reflexi této vyznamné historické
udélosti (§1).

Daéle pak pfipojime fadu struénych informaci o nékterych (klasickych i novéjsich)
konstrukcich funkci s divergentni trigonometrickou Fourierovou fadou (§§ 1-4).

Zminime se rovnéZ o mnozinach divergence trigonometrickych Fourierovych fad (§ 5)
a o feSenich Luzinovy hypotézy (Dodatek).

V textu jsou také uvedeny (zejména v §5) nékteré (vesmés obtiZzné) nefeSené
problémy. Lze tedy opravnéné ocekavat, ze i tematika divergentnich trigonometrickych
Fourierovych fad bude zivou soucasti ortogonalni spirituality v matematické analjze
dvacatého prvniho stoleti.

Symbolika, imluvy, zakladni pojmy

Mnozinu vSech redlnych (resp. racionalnich) ¢isel znaéime R (resp. Q), mnozinu
vSech pfirozenych (resp. celych nezapornych) ¢isel pak N (resp. Np). Pismeno C
(resp. L) oznacuje systém vSech redlnych 2n-periodickych funkci, které jsou v intervalu
I = (—n, 1) spojité (resp. maji v I koneény Lebesguetv integrél). Kone¢né symbol L?
(p > 1) znaéi systém vSech méfitelnych redlnych 2n-periodickych funkei f, pro néz
fIrer.

RNDr. FRANTISEK STEPANEK, CSc. (1938), Jireckova 3/1021, 170 00 Praha 7.
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Nekonecnou fadu funkci

(1) Z(uk cos kx + vg sin kx), z €R,
k=0

kde ur € R, v, € R (k € Nyg), nazveme trigonometrickou fadou. Pro libovolnou funkci
f € L polozime®)
1 s

1 s
(2) ap=- f(z)coskzdz, ke Ny, by = — f(z)sinkxdx, keN.
TJ_; TJ_;

Cisltim (2) fikdme (viz dale historicky tivod) Fourierovy koeficienty funkce f. Pro
trigonometrickou fadu specialniho tvaru

(3) % + Z(ak cos kx + by, sin kx), z € R,
k=1

pak uzivdme nézev Fourierova fada (= F-fada) funkce f. Pfitom posloupnost ¢astec-
nych souctt fady (3) je posloupnost

ag

50(f7l') = 9
(4) ap - .
sn(f,x):7+Z(akcoskx+bksmkx), neN, zekR
k=1

Slovo ,divergentni“ (resp. ,diverguje“) znamena v celém vykladu totéz jako ,neni
konvergentni“ (resp. ,nekonverguje“).

Zkratka ,s.v.“ je misto slov ,u-skoro vSude v R“, kde p je Lebesgueova mira v R.
(K tomu srov. napf. [20, s. 69].) Je-li mnozina M C R takovd, ze uM = 0, fikdme, Ze
M je nulova.

Historicky tvod

1. Vzorce (2) a trigonometrické fady (3) byly poprvé (a to velice nejasné) uvedeny
v §6 III. kapitoly knihy [18], kterou napsal profesor pafizské polytechniky JEAN
BAPTISTE JOSEPH DE FOURIER (1768-1830). (Srov. [13, s. 55-61].2)) Ten pfitom
v této své knize navic tvrdil, ze kazdou ,graficky zadanou“ funkci lze vyjadrit jako
soufet néjaké trigonometrické fady (1)! (Viz [18, §§417-418], event. [13, s. 61-67],
12, s. 468], [6, s. 153].)

1) Integrace zde i dale v textu je ve smyslu Lebesgueové.

2) Pomérné maélo citovana kniha [13] je unikdtni publikaci, kterou napsal litevsky ma-
tematik ALGIRDAS BOLESLAVOVIC PAPLAUSKAS (*1931). Recenzentem [13] byl mj. ADOLF
PAvLOVIC JUSKEVIC (1906-1993). (Srov. [13, s. 5] a déle [2, s. 53].)
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Takové pfekvapivé tvrzeni se objevilo dokonce jiz v pojednéni, které J. Fourier
predlozil 21. prosince 1807 pafizské akademii véd. Dotycné tvrzeni — uvedené bez
korektniho ditkazu (napf. konvergence pfislusné trigonometrické fady) — vyvolalo
tehdy ostrou reakci nékterych vyznamnych matematiki. (Srov. [13, s. 40-41].)

Praveé popsany (ponékud vigni) pocatek Fourierovy analyzy byl vystizné charakte-
rizovan témito slovy:

,,Zilo se v nadé&ji na odpovéd, ze dobré funkce budou mit dobré fady a historie této
¢4sti matematiky byla touto nadéjf silng ovlivnéna.“ (Viz [3, s. 31511713].3))

2. Prvni kritérium bodové konvergence fad (3) publikoval az PETER GUSTAV
LEJEUNE DIRICHLET (1805-1859) — poprvé r. 1829 a v prepracované verzi r. 1837
([13, s. 85-94]). Pti ditkazu tohoto kritéria P. G. L. Dirichlet pfedevsim upfesnil obecny
postup hled4ni sou¢tu fady (3), navrzeny jiz diive J. Fourierem ([13, s. 61-63]). Upravil
také (pro uvazovanou t¥idu funkei f — srov. [8, s. 248]) Fourieriiv vzorec pro (4) (srov.
[13, s. 62]) na finalni tvar

(5) sn(f,z) = % j Flx+ DDt dt, R, ne N,

kde (pfi dnesnim obvyklém znaceni)

1 n s +lt
Dn(t):§+§ cosktzw, tel, t#0, neN,
(6) P 2sin(5t)

1 1
Do(t):§7 tel, Dn(O):n+§, n € N.

Funkei (6) dnes fikdme Dirichletovo jadro (n-tého Fadu). (Srov [13, s. 89], [16, s. 9],
[17, s. 94, 151], [19, s. 46, 60], [21, s. 125] apod.)

3. O ptipadné divergenci F-fady spojité funkce (kterd neni ,po ¢astech“ monotonni)
se P. G. L. Dirichlet vyjadfoval vesmés neurcité ([8, s. 248], [13, s. 92-93, 151]).
Prislusny D-piiklad = piiklad funkce f € C takové, Ze

(d) posloupnost (4) diverguje (alespoil) v jednom bodé z € I,

tak c¢ekal na svou publikaci jesté hezkou radku let.

V [8] na str. 248 je mj. vyloZeno, jak se jednotlivé D-pfiklady postupné objevovaly.
Uvedené udaje doplnime a zpfesnime v dalsim textu. Pro zacatek je vhodné zdiraz-
nit, ze prvni prezentace jisté tfidy D-pfikladt byla téméf spolecnou zélezitosti dvou
némeckych matematiktt — Paula Du Bois-Reymonda a Hermanna Schwarze.

3) Naopak nézor, ktery je tak suverénné (podruhé! — viz [11]) formulovdn vétou na
s. 31464 v praci [3], je podivny a spiSe nespravny!! ,This sentence gave me a jolt“ —
napsal o této vété (pravé v [11]) tvirce moderni harmonické analyzy SOLOMON BOCHNER
(1899-1982); viz [1, s. 278, 282)].
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1. D-piiklady P. Du Bois-Reymonda a H. Schwarze

1. Dne 6. srpna 1873 vysSel ve zpravach gottingenské univerzity pod ¢islem 21 ¢la-
nek [23]. Jeho autor — PAUL DAVID GUSTAV DU BOIS-REYMOND (1831-1889) v ném
na str. 574-578 stru¢né vysvétlil hlavni myslenku konstrukcee jistjch funkei f € C, které
maji vlastnost (d). Podrobné byla tato konstrukce provedena az v [24, IV. kap. + ¢ast
zévéru| a dodate¢né zjednodusena v [25, s. 440-445].%)

P. Du Bois-Reymond celkem nazornym zptisobem sestrojil funkci f € C takovou, ze

(o) f mé v libovolném okoli bodu nula nekoneéné mnoho ostrych lokalnich extrémit

a pfitom posloupnost (4) neni omezend pro x =0. (Srov. [13, s. 153-154].) Jeho
nésledovnici hodnotili tento priikopnicky ¢in zpravidla velice kladné ([30, § 5, odst. 2],
13, s. 150], [16, 5. 10)).

2. HERMANN AMANDUS SCHWARZ (1843-1921) pii hledéni funkce f € C s vlast-
nosti (d) navazal pfimo na uvahy z [25]. Ve svém D-prikladé ([15, s. 109-112], resp.
[13, s. 156-157]) uved! sudou funkci f € C splitujici (o). Zvolil totiz

1
2

ng =1, ng=3-5-...-(2k+1), cp = (log(2k +1)) 2, keN,

a pro z € (0, 7y definoval

f) =0, f(x) = ¢ sinngz, x€<l T >, k € N.

)
ng MNk—1

Po drobné standardni tpravé vzorce (5) ([17, s. 134-135)%)) se zjisti, Ze plati (d)
s x = 0.

3. Na zavér §1 jesté pripojime drobnou poznamku.

P. Du Bois-Reymond si polozil otdzku, zdali existuje funkce f € C takovi, ze fada (3)
diverguje v§ude v R. (Srov. [25].) V této souvislosti pak napsal, Ze ,nemél Stésti Fesit
tuto otdzku“, a usoudil, Ze takova funkce f neexistuje! (Viz [13, s. 155].) To byla
v roce 1876 genidlni hypotéza, jejiz pravdivost se potvrdila az po devadesati letech.
(Viz [8, s. 249] a nas Dodatek.)

Mezitim jiz roku 1900 nadany student z Budapesti LipoT (LEOPOLD) FEJER
([14, s. 31-32]) uved] do teorie F-fad séitatelnost metodou aritmetickych praméra
([27], [20, s. 518, véta 191, IT]). Toto jeho elegantni uziti (C,1)-s¢itatelnosti ([8, s. 248],
[19, s. 94, véta 73]) tak u F-fad spojitych funkci obnovilo jistou estetiku, pokaZenou
prvnimi D-pfiklady ([16, s. 11]).

4) Pfipometime, ze P. Du Bois Reymond (v letech 1874-1884 profesor univerzity v Tiibin-
gen) publikoval v delsi praci z roku 1875 i Weierstrassiiv p¥iklad spojité funkce ,bez derivace®
([5, s. 233*72]). Vznik tohoto ptikladu piitom A. Pinkus ([14, s. 4]) klade snad jiz do roku
1861! (Srov. [5, s. 232], [8, s. 2431], [10, s. 194'].)

®) Zde je Schwarziv D-pfiklad omylem uveden jako Lebesguetv! (Viz [13, s. 157].)
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V prvni dekddé dvacétého stoleti vSak HENRI LEON LEBESGUE ([7]) a LIPOT FEJER
([4, s. 73]) zahajili novou éru vytvareni (brilantnich) D-piikladu.

2. Divergentni F-fady spojitych funkci v pracich H. Lebesguea a L. Fejéra

1. Lebesgueiv pfistup k tvorbé D-piikladi byl ryze geometricky ([22, s. 85-88],
[32, §33, §48], resp. [19, s. 78-80]).
H. Lebesgue vysetioval posloupnost ¢isel®)

T T

(7) L,= %/ sign D, (t) - Dy, (t) dt = 1/ |D,,(¢)| dt, n € Np,
—T —T

a dokézal, ze L, — 0o pro n — 00.”)

Velikost L,, pfili§ nezménime, jestlize funkei sign D,, ([17, s. 151] a (7)) nahradime
vhodnou spejitou funkci, kterd ovsem bude (bohuzel!) zaviset na daném n. Dominantni
pozici ptfi vykladu Lebesgueova D-piikladu ([22, s. 87-88]), resp. jeho zobecnéni
([19, s. 78, véta 66]) proto mé jisté ndzorné ,aproximacni lemma“, napf. toto:

Lemma L. K libovolnému n € N ezistuje funkce f, € C tak, Ze |fo(t)| <1, t€ 1, a®)

1 T
(*) $0(fns0) == [ fu(t)Dn(t)dt 2 271L,,.
T —T
Pomoci funkci fy, fa2, f3, ... lze jiz snadno definovat funkci f € C, pro kterou

(vzhledem k (*)) plati (d) s x =0 ([19, s. 78-79], [8, s. 247]).

2. L. Fejér, ,grandstudent® C. T. Weierstrasse (viz [4, s. 73], [14, s. 31-32]), je
autorem nékolika D-piikladét ([28], resp. [26], [29], [30]). Typickym rysem téchto
D-pfikladt je, Ze se v nich vyraznym zptisobem uplatiiuji lakunarni trigonometrické
fady ([17, kap. XI], [19, s. 110, 145, (6.4)]).%)

Fejérovy D-ptiklady jsou vesmés pocetné naroéné a navic misty doplnéné (dodnes!)
nefesenymi tilohami. (Srov. napt. [30, § 5].) Casto citované jsou jeho D-piiklady, v nichz
je uzito trigonometrickych polynomu

(8) Z k™ (cos(n — k + 1) — cos(n + k)z), reR, neN,
k=1

resp. jejich modifikaci. Prvni ptiklad tohoto typu byl publikovin v [29] a je (s malou
obmeénou) vylozen i v [20, s. 516-517].

) Pfi bézné uzivaném oznaceni ([17, s. 115], [21, s. 129] apod.). L. Fejér zaved]l pro ¢isla (7)
nazev ,Lebesgueovy konstanty“ ([30, §1]).

7y Cisla Ly, se ,chovaji“ asi jako logn ([8, s. 249], pfesnéji pak nap¥. [17, s. 115, (35.15)],
21, s. 128-129, (11)]).

8) Tato nerovnost byla béhem dvacatého stoleti v mnoha smérech zobecnéna. (Viz dale
54,

%) Srov. ,image* Weierstrassovy spojité funkce ,bez derivace® ([5, s. 232°]).
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Polynomy (8) umoziiuji konstruovat i funkce f € C s vlastnosti (d), pro néz navic
plati

(071) existuje A >0 tak, ze |s,(f,z)| £ A, reR, neNy

([17,s. 132-133]). O jednom uziti takovych D-pfikladi se zminime hned v nésledujicim
paragrafu.

3. Kondenzace singularit u D-pfikladu

1. Lze sestrojit funkci z C, jejiz F-fada diverguje dokonce na spocetné mnozing,
husté v I? Odpovéd je ,,ANO“! Abychom si to ovéfili, staci jen vhodnym zptisobem
aplikovat tzv. metodu kondenzace singularit.'®) Tuto metodu popsal r. 1870 profesor
tiibingenské univerzity HERMANN HANKEL (1839-1873). (Srov. [31, s. 77-84].)

Zminénou metodu dobfe znadme z elementarni analyzy. Polozime-li naptiklad
(ri,72,73,...) = QN (0,1), potom funkce

F(sc):Z3_"|x—rn\, x € (0,1),
n=1

je spojité, ale nem4 derivaci v Z4dném ry,.11)

Podobnym zptsobem mtzeme ,zhustovat® i singularity bodové konvergence F-fad.
Uvedme si jednoduchy ptiklad.

Pifiklad. Uvazme mnozinu (s1, $2,83,...) = QN (0,2x) a vezméme funkci f € C tako-
vou, Ze fada (3) diverguje pro x = 0, konverguje pro vSechna = € I, z # 0, a pfitom
plati (Oq). (Viz vyse.) Polozme

H(z)=> 37"f(z—s,), x€(0,2n).

Potom H € C a F-fada funkce H diverguje v kazdém bodé s, n € N ([17, s. 320-322]).

2. KAroLy TANDORI (* 1925) z Bolyaiova matematického tistavu univerzity v Sze-
gedu konstruoval pomoci polynomu (8) funkei f € C takovou, ze
e plati (0y),

e fada (3) diverguje na nulové mnozing, kterd je mohutnosti kontinua v kazdém
intervalu z R.

(Srov. napf. [17, s. 322-323].)

19) O to se zb&zné pokusil uz P. Du Bois-Reymond v zdvéru své prace [24]. (Srov.
13, 5. 155].)

11y Funkce |z — rn|, n € N, m4 jediny ,zub* (v bodé z = r,). Funkce F je pak ,stejno-
mérnou limitou® jistych ,pil* ([9, s. 149)]).
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3. Existuje funkce f € C, jejiz F-fada diverguje na mnoziné kladné Lebesgueovy
miry? Odpovéd na tuto otdzku byla ziskdna az roku 1966! Genidlnim uzitim nestan-
dardniho ,zjemnéni“ klasickych metod se zjistilo, Ze takova funkce neexistuje. (Srov.
[8, s. 249] a nas Dodatek.) To jen potvrzuje pravdivost posledni véty S. Bochnera
z [11]:

YES, FOURIER SERIES DID INDEED COME FIRST!

(Pokracdovdni pristé.)
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Vztazné systémy v astronomii

Jan Horsky, Brno, a Milan Stefanik, Bratislava

Vyznamnou polozkou prace astronomil je nejenom samotné pozorovani, ale také na-
sledné zpracovani namérenych hodnot, jejich interpretace a popripadé extrapolace do
minulosti a budoucnosti. Méfeni i vypocty se mohou samoziejmé provadét v riznych
soutadnicovych systémech. Ne vSechny vypocty se daji délat explicitné, proto se
musi uzit ruznych aproximac¢nich metod. Tvar obdrZenych feseni miize byt rizny
a ruzné mohou byt i referenéni systémy. Proto je dilezité mit takovy tvar metrickych
koeficienti, tedy referen¢ni neboli vztazny systém, v némz by pohybové rovnice dobie
(jednoduse) popisovaly jak transla¢ni, tak i rotacni pohyb téles, $ifeni svétla, rychlost
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