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130 let divergentnich trigonometrickych
Fourierovych rad (2. ¢ast)

Frantisek Stépdnek, Praha

JEAN BAPTISTE JOSEPH DE FOURIER
(1768-1830)

Dalekosahlé aplikace Lebesgueovy teorie miry a integralu ve Fourierové analyze ,zla-
tého véku“ ([16, s. 10-11]) se speciélné tykaly i problematiky divergentnich F-fad
funkci z L. Byla zde postupné ziskana fada pozoruhodnych vysledkt, o kterych nyni
strucné pojedname.

4. F-fady divergentni s. v.!?)

Roku 1911 byl publikovan (v Italii) piiklad fady (1), kterd diverguje s.v. a p¥itom
up — 0, vy — 0, k— oc.

12) Obsah tohoto paragrafu a Dodatku je i drobnym potvrzenim slov G. Choqueta o Le-
besgueové pojmu ,skoro vsude“ ([33, s. 16015-14])-

RNDr. FRANTISEK STEPANEK, CSc. (1938), Jireckova 3/1021, 170 00 Praha 7.
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Autorem tohoto piikladu byl NIKOLAJ NIKOLAJEVIC LUZIN (1883-1950), pozdéjsi
Celny predstavitel tzv. ,Ruské skoly“ teorie funkci redlné i komplexni proménné
([16, s. 13], [34, s. 138], [36, s. 11-45, 271-277], [38, s. 6]).13)

1. Pravé zminény Luzintv piiklad jisté znal student ANDREJ NIKOLAJEVIC KOL-
MOGOROV (*1903), ktery roku 1922 ([37, s. 51, 65]) dokdzal nésledujici vétu.

Véta K. FEzistuje funkce f € L takovd, Ze rovnost

9) lim [s,(f,2)| = o0
n—oo

plati s. v.

Pii konstrukci této funkce f A. N. Kolmogorov postupoval geometrickou ,,Lebesgue-
ovou cestou (viz Lemma L v nasem §2). Misto bodu = = 0 (viz (%)) v8ak uvazoval
obecnéji body x z ,velkych“ mnozin M,, C I, tj. takovych, ze lim uM, = 2x.

n—oo

Pozadovanou funkci f pak definoval jako soucet nekoneéné rady jistych ,,hrbovitych“
funkei ([17, s. 391-401], [37, s. 57-64]).14)

2. Myslenky A. N. Kolmogorova (mj. z dikazu véty K) byly zahy uplatnény i pfi
odvozeni nasledujicich pfibuznych vysledki (tvrzeni).

T1. Ezistuje funkce z L2, jejiz F-tadu lze ,prerovnat® tak, aby divergovala s. v.

Toto tvrzeni uvedli (bez dtkazu!) A. N. Kolmogorov a DIMITRIJ JEVGENEVIC

MENSOV (1892-1988) roku 1927. (Srov. [37, s. 71-81], resp. [21, kap. 9, §1] a n4s
Dodatek.)

T 2. Ezistuje funkce f € L takovd, Ze (9) plati v§ude v R.

Konstrukei funkce f (po konzultaci s A. N. Kolmogorovem) provedl ANTONI ZYG-
MUND (1900-1992), ktery byl od roku 1930 profesorem v (tehdy) polském Vilné
(= Vilnius) ([35, s. 47]).19)

Doty¢na konstrukce tak byla poprvé vylozena v Zygmundové vynikajici monografii
(40, 5. 488-494]).

T 3. Existuje funkce f € L takovd, Ze nerovnosti

(O2) —00 < lim s,(f,z) < lim s,(f,2) < o0

n—oo

plati s. v.

Ptislusnou konstrukci publikoval Zygmundtv spolupracovnik JOZEF MARCIN-
KIEWICZ (1910-1940) roku 1936. (Srov. [35, s. 83-86], [37, s. 65], [40, s. 486].)16)

13) Trigonometricka fada z Luzinova pfikladu diverguje dokonce vsude v R ([36, s. 455]).

14) Pravdépodobné neni dosud znamo, jak ,rychle Fourierovy koeficienty funkce f
(viz (2)) konverguji k nule ([37, s. 69]).

15y A. N. Kolmogorov r. 1926 takovou funkci f totiz nesestrojill!l (Srov. [17, s. 412,
poznamka *)].)

16y Modifikacim pravé uvedenych vysledkt pro pfipad obecnych ortogonalnich fad (srov.
napf. [21, s. 483-484]) byla vénovana rozséhld hlavni pfednéska na Mezindrodnim matematic-
kém kongresu v Helsinkach r. 1978. Pfednasku proslovil S. V. Bockarev (Matematicky astav
V. A. Steéklova).
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V souvislosti s T 3 podotknéme, Ze:
T 4. Neezistuje funkce f € L, jejiz F-fada diverguje s.v. a pfitom plati (O1).
T5. Neezistuje funkce f € L, pro kterou plati (O2) vsude v R.

Ovéfeni téchto vysledki neni trividlni (viz dale Dodatek).

3. Jiné dikazy tvrzeni T 2 a T 3 podali JEAN-PIERRE KAHANE (Université de Paris-
-Sud) a THEODOR W. KORNER (Trinity Hall, Cambridge). (Srov. [43]'7), [46].)

Markantni elegance a jednoduchost jejich dikazt je zpisobena predevsim tim, zZe
se v nich uzivd komplexni tvar F-fady. (Srov. napf. [38, s. 1-13, 30-39], [39, s. 1-9],
[40, s. 13-14].) ,Technologické* postupy z praci [43] a [46] dédle zdokonalil SERGEJ
VASILJEVIC KONAGIN (Moskevskd statni univerzita) v ¢lanku [44].

4. Jednim z cilii prace [44] bylo ziskat ,izky“ systém funkci'®) z tiidy L, v némz
1ze nalézt funkci s F-fadou, divergentni vSude v R ([44, s. 98 a Corollary 1, s. 99]).

K provedeni konkrétni konstrukce takové funkce f S. V. Konagin fenomenélnim zpt-
sobem zobecnil klasicky Lebesguetiv postup. (Viz Lemma L v nasem §2.) Bod 2 =0
(srov. (%)) totiz nahradil body ,blizkymi“ bodum jisté fraktdlni mnoziny, podobné
Cantorovu diskontinuu.

Dlouhy a technicky ndro¢ny dikaz pfislusného vysledku (viz Lemma 3.4. na
str. 111-113 v [44]) je mj. vzorovou ukdzkou pouziti modernich diskrétnich metod
ve Fourierové analyze. Pracuje se s diskrétni verzi Dirichletova jadra (6), provadéji
se odhady diskrétni (komplexni) Hilbertovy transformace ([44, s. 100-107], resp. déle
[39, s. 93-106 apod.]).1?)

Podle schématu A. N. Kolmogorova ([17, kap. V, §20]) pak S. V. Konagin definuje
jistou funkei f € L takovou, Ze pro libovolné - € I posloupnost (4) neni shora omezend
([44, Lemma 3.5, 114-115 a §4)).

Tematika probrand v pfedchozich paragrafech (zejména v §3) nas pfimo inspiruje
k zavedeni nésledujicich obecnych pojmi.

5. Mnozina divergence (resp. mnoZina 7-divergence) F-fady

1. Nadale budeme piedpokladat, ze A = (amn), m € Ny, n € Ny, je ,nekoneénd
matice” redlnych cisel takova, Ze a,, =0, n > m, pro kterou navic plati znamé
Silvermanovy-Steinhausovy-Toeplitzovy podminky ([40, s. 126, (I), (II), (III)], [42,
s. 56, 65, (I), (I1), (IID)]).

17y Tento ¢lanek (a piislusny svazek dotyéného ¢asopisu) je vénovan in memoriam L. Fejé-
rovi — ,mathematici Hungarici excellentissimi“ (f 15.10.1959).

18y Takovy ,azky* systém funkci je mozno definovat napf. pomoci vhodné ,,vahové funkce“
(= “weight function”), kratce feGeno vahy. (Srov. [20, s. 542-543], [46, Lemma 5.2., s. 112].)

19y Zde je vhodné pfipomenout slova G. Choqueta z [33, §2.3., s. 164, a §5, s. 167-168].
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Pro f € L polozme
(10) tm(f,2) = amnsn(f,2), €I, meN,.
n=0

Rovnosti (10) definuji jistou reguldrné limitovaci (zde lépe sé¢itaci) metodu F-fad (3),
feknéme 7 ([40, s. 126-127], [42, s. 65]). Specidlnimi pfipady metody 7 jsou napf.
metoda (C, k), k € N, metoda Rieszovych praméri apod. ([42, kap. IIT]).

Definice ([37, s. 53], [45, s. 152]). Mé&me funkci f € L, mnozinu M C I a séitaci
metodu 7. Rekneme, ze M je mnozina divergence (resp. mnoZina T -divergence)
F-fady (3), jestlize posloupnost (4) (resp. (10)) diverguje pro vSechna x € M a kon-
verguje pro viechna z € I\ M.%0)

Pomérné snadno lze konstruovat funkci f € C takovou, ze mnozina divergence jeji
F-fady je jednobodové (viz D-piiklad H. Schwarze v § 1), resp. spoc¢etnd (viz ptiklad
v §3, 1.). Naopak pfi dané funkci f € L miize byt uréeni mnoziny divergence F-fady (3)
dosti problematické (viz §2, 2.).

2. K tvrzenim z § 4 nyni pridame dalsi tvrzeni, kterd jsou zcasti topologické povahy.

T6. Budte f € L a M mnozina divergence (resp. mnoZina T -divergence) F-tady (3).
Potom M je typu Gso.%t)

Dikaz tohoto (celkem zndmého) tvrzeni je naznacen v [45, s. 152]. (Srov. i [17,
s. 433-434], [37, s. 66].)
Jistym prekvapenim byla publikace néasledujicich vysledkt.

T 7. Existuje mnozina M typu Gs, kladné Lebesgueovy miry, kterd neni mnoZinou
divergence F-tady (3) Zddné funkce f € L.

Neptili§ slozitou konstrukei takové mnoziny M provedl T. W. Korner ([45]). Po-
zoruhodnym rysem zminéné konstrukce je vSak to, Ze se opira o platnost Luzinovy
hypotézy! (Srov. [45, Lemma, s. 153], [37, s. 67] a nas Dodatek.)

T8. Kdrnerova mnoZina M z dikazu T7 neni mnoZinou T -divergence F-tady (3)
Zadné funkce f € L.

K tomu srov. [37, s. 67], kde je citovan dokonce jesté obecnéjsi vysledek.

3. Pravé uvedena tvrzeni T6, T7 a latka §3 nas okamzité privadéji k formulaci
napt. téchto — pravdépodobné dosud nefesenych — problémfi.
Méjme neprazdnou nulovou mnozinu M C I typu Gs,.

e Existuje funkce f € L takovd, Zze M je mnozina divergence F-fady (3)7
e Existuje funkce f € C takové, Ze pro kazdé x € M plati (O2) a F-fada (3) konverguje
pro vSechna x € I\ M?

20y Samozfejmé M (resp. I \ M) je tfeba i prazdna.
21) Podle definice mnozina je typu Gs., pravé kdyz je sjednocenim spocetné mnoha mnozin
typu Gs ([8, s. 24112_11]). Pfitom prézdnou mnozinu povazujeme za mnozinu typu Gs,.
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Komenta¥. Je znamo, Ze k libovolné neprazdné mnoziné M C (0,2n) typu Gs lze
konstruovat funkei f € L takovou, Ze pro kazdé x € M plati (9). (Srov. [17, s. 427-433],
37, 5. 66-67].)

Dodatek: 90 let od publikace Luzinovy hypotézy

1. Zde pojedname jesté struéné o bodové konvergenci F-fad funkci z LP (p > 1).
P. R. Halmos ve [3, s. 31519_17] napsal:

Vv s

- - . NeEjzavainéjsi otdzka v tomto smeru byla poloZena Luzinem a zistala po 50 let
nezodpovézena: konverguje pro f integrovatelnou s kvadratem na {0,2x) jeji Fou-

rierova vada skoro vsude?...“

Takovou otdzku vsak zaddny znalec Luzinova dila v jeho pisemnostech doposud
nenasel. N. N. Luzin totiz uvedl bez dukazu ([47], [36, s. 219]) svou domnénku, Ze

plati toto tvrzeni.
LH. F-fada libovolné funkce f € L? konverguje s. v.

Tuto hypotézu N. N. Luzin podpofil fadou promyslenych argumenti a pripojil
jeden pfibuzny (mélo zndmy) problém Lebesguetiv ([36, s. 216-220]). Pfesto se nékteii
experti dlouho domnivali, Ze tvrzeni LH spiSe neplati ([3, s. 315], [49, s. 250]).

2. Roku 1966 vSsak LENNART AXEL EDVARD CARLESON (*1928), profesor uni-
verzity v Uppsale, nefekané podal excelentni dtikaz LH. (Srov. [38, s. 162-163],
[41], [48], [49].)

Tim bylo i dokézéano, ze F-fada libovolné funkce z C muze divergovat pouze na
nulové mnoziné v R (viz nas §3, bod 3.). Tak byla také potvrzena hypotéza P. Du
Bois-Reymonda z roku 1876 (viz nas §1, 3).

CHARLES Louis FEFFERMAN?2) (*1949) publikoval roku 1973 druhy dikaz LH.
(Srov. [37, s. 68], [48].)

Oba autofi pracuji s komplexnim Dirichletovym ,partial sum®“ operatorem ([41],
[48]), ale jejich diikazy LH se diametralné lisi.

e L. Carleson vénuje enormni pozornost lokalnim odhadtm integralt, pfi vtipném
a vyvazeném ([3, s. 315]) vybéru piislusnych integracnich oborid. Pfitom ,jemné“
uzivd maximaln{ funkci G. H. Hardyho a J. E. Littlewooda ([38, s. 155-156], [40,
s. 54-61], [49, §§2-5]), Hilbertovu transformaci ([39, s. 95]) apod.

e Ch. Fefferman témér ,ignoruje“ vlastnosti funkce a rozkldda uvazovany integralni
operator (!) v nekone¢nou fadu jednodussich operatortt ([48]). To je v podstaté
originalni myslenka J. B. Fouriera (srov. [13, s. 61-64]), korektné prezentovana napt.
A. Plessnerem roku 1925 (srov. [17, s. 333-337]).

22y Ch. L. Fefferman obdrzel r. 1978 prestizni Fieldsovu medaili v oboru vicerozmérna
komplexni analyza.

126 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 49 (2004), ¢. 2



3. Teprve poturzeni Luzinovy hypotézy (srov. [17, s. 421]) umoznilo elegantnim
zpusobem dokézat tvrzeni T4 a T5.

Diukaz T4 postupem reductio ad absurdum. Piedpokladejme, Ze existuje funkce
f € L, jejiz F-fada diverguje s.v. a soucasné plati (O1). Jsou-li o,(f,z) (z € R,
n € Np) aritmetické praméry souctii (4) (srov. [20, s. 518]), potom ziejmé také

(03) |U7l(f7x)‘ §A7 .’I,'EI, nEN(]'

Pfitom vime, ze lim o,(f,x) = f(z) s.v. (Srov. [17, s. 143-144], [40, s. 151-152].)
Vzhledem k (Os) je pak nutné i |f(z)| £ A s.v. Podle LH tedy F-fada funkce f
konverguje s. v.! To je ovSem spor.

Uzijeme-li generi¢nost ([33, s. 160]) ve formé Osgoodovy véty ([8, s. 238]) na vlast-

nost (O2), pak podobnym zpiisobem snadno dokdzeme i T'5 (srov. [46, s. 117-118],
37, s. 65]).

4. RICHARD A. HUNT upravil Carlesontiv postup (viz 2.) a dokézal, ze F-fada
kazdé funkce z LP (p > 1) konverguje s.v. Pfislusné vété se dnes ¥ikd ,véta Carleso-
nova-Huntova® a pravem patii k ,velkym vétam“ matematické analyzy dvacatého
stoleti ([41]). Na jednoduchy dikaz této véty se vSak stale ¢eka. ..

Podékovani. Zavérem autor s vdéénosti vzpomina na laskavost prof. R. A. Hunta, prof.
J. Marika a prof. A. Zygmunda, ktefi mu poskytli fadu uzitecnych informaci a kopie u nas
nedostupnych publikaci.
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Zhodnoceni ptinosu A. N. Kolmogorova pro sou¢asnou matematiku jsou vénovany jubilejni
élanky v EMS Newsletter (¢. 49, September 2003, ¢. 50, December 2003).
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Fourierova ulice a Fourierovo lyceum v Auxerre, rodném mésté J. B. Fouriera.
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