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Interpolace — vyvoj formulace problému
a jeho TeSeni

Jiti Kobza, Olomouc

1. Uvod

Cilem clanku je stru¢né shrnout poznatky o vyvoji formulace tlohy o interpolaci,
metodach jejiho feseni a otazkach existence a jednoznacnosti feSeni takovych tloh
v jedné, dvou a pripadné vice proménnych. V zavéru je uvedena obecna formulace
takové tlohy a dvou zakladnich algoritmt jejiho feSeni v terminech funkcionalni
analyzy.

Uloha o interpolaci pfedstavuje jeden z klasickych problémii, fesenych v nejjedno-
dussich formach (linearni interpolace) jiz ve starovéku (Recko, Orient) a stiedovéku
(Briggs — kvadratickd interpolace v tabulkich logaritmid, Wallis, Gregory), v $ir-
$im rozsahu zakladateli matematiky proménnych veli¢in (Newton, Lagrange, Euler,
Hermite, Ampere). Od téchto dob vesly zakladni poznatky o interpolaci funkci jedné
proménné do vétsiny ucebnic aplikované matematiky, nebot interpolace dava jednu
z nejjednodussich aproximaci zadané funkce nebo diskrétnich dat. Daleko méné se
zatim docteme v téchto ucebmnicich o interpolaci funkci vice proménnych. Ta by
méla popisovat metody a techniky pro jednoduchou aproximaci dat a funkci s vice
proménnymi, kde aproximace (interpolant) nabyva v danych bodech pfedepsanych
hodnot. Takové tilohy se dnes vyskytuji v teorii i v praxi pomérné casto pfi diskretizaci
spojitych tloh a interpretaci vysledk numerickych vypocta v grafické podobé. Proto
se podrobnéji s timto problémem setkdme zpravidla jen ve specidlnich monografiich,
v pracich o metodé konec¢nych prvki, pocitacové geometrii a grafice. Prostfedky pro
uzivatelsky snadné feseni zakladnich tloh interpolace najdeme v rozsifenych matema-
tickych programovych systémech MAPLE, MATHEMATICA, MATLAB.

V nasem ¢lanku uvedeme klasickou formulaci a feseni tlohy o interpolaci a uka-
zeme strucné na nékteré problémy a dalsi vyvoj pfi jejim feSeni pro funkce vice
proménnych. V pribéhu poslednich dvou stoleti se studovaly a Tesily nékteré problémy
v klasickém pojeti této tlohy a formulovala se jejich zobecnéni v souladu s celkovym
vyvojem matematiky. Pfes dlouhou dobu od klasické formulace tlohy o interpolaci
existuji i v jedné proménné dosud nevyfesené problémy; fada zékladnich problémi
polynomické interpolace ve vice proménnych byla feSena v nedavné dobé — po roce
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1970. Vlivem rozsitujicich se aplikaci matematiky a tendence zobeciiovani konkrétnich
feSeni a poznatkd dostava problém interpolace stéle Sirsi ramec. V tivodu encyklopedie
Handbook of Numerical Analysis III (C. Brezinski [3], str. 15) najdeme formulaci alohy
interpolace v kone¢nérozmérnych vektorovych prostorech s obecnymi linearnimi funk-
ciondly. V poslednim vydani ruské Matematiceskoj enciklopedii ([24], T. II, str. 619)
najdeme tuto jesté obecnéjsi formulaci tlohy o interpolaci:

Necht jsou ddny neprdzdné mnoZiny X, Y a ddle mnoZina zobrazeni

{fa: X =Y, ac A}
(IP)
Jsou-li ddny prvky {ya : a € A} CY, hledaji se proky x € X spliiugict podminky
interpolace

fa(®) = Yo, Vae€ A

Tato obecna formulace v sobé obsahuje nékolik okruhti problému:

Pro které mnoziny prvki {y,} existuje alespoii jedno feseni?
Pro zadané prvky y, najit vSechna feseni.

Charakterizovat podminky jednoznac¢nosti feseni.

> W

Najit konstrukci (konstruktivni charakteristiku, algoritmus) interpolantu = pro
ruzna data y,.

5. V ptipadech, kdy interpolant aproximuje slozitéjsi objekt, vyjadiit a odhadnout
chybu interpolace.

V této formulaci jsou uz zahrnuty problémy interpolace riznych funkcionali a ope-
rator1, interpolace pomoci ploch zachovavajicich okraje a podobné.

Dale se budeme snazit sledovat vyvoj problému interpolace od jeho klasickych
pocatka az k takovym modernim formulacim v jazyku funkcionalni analyzy, jak
jsou uvedeny ve jmenovanych encyklopediich a jaké lze najit v monografiich [1], [3],
[19], [20].

2. Interpolace polynomy v jedné proménné

2.1. Interpolace funkénich hodnot

Polynomy predstavovaly a dodnes predstavuji nejsnaze vycislitelné funkce; proto
jsou velmi Casto pouzivany k aproximaci slozitéjSich funkci nebo dat. Pro periodické
déje maji analogicky vyznam trigonometrické polynomy, které jsou ovSem narocnéjsi
pfi vypoctu funkénich hodnot. V matematice je znama tzka souvislost mezi algebraic-
kymi a trigonometrickymi polynomy v oblasti komplexni proménné — o interpolaci
trigonometrickymi polynomy se pfesto zminime jen okrajové, protoze jde o ponékud
specifickou a rozsahlou problematiku.
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Ve specidlnim p¥ipadé, kdy vSechna informace o zadané funkci f(x) je ve formé
{fYU)(z0), 7=0,1,...,n} zaddna v jediném bodé xo, davé konstrukci polynomu se
stejnymi hodnotami téchto parametri Tayloriv polynom (o Taylorové vicebodové
formuli viz napf. ¢ldnek [7] z roku 1971; méalo zndm4 je varianta trigonometrického
polynomu, interpolujiciho analogicka data).

Klasickd uloha o interpolaci byla formulovana pro koneény pocet bodu interpolace
takto:

Je ddna rostouct posloupnost uzli interpolace {x; € R,i=0,1,...,n} a ddle
éisla {y; € R,i=0,1,...,n}; hledd se polynom co nejniZsiho stupné m,
m

(FVI) < P(z) = Z a;jx?, ktery spliuje podminky interpolace
§=0

Jsou-li hodnoty y; = f(x;) funkénimi hodnotami funkce f(x), vznikd také otézka
chyby interpolace R(x) = f(z) — P,(x), © # x;, nebo problém konvergence interpo-
la¢niho procesu pfi zvysovani poctu predepsanych hodnot.

Ziejmé proni cestou k teSeni problému interpolace (FVI) bylo dosazeni podminek
interpolace do pfedpokladaného tvaru interpolantu. Odpovidajici soustava linearnich
algebraickych rovnic pro vypocet koeficientd a; pfi m = m mé za uvedeného pied-
pokladu vzijemné riznosti uzli interpolace nenulovy determinant soustavy ( Vander-
mondiv determinant)

det [mf]zjzo = H(sc] — ;) #0. (2)
J>i
Odtud plyne jednoznacnost feseni této tlohy a je dana i metoda vypoctu koeficient
interpola¢niho polynomu. Byla v ni pouzita obvykld baze {1,x, ..., 2™} prostoru vSech
polynomi stupné nejvyse n.
Newton pii feSeni tlohy interpolace pouzil jinou soustavu bazovych polynomi
1, wolx)=x—2x0, ..., wp_1(x)=(@—z0)(xr—21) (& —2pn_1). (3)
P1i feseni trojuhelnikové soustavy podminek interpolace pro uréeni neznamych ko-
eficientl interpolantu v této bazi asi dospél k definici pomérngch diferenci, jejichz
rekurentni a explicitni definice (tento termin se ale vyskytuje poprvé u De Morgana)
v dnesSnim zapisu je
[zl f = f(zi),

[$0,$17~-~,$i]f = ([5(:1,...7xi]f— [$07...7$i_1}f)/($(}i —SC()) =

=3[ / R

Tyto linearni funkcionaly v proménné f se vyskytuji jako koeficienty u bazovych funkci

(4)

v Newtonové tvaru interpolacniho polynomu
Po(z) = yo + [wo, z1]f - (x — 20) + [T0, 21, T2] f - (¥ — @0) (¥ — 21) +

n—1 5
+-~-+[m0,...7mn]f-H(sc—xi)- )

=0
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Ten umoznuje snadno prejit k interpolacnimu mnohoclenu s mensim nebo vétsim
poc¢tem bodi interpolace ubranim nebo ptridanim odpovidajicich ¢lent. Pro specialni
pripad ekvidistantnich uzli byla odvozena celd fada jednodussich variant s pouzitim
pfimych, centrélnich ¢ zpétnych diferenci (Newton, Gauss, Stirling, Bessel). Riizné
zpusoby pouziti hodnot z tabulky diferenci jsou popisovany v tzv. Frazerové diagramu.
Lagrange nasel jinou — velmi rozsifenou a v teorii uziteénou — techniku resSeni
problému interpolace, kterd vyjadiuje vysledny interpolant jako linedrni kombinaci
jiné baze prostoru vsech polynomt stupné n. Tuto novou bazi tvoii tzv. Lagrangeovy
koeficienty l;(x), odpovidajici jednotlivym uzlim interpolace x;. Lagrangeiv tvar
interpolacniho mnohoclenu je pak
n
Lu(@) = S L@ @), @) =[] - )/ — ;). (6)
i=0 i
V ném jako koeficienty v linearni kombinaci vystupuji nejjednodussi linearni funkcio-
naly — funkéni hodnoty interpolované funkce. Uvedeny tvar Lagrangeova koeficientu
je odvozen z podminek

li(z;) =05, %,j=0,1,...,n (vlastnosti lagrangeovské bdze). (7)

n

Disledkem této vlastnosti je pak identita > I;(x) = 1, kterd ukazuje, ze Lagrangeovy
koeficienty tvoii tzv. rozklad jednotky. — “=°

Vzhledem k jednoznacnosti feseni tlohy o interpolaci lze pro rtzné interpolac¢ni
formule pouzit stejny vyraz pro chybu interpolace, odvozeny Cauchym, nebo riazné
jeho varianty (zejména v komplexnim oboru — viz napf. [2], [3], [25]).

Uloha trigonometrické interpolace je formulovana takto:
Pro zadan€ uzly {z; € {0,2n),i=0,1,...,2n} a hodnoty {y; € R,i=0,1,
...,2n} najit trigonometricky polynom

To(z) = tao + Z[ak cos(kx) + by sin(kx)], (8)
(T1) k=1

ktery spliuje podminky interpolace

To(x;)) =y, ©=0,1,...,2n.

Tato tloha se da Fesit podobnymi postupy jako tloha interpolace algebraickym poly-
nomem. Dosazenim podminek interpolace do pfedpoklddaného tvaru (8) interpolantu
dostaneme soustavu linedrnich algebraickych rovnic pro koeficienty trigonometrického
polynomu. Jeji determinant je pro vzajemné rtzné uzly nenulovy a tloha mé proto
jediné FeSeni. Mlzeme také hledat lagrangeovskou bazi problému (TI) — lze (jen
ponékud pracnéji) provéfit, ze potfebné vlastnosti maji lagrangeovské koeficienty t;(x)
a interpolaéni trigonometricky polynom T,,(z) definované vztahy

ti(@) = [ [ sinl5 (e — )]/ sinl5(zi —2))],  Tulz) =D ti(z)ys. 9)
=0

J#
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Ty maji podobnou strukturu jako v algebraickém piipadé; k jejich ipravé do tvaru
trigonometrického polynomu se pouzivaji trigonometrické identity (proto se ¢astéji
pouziva uvedeny algoritmus vypoétu koeficienti z podminek interpolace). V piipadé
ekvidistantnich uzlt je i v iloze trigonometrické interpolace mozno najit zjednoduseny
vyraz pro koeficienty ¢;(z) a s vyuZitim ortogonality pouzitého systému béazovych
funkci dostat zde formule diskrétni Fourierovy transformace, které poukazuji na sou-
vislost ulohy interpolace s metodou nejmensich ctverci. To ovSem plati i v piipadé
algebraickém — interpolace je specidlnim pfipadem aproximace dat ve smyslu me-
tody nejmensich ¢tverci: pii dostateéném poctu bazovych funkci je mozno dosahnout
interpolaci nulové stfednékvadratické odchylky (takto je mozno Fesit tlohu interpolace
napf. v prostiedi MATLABu).

Pfes svou jednoduchost a nazornost ma lagrangeovska baze pro ulohu interpolace
jistou nevyhodu v tom, Ze pfi zméné v poc¢tu uzlld interpolace se méni vsechny cleny
interpola¢niho mnohoclenu. Proto byly ve tficatych letech dvacatého stoleti studovany
rizné varianty iteracnich algoritmi interpolace (Aitken, Neville, Richardson), které
postupné rozsifovanim sité uzli pocitaji hodnoty jistych interpolantti od linearnich az
po Zéddany stupen a umoznuji také pribézny odhad chyby interpolace.

Jinjm problémem, jehoZ feseni nalezl Cebysev, bylo nalezeni tzv. optimdlnich uzli
interpolace, které by pro dany interval a zvoleny stupen interpola¢niho polynomu
svym rozmisténim v daném intervalu zajistovaly minimélni odchylku interpolantu
a interpolované funkce méfenou v C-normé. Pro dany interval (—1, 1) a dany stupeii n
jsou takovymi optimalnimi uzly koteny Cebysevova polynomu

T, (x) = cos|[n arccos(z)] (To(z) =1; Ti(x)=x; To(x)=22>—-1; ... ).

Na jiny konec¢ny interval je pfeneseme linedrnim zobrazenim.

Postupné byly studovany také ulohy o interpolaci systémy exponencidlnich funkci,
raciondlnich lomenych funkci (Padé, Thiele, Norlund) a analogické lohy v komplex-
nim oboru. V knize [25] najdeme napf. pro interpolaci v komplexnim oboru pomoci
raciondlnich funkci s pély v bodech {a;, 7 =1,2,...,n — 1} a rliznymi uzly interpo-
lace {b;, 7 =0,1,...,n} s pfedepsanymi hodnotami {c;, j =0,1,...,n} interpolant
lagrangeovského tvaru

Re=Ya—hiny  w@=1le-u /Ile-o0.

Pfi rozsifeni formulace tilohy o interpolaci na linedrni prostor generovany obecnymi
funkcemi {f;(z), i =0,1,...,n} se kromé pozadavku jejich linedrni nezavislosti do-
stane tzv. Haarova podminka jednoznacné resitelnosti ulohy interpolace

det [£i(x;)]; =0 # 0 V{zi}jzo (11)
(jiny pouzivany termin — funkce {f;(z)} tvori Cebyseviiv systém).
V ptipadé, ze tloha o interpolaci méa vice feSeni, je mozno mezi nimi hledat feseni

splitujici dalsi podminky (nezéporné feSeni, monoténni ¢i konvexni feSeni) nebo hledat
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feSeni, které napt. minimalizuje vhodny funkcional charakterizujici jistou geometrickou
¢i fyzikalni vlastnost (kfivost k¥ivky, energii, rychlost).

2.2. Interpolace funkénich hodnot a derivaci

Uloha o interpolaci funkénich hodnot byla postupné rozsifena tak, ze v kazdém uzlu
se kromé funkéni hodnoty predepisi i hodnoty derivaci.
Ulohou Hermiteovy interpolace se pak rozumi tento problém:

Necht v kaZdém ze vzdjemné rizngch wzli x;, i =0,1,...,n mdme
predepsdny i hodnoty derivaci {yf = fW(xy), 7=0,1,...,k —1}; je tieba
nagit polynom co nejnizsiho stupné, ktery v bodech interpolace nabyva téchto
predepsanych hodnot.

(HIP)

Jednim z moznych pfistupt k feseni této tlohy je metoda neurcitych koeficientd
— po odhadu stupné interpola¢niho polynomu (podle pravidla: pocet parametri
polynomu = podet podminek interpolace) mizeme hledat jeho koeficienty ve zvolené
bézi dosazenim do podminek interpolace. Bylo dokédzano, ze takto zformulované tloha
m4 pro libovolné zadand data (uzly, hodnoty derivaci) vzdy pravé jedno FeSeni (viz
[2], [3], [4], [13]). Postupné byl propracovan (Hermitem a dal§imi) algoritmus vypoctu
lagrangeovské baze pro feseni této tllohy — v ni kazdému uzlu odpovidé tolik tzv.
Hermiteovych koeficientt hf(x) této tulohy, kolik parametri je v ném predepséano.
Jejich analyticky tvar se d4 odvodit z typickych podminek na lagrangeovskou bazi
odpovidajici tomuto problému:

(W)™ (23) = G, i =0,1,....0, Fm=0,1,... k —1. (12)

Vysledny Hermitetv interpola¢ni polynom pak zapiSeme ve tvaru

n k;—1

H(z)=) > hi(a)y, (13)

i=0 j=0
kde pro koeficienty lagrangeovské baze plati

; 1 Qx | x — )k ) m
S e ol AN

m=0

s polynomem 2(z) = ] (z — ;).
i=0

V dloze Hermiteovy interpolace ale mizeme chapat predepséani vice hodnot v jednom
uzlu jako jeho nasobnost — tedy splynuti vice ptuvodné vzajemné ruznych uzli.
Vzhledem k nékterym vyhoddm Newtonova pristupu byla proto studovana i zobec-
néni pomeérnych diferenci a Newtoniv tvar interpola¢niho polynomu pro nésobné
uzly. Jedna z moznych definic se opird o uvedenou jednoznac¢nou fesSitelnost tlohy
hermitovské interpolace:
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Pomérnd diference funkce f(x) — oznacovand symbolem [x;,...,x;1x|f — je rovna
koeficientu u nejvyssi mocniny interpolacniho polynomu, ktery v zadanych wuzlech
nabyjvd hodnot fU)(z;), j=0,1,...,k — 1, podle jejich ndsobnosti.

V této definici mohou nékteré uzly splyvat — pozname to v jejich vyc¢tu v symbolu
diference, kde jako posledni je uveden symbol funkce (nebo dat) — v souladu se
znacenim podobnych operaci. Jiné definice vychézeji ze zadanych hodnot a geometrie
sité a definuji pomérné diference rekurzivné — ty se zpravidla pouzivaji v algoritmech
pro vypocet. Newtonuv tvar interpola¢niho mnohoc¢lenu pro tlohu hermitovské inter-
polace je pak forméalné naprosto stejny jako v pfipadé jednoduchych uzla. Specidlnim
pfipadem je pak i Taylortiv polynom funkce f(z), jestlize mnozina bodt interpolace
je predstavovana jedinym bodem.

Podrobnéji je mozno se do¢ist o pomérnych diferencich, vyrazech pro chybu inter-
polace a konvergenci interpola¢niho procesu v redlném i komplexnim oboru v mono-

grafiich ([2], [4], [8], [9], [13], [20], [25]).

2.3. Lakunarni interpolace (Hermite-Birkhoff)

Pri studiu tloh interpolace, kde v posloupnosti derivaci zadanych v nékterém uzlu
interpolace jsou mezery (odtud pouzity nézev), byly objeveny prvni jednoduché tlohy,
které nemély feseni nebo mély vice feSeni v zavislosti na geometrické strukture sité
uzlll interpolace a mezer v posloupnostech predepsanych hodnot. Ilustrujme situaci na
ulohéch se tfemi uzly a riuznymi daty

(xhylay;/% 1= 172a3a
(‘Thyl)a (IZayé)a (‘T?ny?)); (15)
(56’173/1)7 (56'273/;72//2/)7 ($37y3)~

Prvni z nich nemé obecné feSeni, jestlize stfedni uzel je kofenem jistého polynomu
Sestého stupné (nulovost determinantu soustavy podminek). Druha tloha nemd feSeni
v piipadé, Ze plati xp = 3(x1 + x3); tfeti tloha mé jediné FeSeni. Pii studiu téchto
problémt, kdy v posloupnosti derivaci zadanych v daném uzlu interpolace jsou me-
zery (nékteré z derivaci jsou vynechdny — tzv. lakundrni interpolace, Hermiteova-
-Birkhoffova dloha interpolace (HBIP)) — byla zavedena fada pojmi, které umoziiuji
kratsi formulace nékterych tvrzeni o fesitelnosti této tlohy pii libovolném rozlozeni
bodu interpolace.

Incidenéni matice E = [e;;] Glohy (HBIP) nepfihlizi ke geometrii sité uzlii; ma pocet
radkt rovny poétu vzajemné riznych uzld a v nich jednic¢ky nebo nuly podle pravidla:
ei; =1 (0), je-li (neni-li) v uzlu x; predepsdna hodnota j-té derivace (1 =1,2,...,
j=0,1,..).

Incidencni matice uvedenych tii tloh tedy jsou napft.

1, 0, 1, 0, 0, 0 1, 0, 0 1, 0, 0, 0
1, 0, 1, 0, 0, 0}, 0, 1, 0], 0, 1, 1, 0
1, 0, 1, 0, 0, 0 1, 0, 0 1, 0, 0, 0
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Inciden¢ni matice F se nazyva

— normdlni, jestlize pocet jejich sloupct je roven celkovému poétu jedni¢ek (viz naSe
ptiklady),

— wvyvdZend (poised), jestlize pfislusna tloha m4 jediné feSeni pro kazda vstupni data,

— konzervativni (conservative), neobsahuji-1i jeji prvky obsazené jednickami strukturu
podobnou té, kterou vidime v prvnich dvou z uvedenych prikladi v podobé bloku
lichého poctu po sobé jdoucich jednicek v jednom fadku s ,vidlickovou“ grafovou
strukturou v podobé, kterou ukazuji prvni dvé schémata na nasledujicim obrazku.

S

Obecné je pro konzervativnost incidenéni matice nepfipustny lichy podet (napf.
jedna, tfi v prvnim a druhém obrézku) po sobé jdoucich jednicek v centralnim vo-
dorovném bloku. TFeti obrazek odpovida uvedené tfeti incidenéni matici (sudy pocet
jedni¢ek ve druhém Fadku).

Nutnd podminka Fesitelnosti tlohy (HBIP) s inciden¢ni matici F o r sloupcich byla
zformulovdna (Pdlya—Schoenberg, 1966) takto:

Z ei; 2k+1, k=0,1,...,r (Pdlyova podminka). (16)

i,j<k

Tato podminka neni postacujici pro jednozna¢nou feSitelnost problému (HBIP) —
takovou vSak udava nasledujici véta (Atkinson—Sharma-Fergusson, 1969):

Je-li incidencéni matice dlohy (HBIP) normdlni, konzervativni a spliuje Pdlyovu
podminku, pak je vyvdZend.

Pro pripad dvou uzla je Pdlyova podminka nutnou i postacujici podminkou vyva-
zenosti incidenc¢ni matice. Kompletni charakteristika jednoznac¢né fesitelnosti tohoto
problému pro obecny pocet uzll interpolace je dodnes otevienym problémem.

2.4. Interpolace stfednich hodnot a derivaci

V klasické teorii interpolace se malo setkdvame s tlohou interpolace stifednich
hodnot (lokalnich integrali) nebo jingch linedrnich funkciondli. Tomu je vénovana
pozornost az v posledni dobé, stejné jako hleddni optimélnich feSeni v tlohéach s vice
fesenimi. Uloha interpolace stiednich hodnot je spojena s praktickou tlohou interpo-
lace (aproximace) histogramu hladsi funkci — zde polynomem.
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Necht je ddna sit uzli {x;, i =0,1,...,n+1} a hodnoty {g;, i =0,1,...,n}.
Hledame polynom P, co nejniZsiho stupné takovy, Ze jeho lokdlni stredni
hodnoty

(MVI) .

Ti—li

T
/ Pm(l')dI:g“ 7::07]-’"""7 mi§li<ri§xi+l7
l;

nabyvaji na zadaném intervalu (nebo jeho cdsti) predepsanych hodnot.

Tato tloha souvisi s tlohou (FVI): podle véty o stfedni hodnoté integralniho poctu
plati g; = P, (:), ti € (x4, xi41), a proto existuje jediny polynom stupné nejvyse n,
ktery Fesi tuto tlohu. Mohli bychom také kombinovat tlohy (FVI), (MVI) — zaddvat
nékde funkéni, jinde stfedni hodnoty. Pokud bychom pfedepsali ve vSech uzlech jen
hodnoty derivaci, pak takovéa dloha interpolace derivaci (DVI) nemé jediné FeSeni:
to — aZ na aditivni konstantu — dostaneme jako FeSeni dlohy (FVI) pro derivaci
hledaného polynomu. Kombinaci tloh (FVI), (DVI) je také uvedend tloha (HBIP).

3. Uloha interpolace ve dvou a vice proménnych

3.1. Interpolace funkénich hodnot

Polynomicka interpolace ve dvou a vice proménnych pfindsi fadu novych problémi
souvisejicich s vlastnostmi sité uzli interpolace. Definice dvou odlisnych pojmut pro
stupenl polynomu (total degree — celkovy stupen, coordinate degree — soufadnicovy
stuperi) odpovidaji dvéma nejpouzivanéj$im typtum soufadnicovych siti: siti troj-
thelnikové (pravidelné, nebo vzniklé triangulaci oblasti s nepravidelné rozloZenymi
vrcholy) a siti obdélnikové, vzniklé kartézskym soufinem jednodimenziondlnich siti.
Zékladni odpovéd na otdzku o FeSitelnosti tlohy o interpolaci funkénich hodnot ve
dvou proménnych i jeji hlavni prakticky problém najdeme v nésledujici vété (viz [3]):
Necht jsou v roviné ddny body Q; = (zi,v;), kde i=0,1,...,M,
M =1i(m+1)(m+2)—1, které neleZ na algebraické k¥ivce vadu m.
Pak ke kazdé funkci f = f(x,y) existuje jeding polynom P,, = P, (z,vy)
(IPD2) celkového stupné nejuyse m, ktery splriuje podminky interpolace

Po(ziyi) = fzi,y:), i=0,1,..., M.

Zminény prakticky problém spociva v kontrole podminky o rozlozeni boda interpo-
lace. Pti dosazeni podminek interpolace do predpokladaného tvaru interpolantu po-
zname jejich splnéni ¢i nesplnéni podle Fesitelnosti vzniklé soustavy rovnic pro vypocet
koeficientu interpola¢niho polynomu, jejiz rozméry rychle rostou s po¢tem bodu inter-
polace. Véta nas zaroven upozoriiuje na neexistenci ¢ebysSevovskych systému funkci,
se kterymi by se problém interpolace dal fesit pro libovolné rozlozeni uzlt interpolace.
Je zndmo, Ze mira mnozin bodt, pro které je tloha o interpolaci nefesitelna, je nulova.
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Pro rizné seskupeni uzli interpolace se vzdy da najit takovy podprostor polynomt,
ve kterém ma tloha o interpolaci FeSeni. V metodé koneénych prvki (kde se ¢asto
pouziva hermitovskd interpolace) se pro systém lokalnich parametri (linedrnich forem,
funkcionald) na zvoleném prvku (se stanovenym rozlozenim uzld interpolace), které
jednoznac¢né urcuji interpolant zvoleného typu, pouziva termin wunisolventni — viz
[5], [6]. V nésledujicich odstavcich uvedeme nékterd zndma rozlozeni uzll interpolace,
jim odpovidajici typy interpolacnich polynomu a také odpovidajici bazové funkce ve
zvoleném podprostoru.

3.3.1. Sité typu kartézského souéinu

Jestlize obdélnikova sif {(z;,y;)} je kartézskym soudinem jednorozmérnych siti
{zsyi = 0,1,...,n} x {y;, 7 = 0,1,...,m} s obecné neekvidistantnimi kroky sit,
pak k interpolaci je mozno pouzit polynom souradnicovych stupni n, m

anxy Zzauwy (17)

1=0 j5=0

Jeho koeficienty mtzeme najit dosazenim do podminek interpolace. MuZeme také
vyuzit znalosti konstrukce jednodimenzionalnich Lagrangeovych koeficienti a toho,
Ze jejich tenzorovym soudinem dostavame lagrangeovskou bézi I;;(x, y) pro interpolaci
na obdélnikové siti a Lagrangetv interpolac¢ni polynom

lLij(z,y) =7 (@)l{(y), i=0,1,...,n, j=0,1,...,m,
z,y) = Zlij(x,y)f(xi,yj) = (18)
=W, U )] [fig]2 U5 (@), L ()]

s tzv. mapovaci matici (mapping matriz) [fi;] = [f(xi, y;)]- Pro tuto matici funkénich
hodnot muzeme zcela analogickym zpisobem na jednotlivych soufadnicovych pfim-
kéch definovat a spocitat tabulky pomérnych diferenci (jejich rozméry se postupné
zmensuji o jedni¢ku v kazdé dimenzi) a zapsat interpolacni polynom v Newtonové

tvaru
m j—1
Pom(z,y) ZZ(HSU-%)-H(ZJ-%))'[$07-~-7$i;yo7~-~7yj]f- (19)
1=0 j=0 \k=0 k=0

P11 pouziti celkového stupné interpola¢niho polynomu (daného maximélnim soudtem
exponentl v jednotlivych ¢lenech) bychom mohli pracovat lagrangeovskou i newtonov-

skou technikou, ovSem data by byla zadana jen na trojihelnikové ¢asti této obdélnikové
sité (ta nepfedpoklada ekvidistantni déleni).
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3.1.2. Trojahelnikové a obecné&jsi sité

Pii rozvijeni zakladu teorie a praxe metody koneénych prvki (MKP) v Sedesatych
letech (Zienkiewicz, Zlamal, Zenisek, Ciarlet) se zacaly systematicky pouzivat troj-
thelnikové sité a zvysil se zdjem matematikti o rozvijeni teorie interpolace na obecnych
sitich. Pracovnici v MKP se zabyvali hlavné studiem vhodnych konfiguraci uzla
interpolace a prislusnych bazovych funkci ve vytvarenych podprostorech polynomi,
které by zajistily jednoznacnou fesitelnost problému lagrangeovské nebo hermitovské
interpolace. Z povahy tulohy plyne, Ze na trojuhelnikovych sitich se pouziva k interpo-
laci podmnozin polynomt s celkovym stupném polynomu. Po analyze kvadratického
interpolantu (Zlamal, 1968) dokazal Nikolaides (1972) v préaci [21] jednozna¢nou Fesi-
telnost tlohy o interpolaci funkénich hodnot na siti, vzniklé pravidelnym délenim na
simplexu v R" (principal lattice) — piiklad takového pravidelného déleni trojihelnika
v roviné je na nasledujicim obrazku vlevo.

15 bodt 21 bodi

V praci je pouzito tzv. barycentrickych souradnic, které privadéji do problému
vhodnou symetrii. Tyto vysledky rozsifili v roce 1977 Chung a Yao v praci [15], kde
byly zformulovany podminky geometrické charakterizace rozloZeni uzli interpolace
(geometric characterization of the distribution of points), zajistujici jednoznac¢nost

feSeni tlohy interpolace v nasledujicim tvaru:

Sit uzli X ={x1,..., 2y} € R", N = ("zk), k€ N spliuje podminku

(GC), jestlize ke kaZdému wuzlu x; existuje k wvzdjemné rizngch nadrovin
(GC) {Gi1,...,Giy} takovych, Ze

(i) x; nelezi v Zddné z téchto nadrovin,

(ii) wSechny ostatni uzly z X leZi v alespori jedné z téchto nadrovin.

V této préci je také definovan obecnéjsi typ sité, ktery splituje podminku (GC) —

tzv. piirozend sit (natural lattice):

Necht k je pFirozené cislo. Predpoklddejme, Ze existuje M = k +n riznyjch

nadrovin Hy,..., Hy v R™ takovych, Ze prunikem n ruznych téchto nadrovin
(NL) | je bod a rozdilné n-tice nadrovin se protinaji v rozdilngch bodech. Pak mno-

Zina viech takovijch bodi tvori pFirozenou sit k-tého vddu v R™ generovanou
nadrovinami Hy, ..., Hyy.
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Piiklad popisované sité bodt v roviné je na pfedchozim obrazku vpravo (priseciky
sité pfimek). Déle jsou v uvedené praci dokdzéna nasledujici tvrzeni:

Pro kazdd prirozend cisla n, k vidy existuje mnoZina n + k nadrovin v R™, ktere
generuji prirozenou sit k-tého rddu.

Pravidelnd sit na simplexu v R™ splnuje podminku (GC).

Ezistuji i jin€ sité s N uzly, které spliugi podminku (GC) (vznikaji vhodnou transfor-
mact predchozich).

Dalsi autofi (Chui, Lorentz) se pak zabyvali i jinymi moZnostmi vhodnych kon-
figuraci uzlt interpolace a lokdlnich parametri (linedrnich funkcionalt), které jed-
noznaéné urcuji interpolant zvoleného typu na studované siti (prvku). Pro ilustraci
pravé citovanych vysledkti uvedme jako prvni priklad analyticky tvar Lagrangeova
interpola¢niho polynomu na rovnomeérné trojuhelnikové siti v tzv. barycentrickych
souradnicich. Rozd€lime-li kazdou stranu trojuhelnika na n stejnych dild a vedeme jimi
rovnobézky s ostatnimi stranami, dostaneme rovnomérné déleni trojihelnika s uzly ¢
o barycentrickych soufadnicich ts, s = (s1, $2, 83):

t:<t1,t2,t3):(81,82783)/n:ts, siE{O,l,...,n}, Zsi:n.
%

Interpola¢ni polynom celkového stupné n, ktery v bodech sité o souradnicich t; nabyva
hodnot ps, je pak dan vztahem

P = 3 pd(e), 1ol =i (20)

|s|=n

kde vektor t predstavuje barycentrické souradnice bodu trojihelnika a lagrangeovské
koeficienty jsou definovany vztahy

817182718371 . ]{j

=S T TE- D65 o

i=0 j=0 k=0

Newtonovsky i lagrangeovsky typ konstrukce interpola¢niho polynomu pro podobné
strukturovanou sit uzli s odpovidajici konstrukei pomérnych diferenci lze najit v préaci
[23], kde je pouzit termin interpolace po blocich (interpolation in block). Jako dalsi p¥i-
klad lokalniho parametru, ktery mé interpolant reprodukovat (interpolovat), uvedme
lokdlni stredni hodnoty interpolované funkce f(z,y) na zadanych podoblastech D;
(intervalech, obdélnicich, trojuhelnicich) o délce & ploge m(D;):

gi = ﬁ//[) f(z,y)dz dy.

Tak napfiklad na obdélniku v roviné je pro funkci zde definovanou devét parametri
bikvadratického polynomu jednozna¢né uréeno ¢tyfmi funkénimi hodnotami ve vrcho-
lech, ¢tyfmi jednodimenzionalnimi stfednimi hodnotami podél stran a jednou dvoudi-
menzionalni stfedni hodnotou interpolované funkce na celém obdélniku (viz [16]-[18]).
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Linearni element na trojuhelniku mtzeme urcit také jeho hodnotami ve stfedech stran,
coz jsou vlastné stfedni hodnoty interpolantu na odpovidajicich stranach. Podrobnéji
se o tloze interpolace stfednich hodnot doé¢teme v monografii [4] (kap. XII a nésl.),
kde je uvedena Newtonova i Lagrangeova technika feseni takovych tloh.

3.2. Hermitovska interpolace

Vzhledem k potfebam tusporného uchovavani informaci o siti, o lokdlnich para-
metrech a kontrole hladkosti spojovanych elementti se v metodé konecnych prvki
voli predevsim parametry soustfedéné do bodu sité — tedy kromé funkénich hodnot
i hodnoty parcidlnich nebo smérovych derivaci odpovidajicich f4di. Tim se vlastné
dostavame do oblasti hermitovské nebo jesté obecnéjsi interpolace — podle druhu
pouzitych parametrt. Tak napf. bikubicky polynom (soufadnicovy stupenl) je na
obdélniku jednoznac¢né urcen 16 parametry — v kazdém vrcholu ¢tyfmi hodnotami
{f%, 4,5 =0,1} funkce, prvnich derivaci a smiSené derivace. Na trojthelniku je de-
set parametr kubického polynomu (celkovy stupeil) jednozna¢éné uréeno funkénimi
hodnotami ve tfech vrcholech, hodnotami parciadlnich derivaci ve smérech z nich
vychazejicich stran a funkéni hodnotou v tézisti. V MKP jsou studovany také specialni
interpolanty pro sité vzniklé triangulaci ¢tvercové sité rozdélenim kazdého ctverce na
dva nebo ¢tyti trojihelniky.

V tzv. Morleyho elementu na trojthelniku je kvadraticky polynom definovan Sesti
lokalnimi parametry — tfemi funkénimi hodnotami ve vrcholech a tfemi stfednimi
hodnotami derivaci podél normaly k jednotlivym strandm. Takové typy lokalnich
parametri (Kergin, Micchelli-Milman aj.) jsou také zahrnuty v teorii obsazené v mo-
nografii [4]. Dalsi zobecnéni nékterych vysledki najdeme v pracich autori Gevorgiana,
Hakopiana a Sahakiana z poslednich let.

Mnoho tsili bylo vénovano také rozvoji techniky pomérnych diferenci ve dvou
a vice proménnych pro interpolaci na obou zékladnich typech siti. Klasicky ptistup
definice pomérnych diferenci v R™ najdeme v knihach [4], [9], [14], [19], [20], v fadé
Casopiseckych praci (velmi péknd je verze z préce [22]). Tento aparédt se vyuziva pii
préaci se specidlnim typem interpolant — splajny. Tém se budeme ponékud podrobnéji
vénovat v nasledujici kapitole.

V zavéru se struéné zminime o dalsich specialnich typech interpolantd, které byly
studovany v posledni dobé.

Sheppardova metoda ,metrické interpolace” (Gordon—Wixom, 1976) pro interpo-
laci na chaotické siti bodt P; = (;,¥;), ¢ = 0,1,...,n s pfedepsanymi hodnotami F;
pracuje s interpolantem U (P), ktery v bodé P(z,y) se vzdalenostmi d; = ||P — P;||
od jednotlivych bodt (v normé odpovidajici pouzité metrice — ¢asto euklidovské) je
definovan bazovymi funkcemi f; a vyslednym predpisem pro interpolant

f(P) =T[4 / {Z I1 dj], UP) =Y Ffi(P). (22)
Gi k=0 j#k i=0
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Nevyhodou tohoto interpolantu je nespojitost jeho derivaci v bodech interpolace.
Tuto nevyhodu ¢éstecné odstratiuje Hardyho metoda (multiquadric method), kterd
ke vzdalenosti d; pridava kladny parametr a pracuje s modifikovanymi vzdalenostmi
b;j(P) = (d; +7%)'/2; tim se dosdhne spojitosti derivaci.

Dalsi skupinou specialnich interpolanti pro centralné symetricka data jsou radidglni
funkce (radial functions) s interpolantem tvaru

S(x) = Zaig(HHC—xiHHPm(x) (23)

s polynomem P,,(z) a funkci g definovanou na intervalu (0, 400).

4. Interpolaéni splajny

Doposud jsme pouzivali k interpolaci funkce, které byly na celém defini¢nim oboru
definovany jedinym funkénim predpisem. Uz davno vsSak byly v matematice pouzi-
vény funkce, definované po ¢astech konstantni funkci (histogramy), linedrni funkci
(polygon), kvadratickou funkci (v Simpsonové metodé numerické integrace). Stejné
tak technika ve svych modelech a konstrukcich davno pouziva slozené kiivky a plo-
chy sestavajici z platd. Tento zpisob dnes vyuziva pfi zobrazovani numerickych dat
pocitacova grafika.

Polynomické splajny siq(x) stupné k s defektem d jsou definovany pomoci sité uzl
splajnu {z;,7=0,1,...,n} na redlné ose. Na kazdém intervalu {z;,z;1+1) je takovy
splajn polynomem stupné k; jednotlivé segmenty splajnu jsou pak spojeny tak, aby
derivace az do fadu k — d byly v uzlech splajnu spojité.

Spojime-li napf. sousedni segmenty Hermiteovych kubickych polynomt interpolu-
jicich na nasi siti predepsané funkéni hodnoty a prvni derivace, dostavame priklad
tzv. lokdlniho splajnu s defektem d = 2. Zcela novy objekt, kubicky (globalni) splajn
s defektem d = 1, dostaneme, kdyZ nepfedepiSseme v uzlech libovolné prvni derivace,
ale spocitame je tak, aby po spojeni segmenti byly spojité i jejich druhé derivace. Tedy
vlastné s mensim poc¢tem dat dosdhneme vétsi hladkosti! Tento pozadavek spojitosti
klade jisté podminky na lokalni parametry splajnu pouzité v jeho lokalni reprezentaci
— ty maji tvar rekurenci, které jsou zakladem algoritmt pro vypocet téchto lokalnich
parametru z podminek interpolace. Napriklad pro kubické splajny s defektem jedna
a s funkénimi hodnotami s; pfedepsanymi v uzlech splajnu se na ekvidistantni (resp.
obecné) siti uzli daji tyto podminky (continuity conditions) v uzlech x; napsat
jako rekurence mezi zadanymi hodnotami s; a nezndmymi hodnotami prvni derivace
mj = shq(x;) (viz napf. (8], [16]) tvaru

1 1
6<mi—1 +4m; +mipq) = %(Si-i-l — 8i-1),

resp. G;—1Mi—1 + a;M; + Qip1Mit1 = fi,

(24)

kde koeficienty a; pro obecnou sif jsou zavislé jen na geometrii sité uzlt a koeficienty
fi dale na predepsanych okolnich hodnotach s;_1, s;, s;+1. Navic plati, ze podmin-
kami interpolace neni takovy splajn jednozna¢né uréen — k tomu je tfeba predepsat
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dalsi podminky, ¢asto ve tvaru dvou predepsanych okrajovych hodnot jeho derivaci.
Podminky spojitosti, interpolace a okrajové podminky, vyjadfené pomoci vhodnych
lokalnich parametrt ve tvaru soustavy linearnich rovnic, umoznuji pak spoditat tyto
neznamé parametry. Také aproximadni vlastnosti splajnt (velikost chyby interpolace)
se podle ocekavani ukazaly byt velice piiznivé, a proto najdeme splajny v interpolac-
nich procedurich fady programovych produktt (MATLAB, MAPLE, MATHEMA-
TICA, grafické systémy).

U splajnii sudych stupiii je éasto tcelné oddélit sit uzli splajnu a bodt interpolace;
tim se dostanou dalsi volné parametry, kterjch je mozno vyuzit k dosazeni poza-
dovanych vlastnosti interpolantu. Podrobnéji je mozno se sezndmit s elementarnimi
konstrukcemi splajnt nizsich stupiii pomoci jejich lokdlnich parametri napt. v [16] az
[18], [23].

Uvedena technika lokalnich parametra je odlisné od technik pouzivanych v klasic-
kych interpola¢nich postupech — nepouziva totiz baze prostoru vyslednych funkci —
tedy splajnii. Po delsim hledani takovych vhodnych bazi (mocniny 27 a tzv. ,useknuté
mocniny“ ) se v sedmdesatych letech (Cox, De Boor) podafilo najit vhodnou
bazi tzv. B-splagni. Ty predstavuji splajny na zvolené siti, nezdporné a s konecnym
kompaktnim nosi¢em (napf. u splajnt kubickych sestava ze sousednich ¢tyf intervala
sité); na siti uzld y; (které mohou byt i nisobné) je takovy B-splajn stupné k — 1
(pouziva se také termin ,splajn fddu k“) vyjadfen pomoci pomérnych diferenci funkce
(t — x)%~" vzhledem k proménné ¢ predpisem

B () = (Yirr — ) Wis - - Y] (t — 2)57 1, (25)

ktery umoziuje pro danou sit uzli rekurzivné spocéitat hodnoty B-splajnu zvoleného
stupné. Tyto funkce jsou takto kazda prirazena k jistému uzlu, tvori rozklad jednotky
a maji proto jednu z dilezitych vlastnosti Lagrangeovych koeficient. K vyraznému
posunu v jejich uzivani ve vypoctech doslo vsak az tehdy, kdyz byl nalezen jiny
rekurentni vztah pro vypocet hodnot B-splajnti (Cox, 1972)

B(x) = ——— B (a) + 2Bl (@), (26)

Yitk—1 — Yi Yi+k — Yi+1
ktery umozniuje pro danou sit snadno spoditat funkéni hodnotu B-splajnu pro danou
hodnotu z a zvoleny stupeti splajnu rekurzi, za¢inajici B-splajny stupné nula (stup-
fovitymi funkcemi). Kazdy splajn s(z) je pak mozné vyjadtit v této bazi B-splajni
(pro jeji konstrukei je ovSem tfeba odpovidajicim zptsobem rozsifit sit uzli) ve tvaru

s(x) = ijBf(sc). (27)

J

Hodnoty koeficientt b; se spocitaji z podminek interpolace — ty predstavuji soustavu
linearnich rovnic s pasovou strukturou. Je zde mozno volit body interpolace v rozsahu
nosice piislusného B-splajnu (Schoenberg-Whitney), na okrajich pfipadné s jejich
pomoci zformulovat pfislusné okrajové podminky. Jsou zékladem Spline Toolboxu
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v MATLABu. B-splajny se staly také vhodnou bazi pro aplikaci metody nejmensich
¢tvercit — jejich relativné maly nosi¢ vede i zde k pasovym maticim odpovidajicich
soustav linearnich rovnic pro koeficienty takové aproximace.

Kromé polynomickych splajnt sestavenych z polynomickych segmentti byla rozpra-
covana také teorie trigonometrickych splajni, jejichz segmenty tvoii trigonometrické
polynomy (viz napf¥. [23]). Dalsi zobecnéni vysla ze snahy spojovat segmenty, které jsou
v jednotlivych intervalech feSenim téze diferencidlni rovnice (nebo rovnice s riznymi
hodnotami parametru diferencidlniho operatoru — tzv. L-splajny) — strucné je o nich
pojednano v [23].

Volnych parametrt splajni bylo vyuzito ve variacni teorii splajnu, kterd je hledé tak,
aby minimalizovala vhodny funkciondl (charakterizujici zpravidla jistou geometrickou
vlastnost interpolantu — oscilace, k¥ivost) na $irsi t¥idé vSech takovych interpolanti
(Atteia, Laurent). Takové splajny se ukazaly byt uzite¢nymi p¥i feseni fady tloh (op-
timélni kvadraturni vzorce, algoritmy); byly pouzity také ke konstrukci vyhlazujicich
splajni, které predstavuji jisty kompromis mezi interpolaci (méfeno stfednékvadratic-
kou odchylkou) a hladkosti (méfeno odpovidajicim funkcionalem || f(P)|)). Jinou cestou
k vyuziti volnych parametrd splajnt je snaha zachovat nékteré tvarové vlastnosti
interpolovanych dat (nezidpornost, monoténnost, konvexnost—konkavnost).

Vzhledem k jisté analogii mezi B-splajny a Lagrangeovymi koeficienty se po-
tvrdilo, Ze techniku interpolace z jedné proménné lze pomoci tenzorového soucinu
prenést snadno na obdélnikové sité, kde béazové funkce tvori souciny odpovidaji-
cich jednodimenzionalnich B-splajnti. Na trojuhelnikovych sitich byla v té dobé uz
znama tfada vysledk z metody koneénych prvki, kterd také spojuje polynomické
funkce na triangulované oblasti tak, aby vysledna funkce méla jistou hladkost (jde
o analogii lokalnich reprezentaci splajnii). Zde byla napt. zndma tato véta (Zenisek,
1974):

K tomu, abychom dosdhli po spojeni polynomickiych interpolanti na trojuhelnikové
siti spojitosti m-tych derivaci, je nutné ve vrcholech trojuhelniki predepsat vsechny
derivace alesporn do Tddu 2m.

Nejnizsi stuperi polynomau, ktery zajisti spojitost m-tych derivaci celkového interpo-
lantu, je 4m + 1.

Spojitosti m-tych derivaci pfi zadani funkénich hodnot a derivaci do fadu m bylo
dosazeno ve slozitéjsSich konstrukcich polynomického interpolantu na trojuhelniku
(split triangle interpolants), kde je trojihelnik déle rozdélen na jednotlivé ¢4sti a body
interpolace jsou i na stfedech stran a podobné (Clough—Tocher, Powell-Sabin, Heindel,

Sablonniere).

Bylo vyvinuto mnoho usili také ve snaze najit vhodnou vicerozmérnou analogii
B-splajnti pro obecnéjsi tvary oblasti a jejich déleni. V fad€ z nich bylo pouzito riznych
zobecnéni pomérnych diferenci a vznikaly tak simplez-, box-, vertex splines, o kterych
je mozno se docist v monografiich [4], [9], [14].
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5. Interpolace se zachovanim kiivek

V dosavadnich formulacich tlohy o interpolaci jsme uvazovali koneény pocet uzli
interpolace a predepsanych hodnot. Pfi studiu otazek konvergence interpolac¢niho
procesu pro analyticky zadanou funkci pfi zvySovani po¢tu uzli interpolace bylo nutno
uvazovat jiz spoCetnou mnoZinu uzli a hodnot. P¥i interpolaci funkce f = f(z,y) na
obdélnikové siti technikou tenzorového soucinu muzeme vysledek prvni faze algoritmu
— konstrukei interpolantti v jedné z proménnych pfi fixované hodnoté druhé pro-
ménné, s lagrangeovskymi koeficienty 1;(z), {,(y) —

P f(z,y) = Zf(w)h(x), Pyf(z,y) = Z F,y;)l(y) (28)

interpretovat jako funkce, které na celé pfimce z = x; (y = y;) nabyvaji stejnych
hodnot jako funkce f(z,y). Sestrojime-li proto novy interpolant pomoci pfedpisu
(s pouzitim symbolu pro booleovsky soudet)

Bf:(Px@Py)f:ow+ny_Pwaf7 (29)

kde posledni vyraz predstavuje klasicky interpolant, zachova tento interpolant ¢tyfti
okrajové kiivky kazdého ,platu“ (blended interpolation, transfinite interpolation).
V poéitacové geometrii jsou timto zptisobem definovany (Birkhoff, Gordon, Coouns,
Hall, Fergusson) parametrické pldty, plochy urdené okrajem. Naptiklad pFimkovd plo-
cha s okrajovgmi krivkami c1(u), co(u) (ruled surface) je uréena vztahem

r(u,v) = (1 —v)er(u) +vee(u), u,v e (0,1). (30)

Bilinedrni Coonstiv plat s okrajovymi kiivkami r(u, 0), r(u, 1), 7(0,v), r(1,v) je popsan
parametrickymi rovnicemi

r(u,v) = [1 —u,u] [:((1)’1})
(31)
—[1 —w,ul {N

’ (

Tyto platy po svém spojeni zachovavaji okrajové kiivky ,draténého modelu plochy“;
vyslednd plocha je tedy (pfi zachovéni jistych pravidel pro parametrizaci) spojit4,
ale na hranici platd nejsou obecné spojité prvni derivace — je tedy druhem splajnu
interpolujiciho funkéni hodnoty.

Spojitost prvnich derivaci zajisti az slozitéjsi konstrukce Coonsova bikubického pldtu

s okrajovymi kfivkami r(0,v), r(1,v), 7(u,0), r(u,1), kde se pouzivd hermitovské

interpolace s bazovymi funkcemi h?, h} (viz odst. 2.2) a s hodnotami interpolované

funkce a prislusnych parcidlnich derivaci na hranici platu. Oznacime-li symbolem
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H(t) = [h(t), h9(t), h§(t), h1(t)] vektor hermitovskych koeficientl v krajnich bodech
intervalu (0, 1), mtizeme pak Coonstiv bikubicky plat zapsat v parametrickém tvaru

r(u,v) = H(u) - [r(0,v),r(1, v),ru(O,v),rv(l,v)}T +

+ [r(u,0),7(u, 1), 74 (u, 0), 74 (u, )] - [H (v)] "
r(0,0), 7(0,1), 7,(0,0), rU(O,l)
r(1,0), r(1,1), 7,(1,0), 7,(1,1) T
S H L 000), 1(0.1), Tun(0.0). ran(0.1) | V)
TU(]‘7O)’ Tu(:l?]-)a Tuv(l O) Tuv(]-al)
), kde jsou zobrazena

s vektory okrajovych kiivek a mapovaci matici rozméri (4,4
v8echna data pouzitd v konstrukci tohoto platu (viz [10], [11],
s pouzitim symboli pro booleovsky soucet je opét mozno psat ve tvaru

[12]). Formélni zapis

Pr(u,v) = (P, @ Py) r(u,v) = (Py + P» — P1P2) r(u, v). (32)

Tento plat zajistuje spojitost prvnich derivaci a interpoluje pfedepsané hodnoty funkce
a jejich derivaci na hranici plétu — jde tedy o druh Hermiteovy interpolace K dosaieni
koeficientti patého stupné (Gregoryho ctverec).

Analogické konstrukce jsou dnes zndmy i pro funkce t¥i proménnych.

Podobna problematika byla studovana i pro trojuhelnikové sité kiivek. V nékterych
grafickych systémech je trojihelnikovy plat chapan jako degenerovany obdélnikovy
plat, kde splynou dva vrcholy. Napiiklad pifimkovou kuzelovou plochu s ridici kiiv-
kou 7(0,v) a vrcholem @ lze popsat parametrickou rovnici (v literatufe se setkdme
s terminy ruled, lofted surface)

r(u,v) = (1 —u)r(0,v) + u@. (33)

Mnoho trojuhelnikovych prvki vzniklo v metodé koneénych prvka pouzitim hermi-
tovskych interpolantt na spole¢nych stranéch. Pomoci analogie techniky booleovského
souctu pro trojuhelniky dostal Coons (1973) spojity trojihelnikovy pldt; spojitost prv-
nich derivaci zajistuje slozitéjsi BBG pldt (Barnhill-Birkhoff-Gregory, 1983), kde se
objevuje symbol (P; & P, & Ps)f. Spojitost druhych derivaci na takto konstruovanych
plétech studovali Alefeld-Barnhill (1984). Trojihelnikové platy zajistujici spojitost
te¢nych rovin na hranici studoval Nielson (1987), spojitou k¥ivost (visual continuity
VC?) Hagen—Pottmann (1989). Jde o problematiku s dynamickym rozvojem poznatkii
a aplikaci — lze ji sledovat napf. v ¢asopise [CAGD]. Tam a v publikacich [11], [12] se
docteme o kiivkach a plochéich uréenych kontrolni siti bod (Bernstejnovy—Bézierovy
krivky, plochy), se kterymi muZeme FeSit tlohu interpolace tak, Ze z podminek inter-
polace spoc¢itame kontrolni sit odpovidajiciho interpolantu.

6. Abstraktni formulace tlohy interpolace

Matematika ve svém vyvoji pfechazi obvykle od specialnich a konkrétnich uloh k je-
jich abstraktni formulaci. Spoleénym jazykem mnoha matematickych disciplin se stala
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ve dvacatém stoleti funkcionalni analyza. V ni se uz v Sedesatych letech objevily prace
a monografie o interpolaci linearnich operatori — to je vsak problematika ponékud
specifickd, kterou se v tomto pfehledu nebudeme zabyvat. V monografii [1] Atteia
(jeden ze zakladatelt varia¢ni teorie splajnti) formuluje tilohu interpolace v linedrnich
a Banachovych prostorech. Ukazuje tam opét na dva odlisné piistupy k jejimu feSeni
(Lagrange, Newton) a demonstruje, Ze tato formulace obsahuje nékteré z pfedchozich
uvadénych problémil. Ukdzeme v nasledujicim textu zjednoduseny tvar tam uvedenych
vysledki (s jistymi nepfesnostmi).

Necht E, F jsou vektorové prostory, M C E a E*, F* prostory k nim dudind;
(IP)< v: E — F je linedrni zobrazent, zo € Imwv. Ulohou interpolace spojenou s ob-
jekty {E, F,M,v, 2} je charakterizovat mnozinu proki H = M Nv~=1(2).

Pokud existuje prvek xg € M takovy, Ze v(xg) = 2o, pak mnozina feseni (IP) je
H = (KervN M) + zo;

jestlize zg ¢ v(M), je H prazdnd mnozina a tloha nem4 FeSeni.

Dudlni dlohou je pak charakterizovat mnozinu (Kerv N M)° =Imtv + M° (symbo-
lem A° je oznalena polara mnoziny A, *v je transponované zobrazeni F* — E*).

6.1. Lagrangeova interpolace

Pro tlohu interpolace v Banachové prostoru B se skaldrnim soudinem oznacenym
symbolem {.,.) je pak Gloha interpolace formulovana takto:

Pro (n + 1)-dimenziondlni podmnoZinu M C B, wvektor o= (ag,...,a,) € R"!
a proky yg, - ..,y z dudlniho prostoru B’ linedrnich funkciondli na B charakterizovat
mnozinu

H(a)=MnC(a), kde C(a)={yeB: <y,y]*> =a;,j=0,1,....,n}. (34)

Lagrangeova konstrukce interpolantu:

K prvkim {yf,i=0,1,...,n} je tfeba najit jejich restrikci {z7,i=0,1,...,n}
na podmnozinu M a biortogondlni systém prvka {z;,¢=0,1,...,n} s vlastnosti
(zi,2}) = 0ij; pak pro prvek y € B je

Z<y,yf>zl = Z%’Zi =Mnov(a)=Ha) (35)
i=0 i=0

Lagrangeovym interpolantem prvku y vzhledem k predepsanym funkciondlim {y;}.
Mame-li jinou bazi {w;} v podprostoru M a ji odpovidajici biortogonalni systém
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{wj} v B', pak ze vztahu H(a) =3, aiz; = ), Bjw; plyne pro vztah mezi témito
bazemi a odpovidajicimi koeficienty

a; = Z<wj, 2B 8= [(wj, Z;‘k>]7:j1:0,1,...,n o (36)
J

(je to analogie vztahu mezi Lagrangeovymi koeficienty a koeficienty interpola¢niho
polynomu v bazi {z*} v klasické tloze — vztahy mezi koeficienty pro polynomy stupiiti
n, n + 1 nejsou jednoduché).

Podobné se daji interpretovat jako tlohy Lagrangeovy interpolace klasicka tuloha
o trigonometrické interpolaci a Fouriertav rozvoj periodické funkce.

Resent dudlni ulohy pak lze charakterizovat takto:
y* € (KeroN M)° <= y* = Z%yl* + 2%, Vz e M takovd, Ze (z,z"y =0 (37)
i=0

nebo také takto:
k prvku y* € B’ najdéte koeficienty o, ..., vn € R tak, Ze plati

(z,y*) = <Z,Z%y:‘>, Vze M; y*, yf € B (38)
=0

6.2. Newtonova interpolace

Tento abstraktni postup modeluje klasicky Newtontv algoritmus interpolace. Je-li
{wo, ..., wy} jistou bazi v podprostoru M a systém funkciondla {z{, ..., 2} pfedsta-
vuje bézi v prostoru B’, pak existuji trojihelnikové systémy skalari

{faj:0=sjsi-1L,1sisna; =1}, {B;: 0=27=4,0=i=n, B; #0} (39)
takové, ze pro nové baze {w;}, {z*;} uréené vztahy

i—1 A

7=0 j=0

plati vztahy biortogonality (w;,Z;) = d;;. Pro kazdy prvek z € M a zadany vektor a

pak plati
n n 7
=Y e = { X (X ey )i . (1)
i=0 i=0 \j=0
Mé&jme nyni baze {wo,...,wn} v M a {z§,...,25} v B’; uvedenym ortogonali-
i
zaénim postupem utvoime v B’ k nim béze {w;}, ¥; = > By, i=0,1,...,n.
j=0

Pak Newtonovym interpolantem odpovidagicim prvkuy € B, systému funkciondli {z}}
a bazi {w;} nazveme prvek > . (y,7; )W;.
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Napiiklad v klasické Newtonové formuli (5) s uzly interpolace {xo,...,2,} jsou
uvedenymi objekty
i
wi:H<x_J"j)7 y::[x077ml]y
3=0

Snadno ovérime platnost vztaht biortogonality
EZ(IJ) :()7 [$k,...,$l]wi :()7 OS k,l §z, [xo,...,xi,xiﬂ]wi =1.

Atteia v citované monografii [1] také rozsifuje problém interpolace na spo¢etnou mno-
7inu uzld interpolace. V topologickém vektorovém prostoru A s dudlnim prostorem A’
a Schauderovou bazi definuje interpolant jako limitni prvek interpolantt konecnéroz-
meérnych, sestrojenych predchozim zpisobem. Tato konstrukce tedy zatim neobsahuje
ulohu o interpolaci se zachovanim kiivek. Obsahuje vSak i obecnéjsi modely, kde se
pouzivé zobecnéni pojmu béze prostoru (frames).
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Wayvelets

Petr Holman a Karel Najzar, Praha

Moderni teorie waveletti (doslova pfelozeno teorie vlnek) se jako takova zacdala
bouilivé rozvijet az v osmdesatych letech 20. stoleti. Vychazela pfitom z nezévislych
praci mnoha védct, ktefi po celé stoleti nevédomky ptipravovali ptidu pro tento
silny nastroj k reseni mnoha nejen matematickych problémi. Rozkvét této teorie je
vyznamné svazan s teorii signald, v soucasné dobé je vSak presnéjsi zaradit wavelety
mezi matematiku, teorii signdlii a zpracovani obrazu a zvuku, fyziku a computer
science. Teorie se navic dale zobecnuje a prohlubuje, a tak se da ocekavat, ze v brzké
dobé najde uplatnéni i v dalsich védnich oborech.

7Z laického pohledu muzeme predstavit wavelety jako funkce s urcitymi vlastnostmi,
pomoci kterych je mozné popisovat (podobné jako pomoci Fourierovy trigonometrické
béze) nejriznéjsi prostory funkci. Proti Fourierovym faddm je vSak waveletova teorie
obecnéjsi a jeji pouziti také Casto prinasi presnéjsi a silnéjsi vysledky. Jeji vznik vychazi
z mySlenky pouzit ke konstrukci ortonormélni baze daného prostoru vSechny celoci-
selné translace a urcité celociselné (nejcastéji dyadické) dilatace jedné jediné funkce
(tzv. mother-waveletu). Ukazalo se, Ze takovych funkei existuje nekoneéné mnoho a ze
k jejich konstrukci je mozné vyuzit nejriizné€jsi matematické postupy. Pravé tento
novy zpusob nalezeni ortonormalni baze ostte odlisuje wavelety od Fourierova trigono-
metrického systému. Jednim z dilezitych pozadavkl na mother-wavelet je totiz rychly
pokles v nekonec¢nu. Jsou znamy také velmi podstatné wavelety s kompaktnim nosicem.
Na rozdil od sinu a kosinu jsou tedy wavelety lokalizovany v prostoru. Provedeme-li
pak dilataci takové funkce, jeji nosi¢ se imérné zmensuje. Je tedy ziejmé, ze jestlize
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