Pokroky matematiky, fyziky a astronomie

Vladimir Majernik; Luka$ Richterek; Martin V1l¢ek
Entropické relace neurcitosti
Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, Vol. 44 (1999), No. 4, 315--334

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/141010

Terms of use:

© Jednota ¢eskych matematikti a fyzika, 1999

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://project.dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/141010
http://project.dml.cz

Entropické relace neurcitosti

Viadimir Majernik, Lukds Richterek a Martin Vicek, Olomouc

V kvantové fyzice lze princip neurcitosti pro nekomutujici veli¢iny vyjadrit raznymi
vztahy, z nichZz nejzndméjsi jsou bezesporu Heisenbergovy relace neurcitosti. Jejich
alternativou mohou byt tzv. entropické relace neurcitosti, jez vyuzivaji soucet entropii
nekomutujicich veli¢in. Cilem tohoto ¢lanku je ukazat, ze entropické relace neurcitosti
vykazuji n€kolik z matematického hlediska zajimavych vlastnosti a mohou byt pouzity
jako adekvatni formulace principu neurcitosti. V zavéru provedeme srovnani relaci ne-
urcitosti na nékterych jednoduchych kvantovych systémech se dvéma nekomutujicimi
veli¢inami.

1. Princip neurcitosti

Formulaci principu neurcitosti pomoci entropickych relaci neurcitosti se v poslednich
letech vénuje znacna pozornost. Nabizi se otazka, proc je dilezité hledat jiné vyjadreni
vztahtl neuréitosti, formulovanych Wernerem Heisenbergem jiz v roce 1927 [14]. Nez se
pokusime na tuto otdzku odpovédét, pfipomenme znama fakta z kvantové fyziky a teo-
rie pravdépodobnosti. Nejprve si musime uvédomit rozdil mezi principem neurcitosti
a jeho moZnym vyjadfenim ve formé relaci neuréitosti [8, 15, 28, 34]. Vlastnosti kvan-
tovych systému se v kvantové mechanice popisuji prostfednictvim vinové funkce nebo
stavového vektoru. Vinova funkce (&, t) popisujici stav systému je obecné komplexni,
jednoznacna a spojita funkce urcité veliciny £ a casu t. V nerelativistickém pripadé
je feSenim Schrodingerovy rovnice, ktera hraje v kvantové mechanice podobnou tlohu
jako Newtonovy rovnice v klasické mechanice [3, 19, 26].

V kvantové mechanice kazdé veli¢iné A pfifazujeme linedrni hermitovsky opera-
tor A. Pro stfedni hodnotu veli¢iny A ve stavu popsaném vinovou funkei ¢ pak plati

(4 = / v A de (1)
a pro disperzi veli¢iny A plati
(DAY = / 5 (AA) % de, @)

kde AA = A — (A).
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Lze ukazat, Ze jestlize vlnova funkce 1 spliiuje rovnici

Ay = Ay, (3)

pak je stfedni kvadraticka odchylka veli¢iny A rovna nule, tzn. veli¢ina A mé ve stavu
urc¢eném takovou vlnovou funkci jedinou, pfesné ur¢enou hodnotu. V obecném pripadé
mé rovnice (3) FeSeni jen pro nékteré hodnoty veli¢iny A; ty se pak nazyvaji vlastnimi
(charakteristickymi) hodnotami operatoru A a jim odpovidajici feseni rovnice (3)
se nazyvajl vlastnimi (charakteristickymi) funkcemi operatoru A. Mnozina vsech
vlastnich hodnot operatoru se nazyva jeho spektrem a mize byt diskrétni nebo spojita.

Fyzikélni veli¢ina A tedy ve stavu popsaném vlastni funkci )4 operatoru A nabyva
pouze jediné hodnoty, ktera je rovna vlastni hodnoté tohoto operatoru, a namérime ji
s jistotou. Je-1i stav systému popsan vlnovou funkci ¢, ktera neni rovna vlastni funkci
operatoru fl, pak pfi opakovaném méteni veli¢iny A dostaneme rtzné hodnoty, z nichz
kazda bude rovna jedné z vlastnich hodnot operatoru A. Mnozina vlastnich hodnot
operatoru A tak predstavuje vSechny hodnoty, které mizeme ziskat jako vysledek
méfeni veli¢iny A v riznych stavech. Predstavuje-li veli¢ina £ polohu ¢astice x, potom
bude kvantovy systém popsan komplexni funkei ¢ (x, t), uréujici hustotu pravdépodob-
nosti nalezeni ¢astice v poloze x v ase t pomoci rovnice g, (x,t) = |1 (z, t)|?. Piislusnou
Fourierovou transformaci ziskdme funkci o(p,t), jez je potom spojena s hustotou
pravdépodobnosti nalezen{ ¢astice s hybnosti p v ¢ase t rovnici 0, (p,t) = |¢(p,t)|?.
Podle typu experimentu muze byt kvantovy systém popsan pomoci riznych vlnovych
funkci a jim odpovidajicich rtznych hustot pravdépodobnosti. Plati zde jednoduché
pravidlo, popularné vyjadiujici hlavni obsah principu neurcitosti: soucin ,,Sifek“ hustot
pravdépodobnosti bude vzdy vétsi nebo roven urcité konstanté. Nazorné zde vidime
rozdil mezi klasickym a kvantové-mechanickym pristupem k méfeni fyzikalnich veli¢in
— zatimco v klasické fyzice neexistuje zadné zasadni omezeni a fyzikalni veli¢iny
Ize teoreticky mérit s libovolnou presnosti, v kvantové mechanice je presnost méreni
nékterych veli¢in principialné omezena. Samoziejmé, v praxi nelze dosdhnout absolutni
presnosti ani v klasické fyzice kvuli Sumu v pfistrojich a dal$im ruSivym vlivim,
nejde vSak o limity vyplyvajici pfimo ,z podstaty“ a teoretického formalismu. Také
Lkvantova“ meéfreni jsou ovlivnéna Sumem méfici aparatury, ale méreni provadéné na
kvantovém systému by nemohlo byt absolutné pfesné ani tehdy, pokud bychom pouzili
idealni, dokonalé mérici pfistroje. Pravé nepiesnostmi vyplyvajicimi ze samotného
formalismu kvantové mechaniky se budeme dale zabyvat.!)

Existuji uréita pravidla, podle nichz je mozné jakékoliv kvantové veli¢iné A ptiradit
nahodnou proménnou 4 charakterizovanou pravdépodobnostnim schématem

S S1 So Sn
X 1 X9 T

1) Existuji snahy zahrnout do relaci neurcitosti i ptsobeni méficich pfistroji formou tzv.
operativnich relaci neuréitosti [2].
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kde symboly v prvnim radku pfredstavuji vlastni kvantové stavy operatoru 121, ve
druhém jejich pravdépodobnosti a ve tfetim vlastni hodnoty odpovidajici témto kvan-
tovym stavam [7].

V teorii pravdépodobnosti a v matematické statistice se pouzivaji rtizné miry pro
vyjadieni neurcitosti ndhodné proménné. Popis kvantové veli¢iny jako ndhodné pro-
ménné umoziuje pouzit tyto miry také pro vyjadfeni neurcitosti veliciny v kvantové
fyzice. Nejznaméjsi mirou je stfedni kvadratickd odchylka definovana jako druhy cen-
tralni statisticky moment, ktery obecné vyjadiuje presnost méfeni v experimentalni
fyzice. Pravé stfedni kvadratickou odchylku polohy a hybnosti pouzil v roce 1927
Heisenberg k formulaci slavnych relaci neuréitosti. Tato volba byla zcela pfirozend,
nebot ve zminéné dobé stiedni kvadratickd odchylka méfené veliiny predstavovala
obvyklou miru nepfesnosti méfeni. Od té doby byla problematika Heisenbergovych
relaci neurcitosti vyuzivajicich stiedni kvadratickou odchylku rtznych nekomutujicich
veli¢in rozpracovéna v nepfeberném mnozstvi praci [27]. Matematicky nejpfesnéji jsou
vyjadieny v podobé tzv. Robertsonova vztahu 8]

)

AAAB = L [Kw|[A, B]|®)|, (4)

kde AA a AB jsou stiedni kvadratické odchylky veli¢in A, B a [/1, E’] znadi jejich
komutéator.

Relace neurc¢itosti (4) maji dva zékladni nedostatky (viz napt. [30] a [34]):

(i) Jestlize A a B jsou dvé nekomutujici veli¢iny v koneéném n-rozmérném Hilbertové
prostoru, pak pravé strana rovnice (4) nem4 v nékterych pfipadech kladnou spodni
hranici. Odpovidé-li totiz stav i nékterému z vlastnich vektora A nebo B , pak je
prava strana (4) rovna nule. Pro sou¢in AAAB na levé strané pak jako dolni
hranici dostavame rovnéz nulu, jez nepredstavuje zadné omezeni pro presnost
méfeni uvazovanych veli¢in A, B.

(ii) Jsou-li @ a P komplementdrni veli¢iny se spojitou hustotou pravdépodobnosti,
potom stfedni kvadratickd odchylka nemusi pfedstavovat vhodnou miru pro ne-
urcitost téchto veli¢in, zejména pokud ma jejich hustota pravdépodobnosti nékolik
vyraznych lokalnich maxim.

Uvedené nedostatky jsou vyznamnou motivaci pro hledani jinych typt relaci neurci-
tosti. Roku 1948 C. E. Shannon publikoval stézejni praci v oblasti teorie informace [32],
kterou polozil zaklady celé nové védecké discipliny. Zavedl dvé z nasSeho hlediska
dilezité veliCiny: informacni entropii jako miru neurcitosti jisté ndhodné proménné
a informaci jako miru statistické zavislosti dvou ndhodnych proménnych [11]. Pozdéji
se ukézalo, ze pouzijeme-li misto stfedni kvadratické odchylky informacni entropii
jako miru neurcitosti, pak odpovidajici relace neurcitosti zminéné nedostatky nemaji
a predstavuji tak novou, alternativni formulaci principti neurcitosti v kvantové me-
chanice.
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2. Trocha historie

Pojem ,relace neurcitosti byva nejcastéji spojovan se znamym Heisenbergovym
vztahem pro neurcitost polohy a hybnosti ¢astice v kvantové mechanice. Podobné
vztahy vSak byly ve fyzice znamy jiz mnohem dfive. VSechny v podstaté vyjadiovaly
fakt, ze soucin délky vinového procesu a ,Sitky“ jeho Fourierova obrazu nemuze byt
libovolné maly, a platily pro jakékoli déje vinové povahy. Prvnim oborem, kde byly
pouzity, byla proto akustika. Slavny barokni hudebni skladatel J. S. Bach nedopo-
rucoval svym studenttim hrét na varhany kratce (,staccato”) hluboké tény, protoze
tyto tény potom znéji jako Sum a ne jako tény. Lidské ucho predstavuje z fyzikalniho
hlediska jisty typ frekvenéniho analyzatoru, jehoz ¢innost je vazana tzv. akustickou
relaci neurcitosti [21] Af At > 1, kde Af je sifka pasma akustického signilu a At doba
jeho trvani. Kratce trvajici akustické signaly maji tudiz vétsi sitku frekvenéniho pasma,
zatimco dlouhotrvajici signdly maji $itku pasma mensi. V roce 1947 dva americti
psychofyzikové J. M. Dougty a W. R. Gardner [4] zkoumali G¢inek délky ténu na jeho
vniméni a dosli k zavéru, Ze jestlize délka ténu vzroste z malé hodnoty (okolo 2-3 ms)
na 500 ms, tak vniméni tohoto ténu projde tfemi stupni (etapami):

(i) vnimany ténovy signl mé vyslovené charakter Sumu,
(ii) vnimany ténovy signal m4 stale charakter Sumu, ale s ténovou slozkou,
(iii) vnimany ténovy signdl méa &isty ténovy charakter, ktery se jiz déle neméni
s prodluzovanim doby trvani signélu.

Zmény v charakteru vnimani kratkych tént jsou zplisobeny zmeénami Sitek jejich
frekvenc¢niho pasma a jsou v plném souladu s akustickou relaci neurcitosti. V roce
1924 Kiipfmiiller [18] odvodil své ,relace neuréitosti“ pro vSechny linedrni frekvenéni
analyzatory (obecné Fedeno pro vSechny linedrni obvody) Af At > 1, kde Af je sitka
pasma linearniho filtru a At je jeho transientni Cas; tento vztah pFfipomind relaci
neurcitosti pro energii a ¢as zndmou z kvantové mechaniky. Roku 1927 Heisenberg
formuloval své relace neurcitosti, které maji v podstaté podobny tvar, dostaly vSak jiny
vyznam v diisledku de Broglieho vztahu pro vlnovou délku a hybnost kvantové ¢astice
a statistické interpretace kvantové mechaniky. Po vzniku teorie komunikace v pade-
satych letech Gabor [9] formuloval tzv. Gaborovy relace neurditosti prostfednictvim
yefektivni sitky pasma signalu® a ,efektivniho trvani signalu“. Predpokladal pfitom,
7e podobné jako v kvantové mechanice miZze byt signdl popsédn komplexni funkei g(¢);
odpovidajici spektrélni funkce G(w) je potom také obecné komplexni. Efektivni trvani
signalu At (neuréitost v délce trvani signélu) a jeho efektivni §ifku Aw (neur¢itost ve
frekvenci signédlu) definoval vztahy

At=2/n((t= (1)), Aw=2y/r(w- W)’ ()

» / g (t)tg(t)dt o / G (w)wG (w) dw o
ty=47" W) = 6
[ ot ar [ o
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a vyrazy v { ) znadi stfedovani p¥islusnych veli¢in. Spektralni funkci pak ziskdme
Fourierovou transformaci

1

Gw) = 7 /g(t) exp(—iwt) dt.

Gabor ukazal, ze pro linearni komunikaéni kanal plati
AtAw = 1.

Je zajimavé, Zze Gaborova relace neurcitosti byla jiz v roce 1951 francouzskym
fyzikem R. Valéem [25] pfevedena na tvar, v némz vystupuji jenom informadni entropie
a ktery predstavuje prototyp entropickych relaci neurcitosti v kvantové mechanice.
O Sest let pozdéji navrhl Hirschmann entropickou relaci neurcitosti pro polohu a hyb-
nost. Ve své disertacni praci z roku 1971 Entropickd formulace principu neurcitosti
B. Mamojka [24] formuloval obecné princip neuréitosti pro dvé nekomutujici veli¢iny
pomoci Shannonovych entropii a jinych entropickych mér neurcitosti. Kviili své osobni
tragédii (mezitim Gplné oslepl) publikoval své vysledky az roku 1974 [25], o jeden rok
pozdéji nez Everett [6]. Od té doby se entropickymi relacemi neurcitosti zabyvali
mnozi autofi (viz napi. [10] a odkazy tam uvedené) a staly se uzndvanou alternativou
slavnych Heisenbergovych relaci neurcitosti.

3. Miry neurditosti

Jak jiz bylo fec¢eno, v kvantové fyzice lze kazdé pozorovatelné veli¢iné A priradit
jistou ndhodnou proménnou T 4. Na vyjadfeni neurcitosti proto mizeme aplikovat
teorii pravdépodobnosti. Nejdilezitéjsi veli¢inou vystupujici v jakékoliv relaci neurci-
tosti je tzv. ,neurcitost* ndhodné proménné I 4 prifazend urcité méfitelné veli¢iné A.
Udava, jak ,neurcité jsou v praméru vysledky ndhodného experimentu, resp. méfeni
veli¢iny A. V teorii pravdépodobnosti se setkavame s nékolika mirami neurcitosti.
Abychom je popsali, uvazujme ndhodnou promeénnou charakterizovanou pravdépo-
dobnostnim schématem na str. 316. Miry neurcitosti ndhodné proménné délime do
dvou rtiznych trid:

(i) Momentové miry, udavajici neurcitost ndhodné proménné prost¥ednictvim jejich
centralnich statistickych momenti. Ve svych definicich zahrnuji jak hodnoty na-
hodné proménné, tak i jejich pravdépodobnosti.

(ii) Pravdépodobnostni nebo entropické miry neurcitosti, jez obsahuji pouze pravdé-
podobnosti ndhodné proménné odpovidajici jejim hodnotam.

Alespoti intuitivné je nyni ziejmé, Zze neurcitost U muze byt piipsdna jakékoliv
meétené veli¢iné a zavisi na poctu n moznych vysledkt méreni. P¥i vybéru spravné miry
pro neurcitost U métené veli¢iny predpokladédme, ze ¢im vice alternativ pro vysledek
méfeni existuje, tim bude neuréitost vétsi.?) Zavislost U = F(n) musi byt proto nutné

2) Jestlize mizeme pii méfeni dostat pouze jeden mozny vysledek, pak je neurcitost
pochopitelné rovna nule, tj. U = 0.
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rostouci funkei n. Vykoname-li soucasné dvé rizna nahodnéd méfeni s poc¢tem moznych
vysledkt n a m, potom celkova neurcitost obou méfeni je dana souc¢tem neurcitosti jed-
notlivych nezavislych méreni. Na druhé strané se pocet vysledku realizovanych v obou
méfenich rovna soucinu ¢ = n - m, a neurcitost by tedy méla vyhovovat funkcionalni
rovnici

Ulg = nm) = U(n) + U(m),

kde U(n) a U(m) jsou neuréitosti pro prvni a druhé méfeni. Jeji jednoduché feseni [11]
U(n)=klnn (7)

ptredstavuje historicky prvni miru neurcitosti, kterou roku 1928 americky inzenyr
Hartley nazval ,informaci“ [13]. Jako mira neurditosti v8ak mize byt pouZzita pouze
v pripadé, kdy pravdépodobnosti jednotlivych vysledkti méfeni jsou a priori stejné.
Pokud neni tato podminka splnéna, musime piejit k zobecnénému tvaru odvozenému

Shannonem
n

U=kY Pa;)In[1/P(x)]. (8)
i=1
Pro k = 1 vztah (8) definuje Shannonovu (nebo informacni) entropii S, jez predstavuje
nejdulezitéjsi entropickou miru neuréitosti ndhodné proménné [11]. Pro diskrétni né-
hodnou proménnou ¥ charakterizovanou uvedenym pravdépodobnostnim schématem
Ize entropii vyjadrit ve tvaru

n

S=-=> Pla;)In[P(x)]. (9)

i=1

Ve fyzice vSak Castéji pracujeme se spojitymi velicinami. Z matematického hle-
diska je entropie spojité ndhodné proménné dana obecnym Kolgomorovovym inte-
gralem [17], ale abychom nalezli vyhovujici tvar Shannonovy entropie pro spojitou
ndhodnou proménnou #; s hustotou pravdépodobnosti p(x), rozdélime x-ovou osu
na n ekvidistantnich intervalii. Pravdépodobnost, Ze &; € (x;, x; + Ax;), je priblizné
P(z;) = p({x;))Ax, kde {x;) ndlezi i-tému intervalu. Dosazenim P(z;) do Shannonovy
entropie dostaneme

pr(<fvi>)Afvln[p(<fvi>)Afv] =
= p(z) n[p((xi))] Az = Y [(p((ei)) Az] In(Ax).

i=1 i=1

S(7i)

Q

Prechodem k infinitezimalnim intervaltim obdrzime
S(#;) = S1+ Sa,
kde
S1=— /p(x) In[p(z)] dz, Sy = — lim In(Az) = cc.

Ax—0
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S1 je nazyvana diferencidlni entropii a je obecné chapéana jako entropie spojité na-
hodné proménné z;

o0

Sz, = 7/ p(z) In[p(z)] dz. (10)

— o0
Miry neurcitosti ndhodné proménné se vétsinou udavaji prostfednictvim statistickych
momentd k-tého faddu (viz napf. [7]). Pro ndhodnou veli¢inu & se spojitym, popf.
diskrétnim spektrem piipustnych hodnot se zavadéji standardnim zptisobem?)

—+o0
m(z —c)® = / (z — ()" p(x) da pro spojitou ndhodnou veli¢inu,

m(Z (k) = Z pz7 k=1,2,3,... pro diskrétni ndhodnou veli¢inu.

Specialné pro ¢ = 0 se momenty m(z)*) nazyvaji pocdtecni a pro ¢ = m(z)1) = (z)
centrdlni. Konkrétné druhy centrélni statisticky moment m(z — (z))® potom urcuje
rozptyl (disperzi) ndhodné proménné z

n

o= /700 (x — <sr:>)2p(sc) dz, resp. o= Z (x; — <x>)kpi,

i=1

ktery se Gasto pouziva jako mira (ne)pfesnosti fyzikdlniho méfeni. Jak jiz bylo fe-
¢eno, praveé disperze hraje klicovou tlohu ve standardnich Heisenbergovych relacich
neurcitosti.

4. Formulace entropickych relaci neuréitosti

Dfive nez pfistoupime k formulaci entropickych relaci neurcitosti, pfipomenime
rozdil mezi termodynamickou (Clausiusovou) a informaéné-teoretickou (Shannonovou)
entropii. Termodynamicka entropie je v klasické fyzice jednoznacné definovana a ma
znamy rozmeér. Pri statistickém popisu termodynamického systému Clausiusové ent-
ropii odpovida vyraz obsahujici pouze statistické veli¢iny termodynamického systému;
nazyva se Boltzmannovou-Gibbsovou entropii a urcuje také fyzikalni rozmér Clausiu-
sovy entropie. Naproti tomu Shannonova entropie je vzdy bezrozmeérnd.

Kdyz Shannon nalezl vyraz pro neurcitost ndhodné veli¢iny, hledal pro néj i vhodné
pojmenovani. Vzhledem k tomu, ze je formdiné podobny vyrazu pro Boltzmannovu-
-Gibbsovu entropii, na radu zndmého matematika Janose von Neumanna jej nazval
entropii. Von Neumann k tomu poznamenal, Ze stejné nikdo pfesné nevi, co entropie
je. Pres stejny nazev je potfeba zdiraznit, ze termodynamickd a informacné-teo-
reticka entropie predstavuji dva rtzné pojmy. Dale budeme pod pojmem entropie

3) Pfesné definice najde Cesky ctenar také napf. ve znamé knize BARTSCH, H. J.: Mate-
matické vzorce, SNTL, Praha 1987, s. 738.
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vzdy rozumét informaéné-teoretickou (Shannonovu) entropii.#) Informaéné-teoreticka
entropie predstavuje bezrozmérnou veli¢inu jak pro diskrétni, tak pro spojité nahodné
veli¢iny. Zatimco v pripadé diskrétnich ndhodnych veli¢in je informacni entropie
z matematického hlediska jednoznacné definovana, jeji modifikace pro spojité ndhodné
velifiny je jesté stéle nevyfeseny problém [25]. Jak jsme jiz ukdzali, informadni entropie
S(Z.) v ptipadé spojitych ndhodnych veli¢in vzdy diverguje; snadno to lze zdtivodnit
skute¢nosti, Ze hodnota informacni entropie je v podstaté dana logaritmem poctu
pripustnych stavii ndhodné velic¢iny, jichz u diskrétnich veli¢in obvykle byva konecny
pocet, zatimco u spojitych ndhodnych veli¢in jich mize byt nekone¢né mnoho. Diver-
gujici informac¢ni entropie spojité nahodné veli¢iny by pochopitelné stézi mohla byt
vyuzitelna ve fyzice i v jinych védnich oborech. Proto se v soucasné dobé divergence
S(Z.) obchézi ,renormalizaci“ (podobné jako v kvantové elektrodynamice renorma-
lizujeme nékteré divergujici veli¢iny). V tomto pfipadé jednoduSe neuvazujeme ¢len
So a jako ,diferencidlni entropii“ pro spojité nahodné veli¢iny vezmeme pouze Si.
Tak se ale u integrélu (10) v argumentu logaritmu nutné objevi veli¢iny, které maji
fyzikalni rozmér, coz je fyzikalné nepfipustné. Pomineme-li vSak tento nedostatek,
z Cisté matematického hlediska ndm S; dava cenné informace o neurcitosti spojité
ndhodné veli¢iny Z. [22]. K interpretaci S; lze pfistupovat dvéma zptsoby. Bud
funkci hustoty pravdépodobnosti spojité ndhodné veli¢iny p(x) pokladdme za Cisté
matematickou veli¢inu nemajici fyzikalni rozmér a vztah (10) pro S1(Z.) chdpeme jako
formu funkcionélu, ktery p(z) pfitazuje jistou redlnou hodnotu Sp; tento funkcional
se nazyva Shannonovym entropickym funkciondlem a ma velky vyznam také v teorii
pravdépodobnosti a matematické statistice [29]. Druhou moznosti je pfedpokladat,
ze hustotu pravdépodobnosti v argumentu logaritmu délime jednotkovou veli¢inou
stejného rozméru. Ukazalo se, Zze hodnota prifazend funkcionadlem S; hustoté prav-
dépodobnosti p(x) méa jednu vyznacnou vlastnost: ¢im je funkce p(x) ,ostfejsi“ (tzn.
neurditost spojité ndhodné veli¢iny mensi), tim je S; mensi. S; je tudiZ monoténné
klesajici funkei ,ostrosti“ funkce p(z).

Abychom demonstrovali vlastnosti Shannonova funkcionalu, uvazujme spojitou né-
hodnou veli¢inu Z. s jednoduchou funkci hustoty pravdépodobnosti

1/l pro xz € {0,1),
fl(x)_{O proz<0ax>lL
Dosadime-li f;(x) do Shannonova funkcionalu, dostaneme S; = Inl. V tomto ptipadé
LSifka“ [ funkce fi(z) udava jeji ,ostrost* (anglicky ,peakedness*); ¢im je I vétsi, tim
je vétsi 1 neurcitost Z.. Vidime, Ze pokud lze pfesné definovat ostrost funkce f;(x),
ziskdme jednozna¢ny vztah mezi ni a mirou neurcitosti S veli¢iny Z..

Na tomto misté si ¢tenal pravem muze polozit otazku, pro¢ se viibec snazime
zformulovat relace neurcitosti pomoci informac¢ni entropie spojitych kvantovych ve-

4) Jednozna¢ny vztah mezi témito veli¢inami zjistil v roce 1957 Jaynes v ramci tzv. prin-
cipu maximalni entropie, ktery se stal velmi G¢innym néstrojem ve statistické mechanice [16].
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li¢in, nardzime-li na pravé uvedené problémy. Vzdyt soucin stfednich kvadratickych
odchylek téchto veli¢in je z matematického hlediska jednodussi a rozmérové spravny.
Dtivody jsou tyto:

(i) stfedni kvadratickd odchylka nékdy neni vhodnou mirou neuréitosti (nepfesnosti)
méfeni kvantovych veli¢in (napf. pro ¢astici v nekoneéné hluboké jednorozmeérné
potencidlové jamsé, jak bude ukazano dale);

(ii) v nékterych pfipadech diskrétnich nekomutujicich veli¢in je souéin stiednich kva-
dratickych odchylek roven nule a odpovidajici relace neurcitosti neklade zadné
omezeni na neurcitost sou¢asného métreni téchto veli¢in v rozporu s formalismem
kvantové mechaniky; takové chovani budeme demonstrovat na kvantovém systému
Castice se spinem %

Naproti tomu méfime-li neurcitost nekomutujicich kvantovych veli¢in informacné-

-teoretickou entropii, je soucet téchto entropii vZdy vétsi nez nula. Je to tim, Ze relace

neurcitosti ddva do funkéniho vztahu neurcitosti kanonicky sdruzenych kvantovych

veli¢in. Jestlize tyto neurcitosti vyjadiime prostfednictvim informacni entropie, jejich
suma bude vzdy kladna. Plati to i v pfipadé spojitych kvantovych veli¢in: kdyz je

»ostrost® funkce hustoty pravdépodobnosti jedné z nich velmi mala, potom je ,,ostrost“

kvantoveé sdruzené veli¢iny velmi velka. Soucet pfislusnych diferencialnich entropii

charakterizujicich ostrosti hustot pravdépodobnosti je pokazdé kladny, a to i kdyz
jedna z entropii vychéazi zapornd; pritom pro vSechny fyzikalni veli¢iny samoziejmé
pouzivame stejnou soustavu jednotek. Je tfeba zduraznit, Ze diferencialni entropie

,sama o sobé“ je pouze relativni veli¢ina a skuteény vyznam ziskd az ve spojeni

s entropiemi jinych veli¢in. V pfipadé dvou komutujicich kvantovych veli¢in nejsou

ostrosti jejich hustoty pravdépodobmnosti nijak vézané; proto soucet odpovidajicich

entropii miZe mit libovolnou (i zdpornou) hodnotu. Relace neurcitosti vyjadiend
jako soucet entropii tedy vystihuje princip neurcitosti dvou nekomutujicich veli¢in

v kvantové fyzice lépe nez soucin stfednich kvadratickych odchylek, jenz za urcitych

okolnosti miize byt nulovy nebo dokonce nekoneény.

V dalsich tivahach musime mit na zfeteli fakt, ze rozlicné miry neurcitosti predsta-
vuji pouze jisté Cislo, jez prifazujeme celé funkci, abychom vhodné charakterizovali jeji
tvar. S podobnym problémem se nesetkavame zdaleka jenom v souvislosti s relacemi
neurcitosti v kvantové fyzice, ale i v jinych védnich disciplinach.?) Toto &islo je pochopi-
telné tfeba volit tak, aby skute¢né vhodné vystihovalo vlastnost, kterou chceme vyjad-
Tit. Pro pouziti entropie jako miry neurcitosti hovofi skutecnost, ze stfedni kvadraticka
odchylka kvantové veli¢iny nemusi byt vidy nejvhodnéjsi, obzvlasté v piipadech,
kdy hustota pravdépodobnosti uvazované kvantové velic¢iny ma nékolik vzdalenych
ostrych maxim. Momentové miry neurcitosti pak zavisi na vzdalenostech téchto maxim
a nevyjadiuji adekvatné rozlozeni hustoty pravdépodobnosti.

5) Napf. v teorii komunikace komplikovanému signalu pfifazujeme efektivni délku trvani
a efektivni §ifku frekvenc¢niho pasma.
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Uvedme jednoduchy piiklad. Necht ndhodnd proménnd #. mé diskrétni hustotu

pravdépodobnosti
0, -0 <z <a,
1/N, a<z<b,
p(xz) =< 0, b<uz<ec, (11)
1/N, ¢z <d,
0, d <z < 400,

kde N =d — ¢+ b — a. Zavedme veli¢iny L1 = b — a a Lo = d — ¢ udavajici §itku inter-
valll, na nichz je hustota pravdépodobnosti rtizné od nuly, veli¢inu T = %(d—f—c— b—a),
jez charakterizuje symetrii pravdépodobnostni funkce, a stfedni vzdalenost intervali
s nenulovou pravdépodobnosti od pocatku L = %(a + ¢ —b—d). Stiedni kvadraticka
odchylka Az proménné %, vychéazi

L1Ls 1 9 9
m + E (Ll 7L1L2+L2).

((Az)?) = L?
Vidime, Ze ((Az)?) zavisi explicitné na parametru L. Ackoliv pravdépodobnost je
nenulova pouze ve dvou oblastech, momentova mira neurcitosti je funkci jejich vzda-
lenosti.
Pomérné snadno lze ukazat, Ze pouzijeme-li pro neurcitost £, Shannonovu entropii,
zavislost na L vymizi. Dosazenim za rozdéleni p(z) z (11) do (10) zjistime, Ze

Sw = 1n(L1 + Lg)

Vidime, ze entropie S(z) nezavisi na L, ale jen na Sifce oblasti s nenulovou prav-
dépodobnosti. V tomto smyslu je proto vhodnéjsim vyjadfenim neurcitosti ndhodné
proménné ..

Tlustrujme rozdil mezi obéma typy mér neurcitosti jesté na prikladu difrakce svazku
Céstic prochazejicich §térbinou [34]. Necht monochromatickd rovinna vlna reprezentu-
jici svazek castic s hybnosti pg dopada na stérbinu o Sifce 2a. Svazek miize byt popsan
vlnovymi funkcemi ¢ = ¥ (z) a ¢ = ¢(p), jez lze vzajemné prevadét jednu na druhou
pomoci Fourierovy analyzy.%) Protoze v priifezu je hustota ¢dstic stejnd, dostavame
pro vlnovou funkci vztah

1
b(a) = Wer pro |z| < a,

0 pro |z| > a.

Pro Fourieruv obraz této funkce dostavame

e(p) = \/EW-

%) Z hlediska kvantové mechaniky jde o dvé rfizné reprezentace stavu |1)).
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Hustoty pravdépodobnosti pro polohu a hybnost jsou dany obvyklymi vztahy
p(z) = [¥(2)|?, q(p) = |¥(p)|?| a pro sttedni kvadratické odchylky vychazi ((Az)?) =
=a/V3, {(Ap)?) = +oo. Pokud bychom {(Ap)?) vzali jako miru neuréitosti hybnosti,
vidime, Ze jednak by hybnost byla zcela neurcitd a jednak navic nezdvisld na Sifce
Stérbiny 2a, coz je v rozporu s principem neurcitosti. Situace se zméni, pouzijeme-li
jako miru neurcitosti pro hybnost entropii. V daném piipadé je dana vztahem

+o00 : 2 : 2 I
s, = _/ % (sinap) In F (sinap) ] dp:ln(%) N

(ap)? n  (ap)? T

— 00

pficemz [31]

+oo (s 2 ; 2

r-- [TEE, [<Slfygy> ] dy = 25(1 — 7) ~ 2,656,
— 00

kde v znac¢i Eulerovu konstantu. Hodnota .S}, je tedy koneéna a zavisi na parametru

s§itky stérbiny a.

Nazorné zde vidime rozdil mezi momentovou a entropickou mirou neurcitosti. En-
tropicka relace neurcitosti potom predstavuje sumu entropii nekomutujicich velicin.
Obecné k ni dojdeme nésledovné: necht |¢)) je normalizovany vektor v n-rozmérném
Hilbertové prostoru a veli¢iny A, B maji nedegenerovana spektra vlastnich vektort
{la:)}, {|bi>} pro i =1,...,n. Entropicka relace neurcitosti ma tvar nerovnosti [33]

Sa+ Sp = Sas, (12)
kde pro diskrétni veliciny

Sa == Y Iwla) Pln (e, S5 = = 3 [Pl Wlby)

K2

a Sap je kladna velicina, ktera predstavuje netrividlni dolni hranici pravé strany
nerovnosti (12), tj. infimum souctu entropie dvou nekomutujicich spojitych veliéin;
soucet provadime pres vSechny pripustné kvantové stavy systému. Analogicky pro
spojité veli¢iny X a P popsané vlnovymi funkcemi ¢ (z) a ¢(p) ma (12) podobu

Sy +Sp Z Sap,

kde
+o0 oo
S, = 7/7 W(2)2In ()2 de, S, = —[ o(p)]* In | (p)[* dp

predstavuji diferencialni entropie kvantovych veli¢in X a P, S, pfedstavuje netrivialni
dolni hranici uvedené nerovnosti.

Entropicka relace neurcitosti pro polohu a hybnost kvantového systému popsaného
vlnovou funkei ¢ (z) mé tvar [5]

Sz +Sp 2 1+1logm,
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kde S; a S, jsou diferencialni entropie pro polohu a hybnost

oo

o= [ wwresEre o s [ lemP el ak

— 00 — 00
pficemz
D / "~ exp(—ik d k=2
o)== | ew(-ikapi@dr, k=2,
Otevfenou otézkou zlstava hodnota spodni hranice Sap, resp. S, [10]. Maasen
a Uffink [5, 20] ukézali, ze skutecné ezistuje netrividlni spodni hranice pro jakékoliv
dvé nekomutujici veli¢iny [1, 30]. Byly také vypocteny hodnoty Sap a Sy, pro vyssi
kvantové stavy nékterych kvantovych systémt, napf. pro harmonicky oscildtor [23]
a atom vodiku [36]. Entropické relace neuréitosti se staly dilezitou soucésti kvantové
teorie. Podrobnéjsi rozbor jejich vyuziti vSak pfesahuje rozsah tohoto ¢lanku; zadjemce
lze odkézat napf. na [12].

5. Priklady

Jak standardni, tak entropické relace neurcitosti byly nalezeny pro mnoho dilezitjch
kvantovych systému [23, 27, 30, 33, 36]. Zde se budeme nejprve vénovat jednomu
z nejjednodussich modeltt — nekonec¢né hluboké, jednorozmérné potencialové jamé.
Také tento elementarni pfiklad ndm umoziiuje vyzdvihnout vyhody entropickych
relaci neurditosti (zde konkrétné pro polohu a hybnost Gastice) proti standardni
Heisenbergové formulaci. Divodem je analyticky pribéh hustoty pravdépodobnosti
pro hybnost p, pro ktery jsou charakteristickd dvé vyrazna lokdlni maxima, jez se
od sebe vzdaluji imérné kvantovému c¢islu n studovaného stavu c¢astice. Pribéh
hustot pravdépodobnosti polohy x, resp. hybnosti p ¢astice pro stavy n =1,5 a 10
je znazornén na obr. 1a,c,e, resp. na obr. 1b,d,f.

Pro nekonec¢né hlubokou jednorozmeérnou potencidlovou jamu je charakteristicky
prubéh potencidlu V (z)

0 pro |z| £ a,

V(z) = {

Reseni prislusné Schrédingerovy rovnice délime na sudéa a licha. Sudé normované feseni

+o0o  pro |z] > a.

(sudé stavy) lze popsat vinovymi funkcemi [5, 7]

1
Pi(x) = %cos {@} , n=1,23,...;
lich4 normovana feseni (liché stavy) potom
b (x) = %sin [?] . n=1,2,3,....

Pro jednoduchost budeme déle pracovat se sudymi funkcemi ¢, (z) = ¢y, (), jimz
odpovidaji vlastni hodnoty energie

e h?(2n —1)%n2
" 8ma?
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1 0,25
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0,4 1 0,1 A
0,2 0,05
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-1 0,5 0 0,5 1 -10 -5 0 5 10
(a) (b)
n =25 n =25
1 1 0,15
0,8 1
06 | 0,1
0,4
0,05
0,2 1
0 : : : ‘ 0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-1 0,5 0 0,5 1 20 -10 0 10 20
(c) (d)
n = 10 n = 10
1 1 0,15
0,8 1
0,6 1 0,11
0,4
0,05
0,2 1
0 0 = ‘ : : :
-1 0,5 0 0,5 1 40 -20 0 20 40
(e) ()

Obr. 1. Hustota pravdépodobnosti pro polohu z (a, c, €) a hybnost p (b, d, f) castice
v nekonecné hluboké jednorozmérné potencidlové jamé pro t¥i rizné hodnoty kvantového
cisla n.

Vlnovou funkei ¢(p) v impulsové reprezentaci ziskdme Fourierovou transformaci

1 +a .
on(p) = N V() exp(—ipx/h) dz =

_ [a sin[(n — %)n —ap/h]  sin[(n — %)n + ap/h]
7\/ 27“7{ [(n = 3)% — ap/h] i [(n — 3)n+ap/h] }
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Protoze 1, (x) a ¢, (p) jsou symetrické funkce, stfedni kvadratickd odchylka polohy
a hybnosti {(Az)?) a {(Ap)?) jako funkce kvantového ¢isla n jsou dany integraly

((Ax)?) = 2/: 20052 {@] P dr = %2 [1 - ﬁ} ;

= () 2 [ paar = [

2na a
kde 2
N sin[(n — 3)n — @] | sin[(n — 3)n + 7] a 7=2
o(T) { [(n— ) — 7] + [(n— $)n+ 7] } a

Entropie polohy a hybnosti jako funkce kvantového stavu vychazi

st [t [ 1]

1 [ree
Sp(n) = @(7) In[p(z)] dT.

—o -

Abychom porovnali entropické a standardni relace neurcitosti, byly vypocteny en-
tropie polohy a hybnosti pro n =1,2,...,10 s pouZitim programu Mathematica (viz
téz [15]); vysledky jsou vyneseny na obr. 2. Vidime, Ze entropie polohy se téméf neméni
a entropie hybnosti vzriista pro n > 2 velmi pomalu, zatimco ((Ap)?) roste v zavislosti
na druhé mocniné vyrazu 2n — 1. Pouzitim rozdilnych mér neurcitosti potom ziskame
odlisné zdvislosti relaci neur¢itosti na kvantovém ¢isle n (obr. 2c a d).

Na obr. 1a, b vidime, ze pravdépodobnostni rozdéleni polohy i hybnosti ma v zédklad-
nim stavu n = 1 pouze jedno maximum (pro stfedni hodnoty x = 0 a p = 0), zatimco
pro vyssi stavy n 2 2 jiz u hustoty pravdépodobnosti hybnosti nalézdme dvé vyrazné
maxima (obr. 1d,f). MaZeme tak oéekdvat, Ze souéin neuréitosti standardnich relaci
neur¢itosti pro n = 1 vychézi relativné maly (0,6 — viz obr. 2¢) a jen mirné se i
od minimélniho sou¢inu neurcitosti 7i/2 daného Heisenbergovymi relacemi neuréitosti.
Pro vyssi stavy se v disledku existence zminénych lokalnich extrémi stiedni kvadra-
ticka odchylka a entropie hybnosti znacné lisi. Z toho vyplyva, ze pouziti entropie jako
miry neurcitosti odpovida obecné vice pozadavkim kladenym na miru neurcitosti.

V druhém piikladu se podivame na rozdilné vlastnosti standardnich a entropickych
relaci neurcitosti diskrétni kvantové veli¢iny. Uvazujme systém obsahujici ¢astici se
spinem 7i/2 a najdéme standardni i entropické relace neuréitosti pro slozky momentu
hybnosti J;, Jy, J.. Priméty spinu do soufadnicovych os z, y, z reprezentuji operatory

. hfo, 1 . hf0, —i . h(1, 0
D BT A T

Podle rovnice (4) obdrzime standardni relace neuréitosti pro J, a Jy,
ny
Us = (AL)(AT) 2 5 [l 10))|.
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Disperze a entropie polohy x Disperze a entropie hybnosti
. L
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kvantové stavy kvantové stavy
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Standardni relace neurcitosti Entropické relace neurcitosti
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15 I 2,0 7 [
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8
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5
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4 56 78 910 n 23 45678 910"
kvantové stavy kvantové stavy

(c) (d)
Obr. 2. (a) Disperze (nevyplnéné sloupce) a entropie (vyplnéné sloupce) polohy, (b) disperze
(nevyplnéné sloupce) a entropie (vyplnéné sloupce) hybnosti, (¢) soucin neuréitosti polohy
a hybnosti (leva strana standardnich relaci neuréitosti) a (d) soucet entropii polohy a hybnosti

(leva strana entropickych relaci neurcitosti) pro rizné kvantové stavy Céstice v nekoneéné
hluboké jednorozmérné potencidlové jamé (h = 1).

Stavovy vektor uvazovaného kvantového systému je spinor |¢) o dvou obecné kom-

w=3(2). 19

a1a] + azay = 1. (15)

plexnich slozkéach
jez splnuji normovaci podminku

Soucin stfednich kvadratickych odchylek pro slozky J, a J, obdrzime ve tvaru

Us(Jz, Jz) = ((0z — <Ur>)2><(gz - <UZ>)2>- (16)
Z (13) a (14) plyne, ze
(oz) = (a1a2 +araz), (o) = (a1f11 aza3), (17)

0 = (2 = (18)
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Dosazenim (17) a (18) do (16) dostaneme

h4
Us(J,, ) = 6 [1— (afaz + a1a3)?] [1 — (afar — aza})?]. (19)
Vlastnosti Us(J;, J,) lépe vyniknou, jestlize a; a as parametrizujeme zavedenim
novych proménnych r a ¢ )
ar =riexp(ipr),  as=raexp(ipe), =92 — o1 (20)

Normovaci podminka (15) bude splnéna za pfedpokladu

rE=r, ro =+ 1—r2

V novych proménnych pak (19) pfejde na tvar
4
Us(r,p) = ETQ(l—TQ) [174T2(177’2)C082 go] . (21)

K nalezeni spodni a horni hranice U; musime nalézt lokalni extrémy, které jsou koreny

rovnic
% = 21%4 (1 — %) cos psinp = 0, (22)
¥
4
88Us = %r {1=2r*)[1-8r*(1—1*)cos’¢]} = 0. (23)
.

Snadno ovéfime, Ze pro r = 0, 1 ma Us minimalni hodnotu rovnou nule. Odpovidajici

spinory jsou
= (1) @ = (5)-

Naopak pro r = a/ V2 nabyva U, maximélni hodnoty nt /16. Standardni relace neur-
Citosti jsou tak ohranic¢eny nasledovné:

B4
2 2
0= (o = <02))") (o= = (02))") = 75
Vidime, zZe pro jisté stavy soucin neurcitosti mtize byt roven nule a neexistuje tak
zadné kladnda dolni hranice soucinu neurcitosti J, a J,.

Obratme nyni pozornost k entropickym relacim neuréitosti, které jsou dany souc¢tem
entropii S, a Sy, . Vlnové funkce

[V2) = a1]z1) + az|z2),
ai + as ai
[Va) = —F=—|71) + —F=—

V2 V2

7y Uhel ¢ je pfitom pouze pomocnym parametrem, jehoz prostfednictvim vyjadiime kom-
plexni charakter koeficientd a1 a a2; nejednd se o fdzi vinové funkce. Koeficienty a1 a az by
bylo samoziejmé mozné parametrizovat i jinym zptsobem.

— as

|l‘2>,
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kde |21), |22), |21) a |22) predstavuji vlastni vektory operatorii .J, a J,, predstavuji
dvé riznd vyjadieni spinoru |¢)) v z- a x-reprezentaci. Pravdépodobnostni schémata
pro tyto reprezentace

J |21) |22)
P ajay asas

Ju |z1) |z2)
P (a1 +az)(a] +a3) | (a1 —az)(aj —a3)

podle (9) ur¢uji Shannonovy entropie Sy a Sy,

Sj. = —aial Inaral — azaj Inasal,
Sy, = —3(a1 +az)(aj +a3)In [5(a1 + az)(aj +a3)] —

—3(a1 — az)(a] — a3) In [3(a1 — az)(a] — a3)]

a suma entropii

Ue<Jy7 Jx) = SJz + SJz =
= —ayaj In (a1a]) agal In (agal) —
— 3(a1 +a)(a] + a3) In [5(a1 + az)(a] +a3)] —

*

— 3(a1 — az)(a] —a3) In [3(a1 — az)(a] — a3)] -
Zavedeme-li opét nové proménné r, ¢ podle (20), ziskdme

Ud(r, ) = —r*Inr? — (1 —r?)In(1 — r?) —
_ %(1 +2ry/1—r2cosyp) ln[%(l +2ry/1—1r2 cosap)] - (24)
— (1 —2rv1—r2cosp)In[3(1 —2rv1—r2cosgp)].

Podobné jako v pfedchazejicim piipadé najdeme lokalni extrémy funkce U.(r, ).
Miniméalni hodnoty In2 nabyvé opét pro » = 0, 1 a libovolné ¢, zatimco maximalni
21In2 pro r = 1/v/2 a ¢ = 1/2. Dostali jsme tak dolni a horni mez pro souéet entropii

In2<5(J;)+ S(J:) £2n2.

Grafickd znézornéni zavislosti Us(r, @) a U.(r, ) jsou vykreslena na obr. 3 a 4. Jak
Us, tak U, zavisi na kvantovém stavu ¢astice. Protoze Us € (0, 0,67), pro standardni
relace neurcitosti neexistuje kladna dolni mez. Naopak hodnoty funkce U, k nule nikde
neklesaji, nebot U, € (In2,21n2).
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Obr. 4. Zavislost U.(r, ¢) pro kvantové stavy systému se spinem %

6. Shrnuti

Princip neurcitosti bezesporu predstavuje kli¢ k pochopeni matematického for-
malismu kvantové mechaniky a k hlubsimu porozumeéni jeho fyzikalnimu vyznamu.
Uvedené nevyhody standardnich relaci neurcitosti vyvolaly predev§$im v minulych
dvou desetiletich rostouci zajem o entropické relace neurcitosti. Jejich vyznam spociva
predevsim v tom, ze umoznuji vzdy nalézt konec¢nou kladnou spodni mez pro soucet
informacnich entropii a tim také souvislost mezi nepfesnostmi méfeni fyzikalnich
veli¢in, jejichz operatory spolu nekomutuji.

Podé&kovani. Je milou povinnosti autortt podékovat dr. T. OPATRNEMU za zajimavé
diskuse, cenné postiehy a pripominky.
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Stfedoevropska olympidda v informatice

Pavel Topfer, Praha

Studenti stfednich skol zajimajici se hloubé&ji o informatiku a programovani dosté-
vaji jiz fadu let prilezitost zméfit své sily a schopnosti nejen v narodnich programa-
torskych soutézich, ale také v mezinarodnim méritku. Vedle celosvétové mezinarodni
olympiady v informatice postupné vzniklo i nékolik obdobnych regionalnich soutézi.
Studenti z Ceské republiky se od samého poéatku ucastni stiedoevropské olympiady,
jejichz prvnich pét ro¢nikid se konalo v Rumunsku (Cluj, 1994), v Madarsku (Szeged,
1995), na Slovensku (Bratislava, 1996), v Polsku (Nowy Sacz, 1997) a v Chorvatsku
(Zadar, 1998).

V leto$nim roce byla uspofdadanim v poradi jiz Sesté Stfedoevropské olympiady
v informatice povéfena Ceské republika. Zajisténi celé akce se ujali spoleéné pracovnici
Fakulty informatiky Masarykovy univerzity v Brné a Matematicko-fyzikalni fakulty
Univerzity Karlovy v Praze. Soutéz se konala ve dnech 2.-9.9.1999 v Brné v pro-
storach tamni fakulty informatiky. Skupina pracovnikd brnénské fakulty v cele s doc.
RNDr. Véclavem Sedlackem, CSc., se postarala o organizacni a technické zabezpeceni
soutéze. Pri zajistovani doprovodného programu jim pomohli také kolegové z gymnézia
na tf. Kpt. Jarose v Brné. Pracovni tym prazské Matematicko-fyzikalni fakulty UK
vedeny doc. RNDr. Pavlem Topferem, CSc., mél na starosti odbornou napln — pii-
pravu soutéznich tloh, testovacich dat, vyhodnocovacich programi i zajisténi samotné
soutéze a vyhodnocovani a zpracovani vysledk.

Doc. RNDr. PAVEL TOPFER, CSc. (1960), Kabinet software a vyuky informatiky MFF UK,
Malostranské nameésti 25, 118 00 Praha 1
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