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Petr Vopénka

*16.5.1935

Antonin Sochor a kolektiv, Praha

Ve svém neobycejné bohatém a plod-
ném zivoté se P. Vopénka vénoval pfi-
nejmensim péti tematickym okruhtim:
(a) topologii, (b) klasické axiomatické
teorii mnozin, (c) neklasické teorii mno-
zin, (d) filosofii a historii matematiky,
(e) Ceské spole¢nosti. V kazdém z téchto
obort dosdhl vyznamnych vysledkt. Vy-
sledky tykajici se matematiky jsou svétové
uznavany a cenény a posunuly lidské po-
znani o znacny kus cesty kupredu. Pritom
je velice vyznamné, ze P. Vopénka nekra-
¢el jednoduchymi a proslapanymi cestami,
ale hledal a nalézal nové a zcela originalni
pristupy, a to jak v matematice, tak také
v pojeti jeji historie. Matematické okruhy
je mozno casové vymezit tak, ze nasleduji
za sebou. Zbyvajici okruhy se pochopi-

telné s nimi ¢asové prekryvaji.

P. Vopénka se narodil 16. kvétna 1935 v Praze. Oba jeho rodice byli stfedoskolskymi
uciteli matematiky. Studoval nejprve na gymndziu v Ledéi nad Sdzavou (1946-1953),
poté na Matematicko-fyzikalni fakulté UK v letech 1953-1958. Na této fakulté pak
pedagogicky a védecky ptisobil a plisobi az do soucasnosti.

Jiz béhem svého studia se zacind P. Vopénka zabyvat topologii. Byl poslednim
diplomantem jednoho z nejvyznamnéjsich ¢eskjch matematiktt — Eduarda Cecha.
Neni tedy divu, ze jeho prvni dvé prace se tykaji topologie, a to teorie dimenze. Nejzna-
méjsim Vopénkovym vysledkem v topologii je konstrukce kompaktnich Hausdorffovych
prostort X, , a Y, , pro 0 < m < n < oo takovych, ze dim X, , = m, ind X, », = n,
dimY,, , = m, Ind Y}, ,, = n. Tim definitivné zodpovédél otazku o chovani dimenznich
funkei na kompaktnich prostorech [1]. Dalsi ¢ldnek z obecné topologie [36] publikoval
teprve po letech. AvSak Vopénkovo topologické vzdélani poznamenalo jeho pFistup
k metodé forcingu, jak uvidime dale.

Po ukonceni studia se pozornost P. Vopénky stale vice obraci k teorii mnozin. Je
ucastnikem seminafe L. S. Riegra. Tohoto matematika je nutno poklddat za pri-
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kopnika ¢eské (i ¢eskoslovenské) matematické logiky. Rieger zil v letech 1916-1962
a publikoval prace z teorie grup a svazii, Booleovych a Heytingovych algeber, intui-
cionistické a klasické logiky a teorie mnozin. Ve svém piehledném ¢lanku [R] z r. 1956
konstatuje, Ze v badani v matematické logice je ceskoslovenska matematika absolutné
i relativné pozadu; formuluje pfedmét logiky (jako studium vlastnosti pojmu diisledku)
a diskutuje roli infinitnich metod a teorie mnozin v matematické logice. Nejenze
publikoval vyznamné prace, ale zalozil seminaf a inspiroval fadu spolupracovniki.
Osobni kontakty Riegra mély také vliv na pozdéjsi plodnou spolupraci ¢eskosloven-
skych a polskych logiki. Na pocatku sedesatych let v dobé Riegrovy nemoci prebira
Vopénka stale vice roli viid¢i osobnosti v Ceské matematické logice. Po Riegrove smrti
se ujal vedeni seminafte z teorie mnozin, ale z ptivodniho seminéfe jiz pokracuji jen dva
studenti. Seminaf je vytvaren zcela novymi tviréimi osobnostmi. Pravé podchyceni
mladych matematikd a to, ze P. Vopénka byl schopen na né prenést své uchvaceni
teorii mnozin, umoznilo vznik skupiny, ktera se ve své dobé na ceské poméry zcela
neobvyklou mérou podilela na rozvoji svétové matematiky. Mezi vyznacné ¢leny této
skupiny je tfeba pocitat zejména B. Balcara, L. Bukovského, P. Hajka, K. Hrbacka,
T. Jecha, K. P¥ikrého, A. Sochora a P. Stépanka.

Na pocatku této etapy Vopénkova matematického Zivota byly jeho prace o nestan-
dardnich interpretacich Godelovy-Bernaysovy teorie mnozin GB, zaloZené zejména
na metodé ultraproduktu ([5, 6, 7], 1962!). Je zajimavé, Ze piiblizné ve stejné dobé
vedou nestandardni metody rozvijené A. Robinsonem ke vzniku nestandardni analyzy.
Vopénkova orientace na GB byla ovlivnéna Godelovou praci [G], svou roli zde sehrala
konecnost axiomatiky. Té se v pojeti GB dosahuje zavedenim pojmu tiid. Ve Vopénko-
vych pracich tohoto poc¢ateéniho obdobi se jevi rozdil mezi mnozinami a tfidami jako
technickd zélezitost, Gstfednim tématem Vopénkovych tivah se stava vztah mnozin
a t¥id teprve na pocatku sedmdesétych let.

Habilita¢ni prace P. Vopénky z roku 1964 [15] se zabyva relaci spliiovani uvnitf
teorie mnozin a ukazuje bezespornost predpokladu, ze v GB existuji pfirozena cisla,
pro kterd jiz nelze relaci splilovani smysluplné definovat (tedy existenci pfirozenych
Cisel, o jejichz nestandardnosti se mizeme presvéd¢it vnitinimi prosttedky). Tato prace
nebyla publikovana.

NS

Nejdilezitéjsim impulzem pro rozvoj prazské mnozinové skoly je vSak Cohentiv for-
cing [C], coz je metoda, kterou se P. J. Cohenovi podafilo prokézat (prostfedky teorie
modelit) relativni bezespornost negace hypotézy kontinua s Zermelovou-Fraenkelovou
teoril mnozin a také relativni bezespornost negace axiomu vybéru se ZF. (To znamené:
je-li ZF bezesporné, pak ziistane bezesporné i po pfidani tohoto axiomu.) Na zdkladé
Cohenovy metody konstruuje Vopénka relativni (syntaktickou) interpretaci teorie GB
s pridanou negaci hypotézy kontinua v GB a také interpretaci GB s negaci axiomu
vybéru v GB. To byl vyznamny p¥inos, nebot ackoli ZF a GB dokazuji tytéz véty
o mnozinach a Cohenova metoda dava, jak on sam ukazal, interpretaci ZF s pfidanou
negaci hypotézy kontinua (¢i axiomu vybéru) v ZF, je zndmo, Ze interpretovatelnost
ZF U {p} v ZF (kde ¢ je néjaky pFidany axiom) obecné neimplikuje interpretovatelnost
GB U {¢} v GB (viz [H, HH)).
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Ovsem sestrojeni uvedené interpretace byl pouhy zac¢atek vyuziti Cohenovych metod
prazskym mnoZinovym seminafem. A opét rozhodujicim impulzem byla Vopénkova
idea.

Zprthlednéni a zjednoduseni Cohenovy metody pfinasi postupné Vopénkovo topo-
logické pojeti [21, 30] a prace o V-modelech!). Vopénka rozpracovavé teorii svazki
nad topologickymi prostory a jejich limit pfes ultrafiltry pro konstrukci syntaktickych
nestandardnich modeld GB. V [30] ukazuje, Ze jidrem jsou extreméalné nesouvislé
prostory, jinymi slovy, ze rozhodujici jsou dva parametry, aplnd Booleova algebra
a ultrafiltr na ni. V [33] vypracovéva teorii booleovsky hodnotovych model a gene-
rickych rozsifeni, zcela nezavisle na témétr shodném Solovayové a Scottové pristupu.
To, ze Vopénka udrzel kontakt se svétovou Spickou v teorii mnozin, soucasné s fak-
tem, Ze metoda objevend Cohenem se ukézala zlatym dolem pro vysledky tykajici
se nezavislosti dodate¢nych predpokladt na teorii mnozin, zptisobilo véhlas prazské
mnozinové gkoly. Z vysledki té doby uvedme alespoii konzistenci existence ¥3-mno-
7iny majici mohutnost Ry s negaci hypotézy kontinua (Vopénka—Bukovsky [18]),
vysledky o mocnindch alefii (Bukovsky), o hypotéze kontinua pro prvni méfitelny
kardinal (Pfikry), konzistenci tzv. Churchovych alternativ pro kontinuum (Hajek),
nedokazatelnost Suslinovy hypotézy (Jech), vysledky o rozkladu metrickych prostort
na i{dké mnoziny (Vopénka—Stépanek [36]), o systémech skoro disjunktnich mnozin
v souvislosti s forcingem ([k]*, C) (Vopénka—Balcar [42]) a obecnou metodu konstrukce
interpretaci teorie mnozin s axiomem fundovanosti v pfipadé, ze analogicka interpre-
tace bez axiomu fundovanosti byla sestrojena permuta¢nim modelem (Jech—-Sochor).
Tvrzeni P. Vopénky a K. Hrbacka [29] dopliiuje Scottitv vysledek o neslucitelnosti
axiomu konstruovatelnosti V = L s existenci méritelného kardinalu: Silné kompaktni
kardinal je neslucitelny s V = LJa], tj. s adjunkci jakékoliv mnoziny ke konstruktivnimu
universu. Uplné bibliografie Vopénkova mnozinového seminaie je obsaZena v pracich
[H2] a [H3].

Jinou historii ma Vopénkiv princip, coz je nasledujici tvrzeni: ,Je-li C vlastni tfida
modelu téhoz jazyka, pak existuji dva prvky A, B € C tak, ze A lze elementarné vnotit
do B (viz [J] nebo [K]). Dulezity vysledek, ze na kazdé nekoneéné mnoziné existuje
strnulé relace [20], se jeho autorim nedafilo zesilit na konstrukci vlastni t¥idy navzdjem
strnulych relaci. Petr Vopénka, nejprve zertem, vyslovil tehdy jako axiom, ze takové
zesileni neexistuje, a odvodil z tohoto principu nékteré diisledky, které povazoval za
malo plausibilni. Doufal, Ze nékdo jeho princip ¢asem vyvrati. AvSak dalsi vyvoj vzal
zert vazné: T. Jech a A. Kanamori zpopularizovali tento problém v zahrani¢i a nakonec
byl Vopénkiv princip zafazen do hierarchie velkych kardinald, mezi superkompaktni
a obii (huge) (viz [J]). Tento princip nalezl Siroké uplatnéni v teorii kategorii [AR].

Vysledky Vopénkova seminaie ocenil jeden z prednich logikti A. Tarski v jednom
dopise takto: ,Nevim, zda v tuto chvili je na svété jiné misto, kde by byla tak pocetné
a sehrana skupina mladych talentovanych pracovniki v zékladech matematiky.“

1) Pro¢ V-model: K. Godel dokézal konzistenci V = L sestrojenim A-modelu, vynechanim
nékterych mnozin, pismeno V zamérné indikuje, ze jde o opac¢ny smeér.
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P. Vopénka se stava autoritou ve védecké komunité i mezi studenty, coz s sebou
prirozené nese také rostouci vliv na fakulté. Roku 1966 se stava prodékanem a ze své
funkce poméha jednak vzniku katedry matematické logiky, jednak novych studijnich
specializaci, algebry, geometrie, topologie a zvlasté teoretické kybernetiky, kterou
jeho katedra garantuje. Dnes jsou nékteii byvali ¢lenové jeho katedry a absolventi
specializace Teoretickd kybernetika viidé¢imi osobnostmi ¢eské informatiky (M. Chytil,
P. Kalagek, R. Kryl, A. Kucera, P. Pudlak, O. Stépankova), jini maji vyznamné
postaveni v zahrani¢i (F. Franék a P. Vojtas).

Koncem sSedesatych let zasahuje do Vopénkova dila poprvé podstatnym zptisobem
politickd situace. Mnozi ¢lenové jeho seminafe se citi v tehdej$im komunistickém
Ceskoslovensku nesvobodni a emigruji, zejména do USA. Tento odchod je umocnén
zejména po invazi do Ceskoslovenska v r. 1968. Jini ¢lenové seminafe se sice rozhoduji
i v dobé normalizace v republice ztistat, ale po hlubokém naruseni ptivodni zanicené
skupiny si za¢inaji hledat vlastni matematickou cestu. V roce 1971 je katedra mate-
matické logiky zrusena a Vopénka ztraci vliv na specializaci Teoreticka kybernetika.

Meznikem mezi druhou a tfeti etapou matematického dila P. Vopénky je kniha
,Teorie polomnozin“, kterou napsal spolu s P. Hajkem [a]. Ze jde o meznik, je
zcela nepochybné, zaroven vsak je tuto knihu mozno pokladat jak za zavrsSeni etapy
interpretaci klasické teorie mnozin, tak také za prvni stupeni Vopénkova neklasického
pristupu k teorii mnozin. Pro prvni zptisob chapani mluvi evidentni vztah k boole-
ovsky hodnotovym modeltim, pro druhou zavedeni pojmu polomnoziny, tzn. podt¥idy
mnoziny, kterd sama nemusi byt mnozinou. Pfitom polomnoziny se stavaji nosnym
pojmem Vopénkova uchopeni teorie mnozin novym zptisobem.

Neklasicky pristup P. Vopénky postupné krystalizuje v prvni poloviné sedmdesatych
let do formovéani alternativni teorie mnozin AST. Tato teorie jiz zcela bez ohledu
na klasickou teorii mnozin formuluje znovu zakladni principy teorie mnozin. Vadéi
myslenkou se stavéa snaha o popis lidského zptsobu nazirani. Z filosofického hlediska
je mozno nahlédnout Vopénkovo ovlivnéni Husserlovou fenomenologii.

Vopénka hled4d kompromis mezi pfijetim a nepfijetim aktualniho nekonecna. Na
jedné strané pokldda akceptaci aktudlniho nekonec¢na za zaujeti pozice Bozi, a tedy
za néco, co naprosto presahuje lidské moznosti. Z tohoto tthlu pohledu se jevi klasicka
teorie mnozin jako teorie, kterd nepopisuje lidské chapéani svéta. Na druhé strané
je pro Vopénku také nepiijatelné prosté omezeni na konecné objekty, protoze pfi
takovém pristupu by se ztratila celd infinitni matematika, kterou nelze zavrhnout
jiz pro jeji nespornou aplikovatelnost. Vychodisko nachazi pravé v rozvinuti ideje t¥id
von Neumanna.

AST je postavena na protikladu mezi koneénym a nekoneénym. Mnoziny jsou
povoleny pouze (formalné) koneéné a nekonecno je akceptovano vyhradné a pouze
ve formé vlastnich t¥id. AST jde zcela védomé proti béznému pojimani Cantorovy
teorie mnozin a navazuje na teorii polomnozin, o které jsme jiz uvedli, ze pripousti
existenci ¢asti mnozin, které nejsou mnozinami samy o sob€. Vopénkova snaha o popis
co nejvice odpovidajici chadpani lidské pozice vede rovnéz k omezeni po¢tu mohutnosti.
Vopénka si totiz klade otazku, kolik druhti nekonecna je skutecné bezpodmineéné
zapotfebi. Je vseobecné znamo, ze Cantor pfijimé do teorie mnozin predpoklad, ze
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pro kazdou mnozinu existuje systém jejich podmnozin jakozto mnozina. Ptijeti tohoto
predpokladu (spolu s principem existence alespon jedné nekoneéné mnoziny) si jiz
vynuti neomezené mnoho rtznych nekonecen v dusledku Cantorovy véty. Pii Vopén-
kové pristupu mame spocetnost reprezentovanou jednim typem t¥id. Velice podobné
jako v ptipadé klasické teorie mnozin se ukéze, ze musi existovat dalsi typ nekonecna
odpovidajici kontinuu, tedy mohutnosti realné pfimky. Vétsi pocet nekonecen jiz vsak
neni vynucen, a tedy snaha zastavit tvorbu nekonecna na co nejnizsi hladiné vede
Vopénku k ptijeti predpokladu, Ze existuji pravé dva typy nekonecna, totiz spocetno
a kontinuum.

jde o jisty pozadavek saturovanosti, ale podstatna je filosofickd motivace tohoto prin-
cipu. Pti pohledu k horizontu si predstavujeme, Ze jev blizici se k horizontu musi i za
nim alespon chvili pokracovat stejnym zpusobem. Snahou je matematizovat takovouto
lidskou predstavu o moznosti prekracovani horizontu a pravé matematizace tohoto
fenoménu zapiic¢inuje v AST existenci ¢asti mnozin, které samy mnozinami nejsou.

P. Vopénkovi se podatilo podruhé vytvorit skupinu rozpracovavajici tyto jeho ideje.
V Praze to byli zejména K. Brazdova-Trlifajova, K. Cuda, B. Kussova-Vojtaskova,
J. Mlcek, J. Sgall, A. Sochor, A. Vencovska-Paris a J. Witzany, na Slovensku zejména
J. Gurican, M. Kalina a P. Zlatos. Tentokrat se vSak jiz zapojili i zahrani¢ni spolu-
pracovnici, kteri do Prahy dojizdéli tu na kratsi, tu na delsi pobyty. Byli to zejména
N. Prati a C. Markini z Italie, A. Tzouvaras z Recka a M. Ragkovi¢ z Jugoslavie.

Uceleny popis svych pfedstav o novém pojeti teorie mnozin publikoval P. Vopénka
v knize [c]. Na ni navazuje série ¢lankt dalsich ¢lent seminéafe, publikované od r. 1979,
zejména v Casopise Comment. Math. Univ. Carolinae (Vopénka je mnohdy spoluau-
torem). Uceleny piehled vysledkii celého seminéfe byl zpracovéan v pfehledné praci
[CSZ].

V AST byla rozpracovana fada témat. Slo jednak o alternativni p¥istupy k témattim
popisovanym v klasické teorii mnozin a jednak o problematiku vyvolanou vlastni
potiebou rozvijeni AST. Do prvni skupiny patii zejména konstrukce topologickych
prostorti pomoci ekvivalenci nerozlisitelnosti (Vopénka [c, 45]), zkoumani jejich metri-
zovatelnosti (Mléek) a dimenze (Sgall-Witzany), riizna alternativni pojeti miry (Cuda,
Kalina—Zlatos, Tzouvaras) a reformulace nestandardnich metod (Vopénka—Sochor
[44]). Do druhé skupiny jest zafadit napf. popis pohybu v topologickém prostoru
véetné jeho diskretizace (Vopénka [c]), posunovani horizontu (Vopénka—Sochor [50]),
zkouméani vnitfnich modeld AST (Vencovskd, Tzouvaras), vyzkum zékladnich ekvi-
valenci (Cuda—Vojtéskova, Mléek). Navic byly zkoumany metamatematické problémy
AST (Sochor, Vencovska).

V Praze bylo planovano Logic Colloquium v r. 1980 a mimo jiné byly pfipravovany
prednasky, jejichz cilem bylo seznamit sirsi matematickou obec s dosazenymi vysledky
v AST. V tomto okamziku vSak podruhé zasihla do Vopénkova osudu politicka situace.
Zatceni neohrozeného bojovnika proti komunismu, filosofa a matematika V. Bendy
vyvolalo podpisovou protiakci mezi matematiky a komunistickd moc ve strachu pred
protesty zakazala konani této konference kratkou dobu, asi 3 tydny, pred jejim zaha-
jenim. Prezentace AST v predpokladané mohutné podobé se tedy nikdy nekonala.
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Vedle pfimé tviarci prace v matematice se Vopénka také vénoval a vénuje historii
matematiky. Nejde o bézné pojeti historie, ale spise o ukazovani vidéich myslenek
urc¢itého obdobi a promysleni jejich odkazu do doby soucasné. Pozornost P. Vopénky
se zaméfovala zejména na geometrii a pak na pocatky teorie mnozin, zvlasté na odkaz
B. Bolzana. Velice podnétnym zptisobem se mu napt. podafilo popsat rozdily mezi
pojetim B. Bolzana a G. Cantora a poukazat na to, ze myslenkovy odkaz Bolzantv
jesté zdaleka nebyl dostatecéné reflektovan. Rozpracovani této Vopénkovy myslenky
jesté cekd na naplnéni.

Své prispévky k historii matematiky zacal Vopénka r. 1983 predcitat na tzv. filoso-
fickém seminafi konaném na MFF. Velice brzy ale umoznil mnoha dalsim osobnostem
konat prednisky na jeho seminaii. Casto $lo o myslitele, ktefi nemohli svobodné
prednaset na vysokych skolach (S. Sousedik, J. Polivka, Z. Neubauer, R. Palous,
P. Rezek), a proto se Vopénkuv filosoficky seminaf celou dobu aZ do pfelomového
roku 1989 pohyboval na hranici povoleného — politickou reprezentaci nékdy trpén,
jindy omezovan. Lze doloZit, Ze byl prostfednictvim studenti-agentt sledovan Statni
bezpecnosti.

Kromé historie a filosofie se P. Vopénka vénoval také otazkam pedagogiky. Mno-
hokrat konal prednasky pro ucitele matematiky. Véfil, ze rozsifeni obzoru uciteli se
nutné promitne do zvySeni Grovné znalosti studentti.

V r. 1996 vydavad Analysu [j]. V ni se snazi pfibliZit co nejvice piivodnimu pojeti
analyzy nekonecné malych veli¢in v pojeti Leibnize a Newtona. Pochopitelné je toto
pojeti jiz hluboce ovlivnéno jednak nestandardni analyzou a jednak zkusSenosti z prace
v AST.

Potteti zasahuje do Vopénkova zivota politika koncem r. 1989. Az v roce 1990, po
padu komunismu, je Petr Vopénka jmenovan profesorem. V ¢ervnu roku 1990 se stava
¢lenem v1ady ve funkci ministra skolstvi CR. SnaZi se pozvednout kolstvi z poslusného
nastroje komunistické moci na spolutviirce ceské vzdélanosti. Za tento sviij pristup je
jednémi oceriovan a druhymi zcela odmitan.

Po skonceni funkéniho obdobi ve vladé se Petr Vopénka vénuje se zvysenou in-
tenzitou historii matematiky. Publikuje dalsi dily Rozprav s geometrii [f, g, h, i
a prinasi objevné postfehy o vlivu katolického baroka na matematiku, zvlasté pak
na teorii mnozin [k]. V roce 1998 prezident republiky udélil Petru Vopénkovi statni
vyznamenani, medaili Za zasluhy.
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Obaly a pokryti v teorii modulil

Jan Trlifaj, Praha

Abstrakt. Teorie modult zahrnuje nékolik vyznamnych oblasti moderni matematiky.
Ué¢innou metodou popisu modul? jsou aproximace: obaly a pokryti modulti. Za p¥ispéni
Ceskych matematikti se v roce 1999 podafilo vyresit jeden z nejznaméjsich problémi
o aproximacich — hypotézu existence plochych pokryti moduléi (FCC). Clanek je véno-
van nastinu teorie obali a pokryti moduli, metoddm vyvinutym pro dikaz FCC a jejich
aplikacim.

Uvod s trochou historie

Pod pojmem ,modul®“ si vétSina z nas predstavi ¢ast kosmické lodi. Informatici
terminem ,modul® rozuméji ¢ast vétsiho programového celku s presné definovanym
rozhranim. V klasické matematice slovo ,modul® znamenalo ¢iselnou charakteristiku
objektu.
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