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Matematické teorie pojistovani

Petr Mandl a Lucie Mazurovd, Praha

V pfispévku je pojednédno o matematickém modelu nezivotniho pojistovani, ktery
rozvijime na Matematicko-fyzikalni fakulté UK ([1]-[4]). Na této ¢innosti se podileji
doktorandi a diplomanti ([5], [6]). Model je soudasti vyuky pfedmétti Vécné pojis-
téni a Ucetnictvi II ([7], [8]) a je zahrnut do vyzkumného zadméru MSM 113200008.
Byl pouzit ministerstvem financi pfi kontrole obchodnich plani pojistoven zadajicich
o licenci na pojisténi odpovédnosti z provozu motorovych vozidel. Zavedeni poméru
kapitalové pfimérenosti je zde publikovano poprvé.

V odstavcich 1, 2 i dale poskytujeme ve zkratce ctenaii SirSi pohled na teorie
pojistovani. Zésady, které uvadime pro nezivotni pojisténi, lze uplatnit téZ na rizikovou
slozku pojisténi zivotniho.

Prof. RNDr. PETR MANDL, DrSc. (1933), a RNDr. LuciE MAZUROVA, Ph.D. (1970),
oddéleni financ¢ni a pojistné matematiky, katedra pravdépodobnosti a matematické statistiky
MFF UK, Praha.
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1. Teorie pFeneseni rizika

Pojistovny prejimaji za tplatu kryti ndhodného rizika, které je vymezeno pojistnou
smlouvou. Z pohledu matematika je pojistné riziko ndhodnou veli¢inou X, predstavu-
jici vysi pojistného plnéni. Uhradou za pievzeti rizika je obvykle pevna ¢astka P,
jistotny ekvivalent rizika. Jelikoz prozatim neuvazujeme dalsi naklady, mizeme P
nazyvat pojistnym.

K posouzeni, jak vysoké ma pojistné byt, si predstavme osobu A postupujici riziko X
osobé B, za coz B obdrzi od A ¢astku P. Kdybychom pfenos rizika chapali jako
spravedlivou hru, bylo by

P=EX.

Takto zvolené P predstavuje ryzi pojistné. Jednou ze zasad racionalniho chovani je
averze k riziku. Zde slovo riziko ma obecny vyznam nejistoty vysledku. B bude proto
k EX pozadovat rizikovou prirazku, v nejjednodussim tvaru

P=(1+9)EX. 1)

Odchylka od stfedni hodnoty je nejcastéji vyjadfovana rozptylem nebo smérodatnou
odchylkou
Var X = E(X —EX)? VVarX.

Proto miize byt téz

P=EX+ pgvVar X (2)
nebo
P=EX + @ Var X. (3)

Elementarni teorie vymény rizika nazyva (1) principem stredni hodnoty, (2) princi-
pem smérodatné odchylky a (3) principem rozptylu pro stanoveni pojistného.

Dalsim krokem je zavedeni do ivah ocekdvaného uZitku. Tento postup navrhl jiz Da-
niel Bernoulli (1738) pro vysvétleni zndmého Petrohradského paradoxu, kdy EX = co.
Pfedpoklddejme, ze osoba B hodnoti svou finané¢ni situaci funkci w(zx), slovy vyjadieno
kapitdl 2 mé pro ni uzitek w(x). Jeji kapital pfed pfevzetim rizika budiz u. Pokud
ocekavany uzitek B ze smlouvy s osobou A spliiuje

Ewlu+ P —X) 2 w(u),

neni smlouva pro B nevyhodnéa. Dospiva se tak k principu nulového uzitku pro stano-
veni P, neboli k rovnici

Ew(u+ P —X) = w(u). 4)
Pro
w(x) =1—exp(—bx), b>0, (5)
vychazi
P= % InE exp(bX). (6)
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(6) byva nékdy nazyvano Esscherovym principem stanoveni pojistného.
PovSimnéme si, ze funkce (5) je konkavni. Tato vlastnost vyjadiuje averzi k riziku.
Podle Jensenovy nerovnosti totiz pro konkavni w(z) a ndhodnou veli¢inu n plati

w(®En) 2 Bw(n).
Mirou averze k riziku osoby B, m&-li kapitdl z, je podil —w"”(x)/w’(z), coz je kon-
stanta b v piipadé (5).

Pojistovny postupuji riziko nebo jeho ¢ast zajistovnam, které si déle rizika vymeénuji.
Sirsi formulace prenosu rizik pochazi od K. Borcha (1919-1986).
Méjme n osob (pojistnici, pojistovny, zajistovny)

Ci, Co, ..., Cy, (7)
které si vyménuji rizika
Xy, Xo, ... X, (8)
Budtez
w(x), .oy we(T);  wr, ..., up

jejich uzitkové funkce a pocatecni kapitaly.
Osoby (7) uzaviou s cilem zvysit ocekdvany uzitek smlouvu o zdméné rizik. Smlouva
spociva v definici transformace

[yl(scl,...,mn)7...7yn(x17...,mn)]7 ©)
kde y;(x1,...,z,) jsou Skodni nédklady osoby C; pfi
Xi=xz, ..., X,=uz,, (10)
jinak Teceno, je to platba C; do pojistného poolu. Musi platit
y1(x1, .oy xn) ot yn(T, . xn) =21+ -+ Ty

Ocekévany uzitek C; je
ij (Uj — yj(Xh e 7Xn))

Smlouva se povazuje za optimdlni v Paretové smyslu, kdyz zadné osobé nelze oce-
kavany uzitek zvysit bez sniZzeni ocekavaného uzitku osoby jiné. Takové smlouvy
charakterizuje nasledujici tvrzeni.

Borchova véta. Smlouva (9) je Pareto optimdlni, pravé kdyZ existuji nezdporné kon-
stanty ki, ..., k, tak, Ze pro skoro vSechny realizace (10) plati

kjwi(uj — yi(2e, ... 20)) = kiwi (v — (21, ..., 20)), j=1,...,n.
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Pro ilustraci uvedme tento disledek Borchovy véty. Maji-li osoby (7) uzitkové funkce
tvaru (5), potom Pareto optimalni zdmény rizik maji vyjadreni

Yi (1, 20) = (21 + -+ 20)g5 + y5(0),

kde kvoty q; jsou nepfimo tmeérné parametriim rizikové averze ucastnikd poolu,
zatimco platby y;(0) jsou pfedmétem vyjedndvani.

V Borchové modelu se ¢ini predpoklady, ze vSechny osoby pouzivaji stejné rozlozeni
pravdépodobnosti rizik (8) a poctivé hlasi své uzitkové funkce ([9]).

2. Teorie ruinovani

Model, ve kterém se uvazuje posloupnost skod vznikajicich v celém kolektivu rizik
bez ohledu na individualni pojistné smlouvy, je znam pod nazvem kolektivni model
teorie rizika.

Jiz. dlouhou dobu je ustfedni tematikou teorii pojistovéni pfidéleni prostiedki
pojistnym odvétvim. Koncem minulého stoleti vznikla teorie stability zaméfend na
pripad, kdy X je souctem kolektivu rizik. Pojistné se predpoklada stanovené podle
principu (1). Stabilita je vyjadfena podilem

(u+9EX)/vVar X. (11)

Z Cebysevovy nerovnosti nebo uzitim aproximace normalnim rozlozenim vyplyva, jak
lze pomoci (11) omezit pravdépodobnost nedostatku prostfedk na kryti skod

P(u+P—X <0). (12)

Zaklady teorie ruinovdnd jsou spojeny se jmény F. Lundberga (1909) a H. Craméra
(1930).

Ustiedni charakteristikou, uzivanou k posouzeni rizikovosti uvazovaného pojistného
odvétvi, je pravdépodobnost ruinovdni. Je obdobou pravdépodobnosti (12), uvazujeme-
-1i ¢innost pojistovny v delsim ¢asovém horizontu. Pojem ruinovéani oznacuje situaci,
kdy je pro pokryti skod v daném odvétvi tfeba dodatec¢nych kapitalovych prostredki.

Jedna ze zékladnich formulaci modelu teorie ruinovani vychazi z predstavy, ze pojis-
tovani bude probihat za stejnych podminek po nekoneéné dlouhou dobu a Ze sledujeme
vy&i prostiedkil pojistovny vzdy v diskrétnich éasovych okamzicich (napiiklad na konci
kazdého roku). Tuto vysi na konci roku ¢, ¢ = 1,2, ..., miZeme vyjadfit vztahem

Ui=u+Pt— (X1 4+ + X3), (13)

kde u je pocatecni vyse prostiedkl pridélenych uvazovanému odvétvi, P je pojistné
za, jeden rok, X; predstavuje celkovou vysi Skodnich nékladd v roce i.

Predpoklad neménnosti podminek pojistovani se odrazi ve skutecnosti, Ze pojistné P
se v Case neméni, a je vyjadfen rovnéz predpokladem, ze ndhodné veliciny X, Xo, ...
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maji stejné rozlozeni. Dale predpokladame, ze Skodni tthrny v jednotlivych letech jsou
vzajemné nezavislé.

Pr1i studiu pravdépodobnosti ruinovani se obvykle vyznacuje jeji zavislost na poca-
tecnim kapitalu w,

¥(u) = P(U; < 0 pro ngjaké t € {1,2,...}). (14)

Teorie ruinovani se zabyva odvozenim asymptotickych vztahi a odhad® pravdépo-
dobnosti ruinovani v modelu (13) i v dalsich modelech, nap¥iklad pfi sledovani vyse
prostfedkt U; ve spojitém case ¢i v omezeni na konecny casovy horizont. Jeden ze
zakladnich vysledka je vyjadien Lundbergovou nerovnosti

Y(u) < e v, (15)

kde R je kladné cislo, nazyvané adjustacni koeficient. Hodnota R se ziska jako kladné
feSeni rovnice
e "My (r) =1, (16)

kde
MX (’I“) =E eTX

je momentova vytvorujici funkce rozlozeni nahodnych veli¢in X1, Xo,...

Pouziti (15) je tedy mozné pro takové rozloZeni skodnich thrnt, pro néz ma (16)
kladné feseni, a adjustacni koeficient zavisi na parametrech tohoto rozloZeni i na veli-
kosti rizikové pfirdzky obsazené v pojistném. Z (15) vyplyva, ze adjustacni koeficient
je mirou rizika, jeho nazev souvisi s pouzitim této hodnoty k posouzeni spravnosti
a k upravé (adjustaci) rizikové prirdzky, pfipadné k posouzeni parametr rozlozeni
Skodnich thrnt v zavislosti na zvoleném typu a mife zajisténi.

Kolektivni model rizika vychazi z pfedstavy, ze vyse jednotlivych skod vznikajicich
v rizikové homogennim pojistném kmeni urc¢itého pojistného odvétvi 1ze povazovat za
vzajemné nezavislé a stejné rozlozené nahodné veli¢iny. Proto se pouziva v rozborech
podnikéni v neZivotnim pojisténi, kde jsou obvykle vyse skod hrazenych pojistovnou
nahodné.

Pro ro¢ni thrn skod kolektivni model teorie rizika Casto pouzivd predpokladu
sloZeného Poissonova rozloZent,

N
j=1

kde ro¢ni pocet skod N méa Poissonovo rozlozeni a vyse jednotlivych skod &1, &o,. ..
se povazuji za vzajemné nezavislé a stejné rozlozené nahodné veli¢iny nezavislé na N.
Uvedme feSeni (16) v piipadé, kdy skody &1,&,... maji exponencidlni rozloZeni
o hustoté ae %, = 20, « >0, a pojistné P je stanoveno podle (1):

Ja
R=——.
1+
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V modelu s jinym nez exponencidlnim rozlozenim vysi skod se obvykle pouziva
pribliznych vyjadieni adjusta¢niho koeficientu. Napriklad uzitim Taylorova rozvoje
momentové vytvorujici funkce Mx (r) v okoli nuly se dostane

20 EX
r= Var X

Pfiblizime-1i pravdépodobnost ruinovéani jeji horni mezi z (15), pak p¥i pozadované
vysi Y(u) = € dostdvame

u oL (1) 1 Var X

EX 20 (EX)?° (17

€
(17) vyjadfuje potfebnou pocateéni vysi prostfedkit v ndsobcich ro¢niho ryziho po-
jistného, posledni zlomek na pravé strané je druhou mocninou varia¢niho koeficientu
rozlozeni $kodnich thrnt.

3. Modelovani solventnosti

Klasicka teorie ruinovani, popsand v predchozim odstavci, se omezuje na studium
jednoho aspektu pojistovaci ¢innosti, kterym je pojistné technické riziko vyplyvajici
z ndhodného charakteru skod hrazenych z pojisténi. Pojistovna je ve svém podnikani
ovlivnéna fadou dalsich faktort, které uvedeny matematicky model zanedbava. Mezi
nejvyznamnéjsi z nich patfi vynosy dosahované investovanim aktiv. Vedle nakladi
na $kody mé pojisfovna spréavni naklady spojené se svym provozem, plati dané
a dividendy akcionaitim.

Vyznamnym prvkem v hospodafeni pojistovny je tvorba a pouziti technickych re-
zerv, predepsanych zékonem. V fadé odvétvi nezivotniho pojisténi je obvyklé i viceleté
zpozdéni v hlaSeni a thradé vzniklych Skod. Pojistovna je nucena vytvéafret rezervu
odpovidajici odhadu plnéni, ktera jesté budou vyplacena za skody vzniklé v minulych
obdobich, kdy za jejich kryti obdrzela pojistné. Tento typ technické rezervy budeme
v dalsim textu nazyvat skodni rezervou. Rezerva nezaslouZeného pojistného je na
konci tcetniho obdobi rovna ¢asti pojistného ze smluv uzavienych v minulosti, ktera
ma slouzit ke kryti rizika v budoucich téetnich obdobich. Naptiklad ro¢ni pojistné
zaplacené v poloviné roku odpovida kryti rizika i v roce nasledujicim.

Solventnosti pojistovny se rozumi jeji schopnost dostét zéavazkim vyplyvajicim z po-
jistnych smluv. K pokryti ndkladt na skody (zahrnujicich i tvorbu technickych rezerv)
a dalsich nékladt mé pojistovna k dispozici vedle pojistného volné prostredky, které
v této souvislosti nazyvame rizikovou rezervou. Jsou to prostiedky, které nejsou vazany
zadnymi zndmymi zavazky, zejména mezi né nepatii prostiedky technickych rezerv.
Vyse volnych prostfedkt je pravidelné sledovana statnim dozorem nad pojistovnami
a jeji dostatecnost je posuzovana podle metodiky zohlediujici rizikovost a objem
obchodu v jednotlivych pojistnych odvétvich.

Dilezitym smérem v oblasti modelovani ¢innosti pojistovny, umoznénym rozvo-
jem vypocetni techniky, jsou simula¢ni modely. Vyznamnéjsi modely byly vytvofeny
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v 80. letech finskou skupinou experti vedenou T. Pentikdinenem a britskou skupinou
vedenou C. D. Daykinem. Simula¢ni modely obsahuji fadu pfedpokladt tykajicich
se zminénych aspekti pojistovaci ¢innosti, z nichZ nékteré maji povahu determi-
nistickych scénéri, jiné jsou stochastickymi modely pro simulaci nahodnych velicin,
predstavujicich vyse skodnich nakladh ¢i vynosy z investic v simulovanych obdobich.
7Z provedené fady simulaci se usuzuje na pravdépodobnost vyskytu zaporné hodnoty
rizikové rezervy ve vytceném casovém horizontu.

Nevyhodou simula¢nich modelt mtze byt jejich neprehlednost, zptsobena velkym
mnozstvim volenych parametrd. Zavislost na jednotlivych parametrech nemusi byt
z vysledku zfejma. V dalsim vykladu struéné popiseme matematicky model, v némz
se snazime témto nedostatkim vyhnout. Modelujeme vyvoj rizikové rezervy urcitého
odveétvi nezivotniho pojisténi.

Ozna¢me U; vysi rizikové rezervy na konci roku t a Uy = u jeji pocatecni vysi.
Chceme stanovit nejmensi hodnotu u, pro niz bude rizikova rezerva nezaporna v ho-
rizontu n let s dostateéné vysokou pravdépodobnosti.

Predpokladejme konstantni miru vynosu z investic ¢. Volba rizné vysoké vynosové
miry v riznych letech neni vyznamnou komplikaci, znamené pouze slozitéjsi zapis
prislusnych formuli. Model, ktery pracuje s mirou vynosu jako s ndhodnou veli¢inou,
bude pro jednolety horizont vylozen v odstavci 4. Déle predpokladame, Ze mira
vynosu i je jiz o¢isténa od dani a dividend akcionart. Lze psat

U=Q+)U1 — 1+ X+ (1L+0) P8, — as)

— [T — (L +i)Tiq] =[St — (1 +14)Se-1],
kde X; znaci celkovou vysi pojistnych plnéni vyplacenych v roce t, B; pojistné po
odec¢teni ndkladové slozky (¢ast pojistného predepsaného v roce t uréend ke kryti
skod), T; a S; vysi Skodni rezervy a rezervy nezaslouZeného pojistného na konci
roku t. Uvazujeme pouze tyto dvé nejvyznamnéjsi technické rezervy v nezivotnim
pojisténi. V (18) predpokladame, Ze spravni ndklady jsou pokryty plné nakladovou
slozkou pojistného. Déle uzivame parametr v jako praimérny okamzik v roce, k némuz
vztahujeme vyplatu pojistnych plnéni, a 3 jako prumérny okamzik platby pojistného.
Pfi rovnomérném rozlozeni vsSech plateb béhem roku je v = 3 = %

Pro uréeni vstupnich parametrt modelu (18) je t¥eba specifikovat dalsi predpo-
klady tykajici se pojistného a plateb za Skody. V nékterych odvétvich je naptiklad
realny predpoklad, Ze pojistné je placeno na obdobi nejvySe roc¢ni, nezaslouzena ¢ast
pojistného je tedy zcela spotfebovana v nésledujicim ucetnim roce. Oznacime Céast
pojistného zaslouZenou krytim rizika v roce ¢t symbolem BY , nezaslouzenou ¢ast B;.
Pak je

S, = B}. (19)
Pro popis vyvoje skod v ¢ase budeme predpokladat, Ze maximalni mozné zpozdéni ve
vyplaté skod je r let. Oznaéme Y; ; platby v roce ¢ + j za 8kody z roku ¢ (platby ve

vyvojovém roce j) a specidlné
Y, =Yio.
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P1i vypoctu vyse skodnich rezerv se ¢asto uziva predpokladu, ze vyplaty skod z jed-
notlivych let se déli do vyvojovych rokt v konstantnich proporcich. Zahrneme-li do
modelu ndhodné odchylky od tohoto ocekdvaného vyvoje, muzeme tuto predstavu
vyjadrit vztahem

Y;Zj :dj(Yt—f—et,j) j=1...,n (20)

kde dy,...,d, jsou parametry Sskodniho vyvoje stanovené na zakladé zkusenosti s da-
nym odvétvim. O ndhodnych veli¢inach {e; ;} pfedpokladame, zZe jsou nezavislé na-
vzajem a na vsech {Y;}.

Za uvedenych predpokladi Ize vyjadrit thrn pojistnych plnéni vyplacenych v roce ¢
ve vztahu (18) souctem

Xt:Yter1th1+"'+drYt—r+Zt, (21)

kde
Zy=dieq—11+ -+ drep—p .

Skodni rezerva na konci roku ¢ je rovna oéekavané hodnoté budoucich plateb za skody
vzniklé do konce roku t pfi zndmé vysi plateb v minulosti. Vzhledem k (20) je

T, =Y D1+ Y, 1Do+ -+ Y, 1Dy, (22)

kde
Dpy=dy+---+d.,, k=1,...,r

Dosazenim (19), (21) a (22) do vztahu (18) dostdvame rekurentni vyjadfeni rizikové
rezervy ve tvaru

Us=1+)U—1+aYe + a1+ +a Yy + b — (L+0) 772, (23)
kde koeficienty
ao=—(1+i)""7+D1), ar=iDp—dp((1+4)'7 1), k=1,...,m

jsou definovany na zakladé predpokladané vynosové miry, predpokladaného skodniho
vyvoje a pramérného okamziku plateb za Skody a posloupnost

by = By(1+i)' 7 + [B}_,(1 +i) — B}]

zavisi vedle vynosové miry a primérného okamziku plateb pojistného na posloupnos-
tech {B;}, {BY} a {B}}, které povazujeme za deterministické scénaie. Modelovani
podle (23) zac¢ind rokem 1, proto povazujeme hodnoty Yy, Y_1, ..., Y_, 1 za zndmé
konstanty.

Model popsany vztahem (23) mutiZzeme pouzit k FeSeni tlohy nalezeni minimdlni

pocatecni vyse Uy = u spliujici

PU;z20)z21—¢, t=1,...,n, (24)
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kde ¢ je zvolené dostatecné malé ¢islo. Pfi platnosti (24) je
PUZu)=1—¢, t=1,...,n, (25)

kde u; 20,t=1,...,n.

K nalezeni u; spliiujicich (25) lze pouzit nékterého piibliZzeni rozlozeni ndhodnych
veli¢in Uy, zaloZzeného na znalosti jejich momentti. Pro aproximaci rozlozeni s nezane-
dbatelnou sikmosti se casto uziva NP2-aprozimace, z niz plyne

up ~ BUy — [21-c — n(2i_. —1)/6]\/Var Uy, (26)

kde
@(2;1,5) =1-c¢, (27)

& je distribu¢ni funkce rozlozeni N(0, 1). ~; znaéi koeficient Sikmosti
v = B(Uy — EU,)? /(Var Uy) /2.

Z rekurentniho vztahu (23) 1ze odvodit vyjadieni

t—1 r—1
Up=(1+0)Uo+ Y (1+0)F Y+ Y (1+1) (A — AV —

k=0 j=0

-1 -1 (28)

— @)Y O Zek + Y A+ ) b,
k=0 k=0
kde
Ay =ao+ A +i)tar+...+Q+i)Fap, app1=---=0.

Pouze druhy a ¢tvrty ¢len na pravé strané (28) jsou ndhodné. Za predpokladu, ze
ndhodné veli¢iny {Y;} jsou vzdjemné nezdvislé, lze z (28) snadno vyjadfit rozptyl
Var Uy a tieti centralni moment E(U; —EU;)? s vyuzitim aditivity téchto charakteristik
pro nezavislé ndhodné veli¢iny. K vypo¢tu momentt U; je tfeba specifikovat, pomoci
parametri odhadnutych z dat o $kodach v minulosti, prvn{ tfi momenty veli¢in {Y;}
a {Z;}. Z (28) je rovnéz ziejmé, Ze hodnoty u; ziskané z (26) zavisi na pocateéni vysi
rizikové rezervy pouze prostiednictvim EU; a tato zavislost je linearni s koeficientem
(1 + i)t. Pro nalezeni minimalni po¢dte¢ni vyse rizikové rezervy potiebné k zajisténi
splnitelnosti zévazki vyjaddiené podminkou (24) zfejmé stadi vypocitat podle (26)
hodnoty u; odpovidajici libovolné zvolené pocatecéni vysi rizikové rezervy 4. Hledanou
minimalni pocatecni rizikovou rezervou je

u=1u—min(l + i)~ .

4. Teorie alokace kapitalu

Hodnoceni investic byvé, zejména pod vlivem praci H. Markowitze (1959), redu-
kovano na analyzu smérodatné odchylky a ocekavané hodnoty kapitalového vynosu.
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Podle Markowitzovy teorie parametry (o, r) efektivni investice lezi na pfimce kapitd-
lového trhu, vychazejici z bodu (0, ry) prislusejiciho bezrizikovym aktiviim (napfiklad
statni pokladni¢ni poukazky) a prochézejici bodem M o soufadnicich (o, ), ktery
charakterizuje trh cennych papirt. K tomu viz obrazek 1. Parametry nad piimkou
kapitalového trhu jiz nelze realizovat pouze finanénimi investicemi. Pfedpoklada se,
7e kladna i zdporna mnozstvi bezrizikového aktiva lze bez omezeni koupit.

-

0 Wz c Obr. 1.

Z tohoto hlediska se budeme zabyvat rozhodovanim, zda vlastnik pojistovny méa uzit
volné prostredky jako rizikovou rezervu nového odvétvi pojisténi, nebo je investovat
na kapitalovém trhu.

Pojistovna posuzuje situaci, kdy kmen nového pojisténi ma jiz velikost odpovidajici
cilovym predstavam. Ozna¢me u pridélené volné prostiedky, AU docileny vynos.
Obdobné jako v pfedchozich odstavcich je pozadavek splnitelnosti zavazkd definovan
nerovnosti

P(AU £ —au) L g, (29)

kde a > 0. Jsou-li splnény podminky pro pfiblizeni normélnim rozlozenim, miiZzeme
psat

P(AU £ —au) = P((AU — EAU)/VVar AU < —(au + EAU) /v Var AU) ~
~1—&((au+ EAU)/VVar AU).

Aby platilo (29), musi vyraz v posledni zavorce byt vétsi nez z; . spliiujici (27), neboli

EAU Vv Var AU
— —a

g Zl1—¢
U u
Klademe-li
v Var AU EAU
c=—"7#9-H—, r= , (30)
U U
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vidime, ze bod A o soufadnicich (30) nesmi lezet pod polopfimkou p, kterou jsme
rovnéz znazornili na obrazku 1. Lze ji nazyvat primkou kapitdlové primérenosti. Pokud
A je rovnéz nad pifimkou kapitalového trhu, jsou divody o zavedeni nového pojisténi
uvazovat.

Vychodiskem k rozlieni rtiznych variant projektu muize byt uzitkova funkce, defi-
nujici soustavu k¥ivek indiference. Uzitek z vynosu nechf je méfen kvadratickou funkci

V(AU /u) = b+ cAUJu — d(AU Ju)?.
Ocekavany uzitek je
EV(AU/u) = b+ cr — d(r* + o?).
Krivky indiference
EV(AU/u) = const.

jsou znazornény na obrazku 1.

Ponechali jsme stranou otdzku dani. Nerovnost AU < —au v (29) znamend, Ze
vysledkem je ztrata a neni darova povinnost. Pfedpokladame-li konstantni danovou
sazbu, mtZzeme proto porovnavat vynosy pfed zdanénim.

Analyza parametr (30) pfedpokladd zavedeni investi¢niho rizika do matematic-
kych modeli. V tomto sméru doplnime model vylozeny v odstavci 3. Zpiisob, jakym
postupujeme, byl ovlivnén zejména pracemi R. Schniepera ([10], [11]).

Model ocenovani kapitalovych aktiv vyjadiuje vynosy z aktiv linedrni regresi na
vynosu z bezrizikového aktiva a trzniho portfolia. Ocekavany vynos z cenného papiru
je dan vztahem

ri =71f 4+ Bi(rm —1¢). (31)

Regresni koeficient 3; je dilezitou charakteristikou vazby aktiva na trh cennjch papirt.

Soucasnd metodika finan¢ni kontroly jednotlivych spole¢nosti v rdmci pojistovaciho
holdingu spoc¢iva ve stanoveni kapitalu potfebného na kryti rizik prevzatjch spo-
le¢nosti. Cena kapitalu se stanovuje podle slozeni investi¢niho portfolia spolecnosti
na zékladé formuli (31) jednotnych pro urcity region. Vynos po zdanéni prekracujici
cenu kapitalu predstavuje pridanou ekonomickou hodnotu, podle které je vykonnost
spolecnosti posuzovana.

Poradenské firmy, z nichZ nejznaméjsi je Standard and Poor’s ([12]), nabizeji soft-
ware na urceni potfebného kapitdlu podle sloZeni aktiv a podle pojistovacich aktivit
spole¢nosti. Podstatu tlohy je vSak nutno ozfejmit na modelu, ktery ukazuje zasady
alokace kapitalu.

Navazeme na vyklad v odstavci 3. Budeme modelovat vynos dosazeny za jedno
obdobi pojistovnou provozujici, pro jednoduchost vykladu, jeden druh pojisténi, na-
ptiklad Zivelni pojisténi budov. Uc¢inime pfedpoklad, Zze vynos z investic je ndhodna
veli¢ina I, a pouzijeme jednoduché troceni. Mame proto

apg = —(1+D1+(1—fy)[), ap =IDp, — (1 —7)Idy, k=1,...,7
by = By + By + 1(Bj + (1 - B)By).
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Volné prostiedky sektoru budtez Uy a necht jsou zndmy hodnoty

}/0 = Yo, ey Y7T+1 = Y—r+1-
Z (23) pak po tpravéch plynou vztahy

EAU =EI(Uy+ A) + By + B} —EY(1+ D;) —EZ, (32)
AU =EAU + [I - EI|(Up + A) —
—[Y-EY](14+ D1+ (1—~)EI) - (1-~)[Y —EY][ —EI] -
—[Z-EZ](1+ (1 —~)EI) — (1 —7)[Z - EZ][I - EI], (33)

kde

A= B+ (1 =pB)Bi+yoDi+ - +y1-+Dy —
— (L= (yody + -+ y1-pd, + EY + EZ).

Pfi spravném odhadu $kodnich rezerv je EZ = 0. Mzeme pak podle (32) psét
EAU = E; + Es,

kde E; je ocekdvany vynos z investic a Fy ocekdvany technicky vysledek. Nahodné ve-
liciny I, Y, Z predpokladejme vzdjemné nezavislé. Potom jsou ¢leny pravé strany (33)
nekorelované. Rozptyly ¢asti napsanych na jednotlivych fadcich predstavuji rozklad
rizika
Var AU = Ry + R2 + R3
na slozky vyjadrujici investi¢ni riziko, technické riziko a riziko vyvoje skodnich rezerv.
Rekneme, Ze pojisfovna ma kapitalovou priméfenost 100 %, lezi-li

vVVarAU EAU
Uy Uo

na vyse definované p¥imce kapitalové primérenosti, neboli plati
Uop = (z1-cVVar AU — EAU) /a =

3
= (21-cRi/VVar AU — E;)/a = C1+ C3 + C4.
i=1
Zde jsme scitance oznacili symboly uzivanymi pro pfislusna rizika. Neuvazujeme
avérové riziko C'2 a rovnéz ostatni obchodni rizika.
Pomér kapitdlové primérenosti pojistovny je definovan vztahem
(Up — C1)/(C3 4+ C4). (34)

Pfi stanoveni cilové hodnoty poméru (34) a volbé dvojice (a,e) by se mélo vychézet
z pouziti metodiky na dobré pojistovny.
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Hvézdarna v Brandyse nad Labem

Stépdn Ivan Kovd, Praha

Nad poklidnou fekou Labem, nedaleko od nédmésti v Brandjse nad Labem, se
nachéazi 350 let stard hospodaiska usedlost rodiny Becvart. Na zahradé nevelkého
hospodéfstvi postavil v roce 1927 Antonin Be¢var malou observatof, spojenou s meteo-

rologickou stanici, ktera diky jeho netefi pani Lidé Dvotrakové jesté dodnes pracuje.

STEPAN IVAN KOVAR (1976) je studentem Stavebni fakulty CVUT v Praze.
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