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Sto let Baireovy véty o kategoriich

Ivan Netuka a Jiri Vesely, Praha

1. Baireova véta

1.1. Uvod

V r. 1992 usporadala Lucemburska matematicka spole¢nost mezinarodni konferenci
s ndzvem Rozvoj matematiky v letech 1900-1950. Pii této ptilezitosti se zrodil zaji-
mavy projekt: predni matematici a historikové matematiky s podporou nékolika desi-
tek dalsich odbornikt vytvofili seznam matematickych vysledkd nazvany Guidelines
1900-1950; viz [Pi]. Ten pro kazdy rok, poé¢inaje r. 1900 a konce r. 1950, zahrnuje
zhruba 10-25 ¢lankt a monografii, které vyraznym zpusobem ovlivnily matematiku
20. stoleti.

Rok 1899 se jen tésné vymkl sledovanému obdobi. Pfesto se d4 témér s urcitosti
jmenovat prace, kterd by nemohla v seznamu pro rok 1899 chybét: R. Baire, Sur
les fonctions de variables réelles; viz [Ba2]. Tento ¢lanek o 123 strankach, tedy spise
monografie, je ve skutecnosti Baireova doktorska diserta¢ni prace. Na zakladé podnétu
predniho italského matematika U. Diniho byla publikovana v Annali di Matematica.

Tento ¢lanek ma skromny a ponékud neobvykly cil: predstavit ¢tenafi jedinou mate-
matickou vétu, kterd se nazyva Baireova véta o kategoriich. Uvedeme motivaci, ktera
autora k této vété privedla, a naznacime jeji dalsi zobecnéni. Predevsim se vSak poku-
sime ukazat, jak se tato véta, jejiz diikaz je tak jednoduchy a prirozeny, ze byva nyni ob-
vykle zarfazovana do druhého ro¢niku univerzitniho studia matematiky, stala vyznam-
nym nastrojem v riznych matematickych disciplinach. Je fascinujici, v kolika rtiznoro-
dych situacich se setkdvame s pojmem mnoziny 1. kategorie a kolikrat byla v réiznych
aplikacich Baireova véta v uplynulych sto letech, doslova az do dnesnich dnd, pouzita.

1.2. Cantoruv dukaz nespocetnosti

Na prvni pohled se Cantortuv vysledek pramalo vztahuje k tématu ¢lanku. Uvidime
vsak, ze Cantortv pfistup poskytuje bezprostfedni navod k metodé ditkazu Baireovy
véty.
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Neztidka se 1ze setkat s ndzorem, ze Cantor dokazoval nespocetnost mnoziny real-
nych ¢isel tzv. diagondlni metodou, nesouci jeho jméno. Neni tomu tak: Cantoridv pi-
vodni dikaz, ktery zde ve zjednodusené formé pfipomeneme, byl publikovan v r. 1874,
zatimco diagonalni metoda pochazi az z r. 1891. (Velmi podrobnou analyzu pfislusnych
Cantorovych praci lze nalézt v [Da], s. 50-54, 165-168.)

Cantor dokazuje tuto vétu: Je-li {x,,} libovolnd posloupnost redlngch cisel a I C R
je uzavreny interval, potom existuje redlné cislo x € I takové, Ze x # x,, pro vSechna
n € N. Zde je Cantorova uvaha v ponékud modifikované podobé (intervalem se
v tomto ¢lanku rozumi nedegenerovany interval): Zvolme omezeny uzavieny inter-
val Iy C I'\ {z1}, potom uzavieny interval Iy C I \ {z2} a dale obdobné indukci
definujeme nerostouci posloupnost intervala {I,,} takovou, 7e I,,+1 C I, \ {zn4+1} pro
vSechna n € N. Vime, Ze prinik téchto uzavienych intervali je podle tzv. Cantorovy
véty neprazdny; za x lze tedy volit libovolny bod tohoto pruniku.

1.3. Baireova cesta k Baireové vété

V Cauchyové Cours d’analyse de I’Ecole Royale Polytechnique z r. 1821 se vyskytuji
tato dvé tvrzeni.

(1) Limita konvergentni posloupnosti spojitych funkci je spojitd funkce.
(2) Funkce dvou proménnych, kterd je oddélené spojitd, je spojitd.

Pfipomertime, ze funkce f : (z,y) — f(x,y) se nazyva oddélené spojitd, jestlize pro
kazdé y je funkce x — f(z,y) spojitd a pro kazdé x je funkce y — f(x,y) spojita.

V r. 1826 si N. Abel povsiml, Ze bodova limita spojitych funkci nemusi byt spojita
funkce. Obecné se soudi, Ze prvni protipfiklad na tvrzeni (2) pfedlozil J. Thomae
v r. 1870. Celé generace matematiki uvadéji nasledujici skolni protiptiklad, ktery
pochézi od H. A. Schwarze z r. 1872:

2xy

56'2 + y2 pro 12 + y2 > 07 f(070) = O (*)

fla,y) =
Tato funkce f je zfejmé oddélené spojitd, ale neni spojitd v bodé (0,0). Pro vSechna
x # 0 totiz plati f(z,z) = 1, zatimco f(0,0) = 0.

R. Baire na konci r. 1896, nezavisle na svych predchtdcich, znovu objevil, ze
oddélené spojité funkce nemusi byt spojité. Tento jev ho zaujal a oddélené spojité
funkce podrobil dikladnému zkoumani.

Nejprve dokézal, Ze pro oddélené spojitou funkci f : [0,1] x [0,1] — R m4 funkce

M (z) = sup{f(z,y); y € [0,1]}, =z €[0,1],

tuto pozoruhodnou vlastnost: Je-li zg € [0,1], potom pro kaZdé e > 0 existuje § > 0
takové, Ze pro kazdé x € [0,1], |x — xo| < 9§, plati M (xo) — M(z) < ¢; o funkci s touto
vlastnosti se ik, Ze je zdola polospojita v bodé xz. Piiklad (x) ukazuje, Ze pro
odpovidajici funkci M je M(0) =0 a M(z) =1 pro z € (0, 1], tedy analogicky vyrok
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s nerovnosti M (x) — M(xzg) < & je nespravny a M neni shora polospojitd, a tudiz
i spojita. Je vhodné zdlraznit, ze pojem polospojitosti nevznikl oddélenim dvou
nerovnosti z definice spojitosti, ale jako prirozena vlastnost, které si Baire povsiml
pfi svych vyzkumech. Toto Baire sdm konstatuje v pozndmce [Ba6] z r. 1927. Vyznam
polospojitych funkci pro moderni analyzu lze jen stéZi precenit.

Baire dokéazal, Ze polospojité funkce maji v kazdém intervalu body spojitosti. Dale
ho zajimal charakter nespojitosti oddélené spojitych funkci. Napf. si kladl otazky
tohoto typu: Pro jaké funkce g : R — R existuje oddélené spojitd funkce f takovd, Ze
flz,z) =g(x), z €R?

H. Lebesgue dokazal v r. 1898 ve své prvni matematické praci, Zze kazda oddélené
spojita funkce je bodovou limitou polynomu. Baire se soustfedil na zakladni otazku:
Které funkce lze vyjddrit jako (bodovou) limitu spojitych funkci? To je ovSem stejné,
v disledku Weierstrassovy véty, jako vyjadfeni pomoci bodové limity polynomi.
V terminologii konce 19. stoleti tedy Slo o problém, které funkce jsou analyticky
reprezentovatelné.

V r. 1898 charakterizoval Baire v terminech mnoziny bodu spojitosti funkce, které
jsou limitou spojitych funkci (tzv. funkce 1. Baireovy tridy); viz [Bal]. V tomtéZ roce
zavadi klasifikaci funkci. Napf. funkce 2. Baireovy tridy jsou definovany jako funkce,
které nejsou funkcemi nulté ti¥idy (= spojité funkce) ani 1. Baireovy t¥idy, ale jsou
limitou funkci 1. Baireovy tfidy. V zajmu pfesnosti by mélo byt feceno, ze Baire
misto o limitach posloupnosti funkci mluvi o souctech rad, coz je ovSem rozdil zcela
nepodstatny. Baireovi se nepodafilo v té dobé najit nutné a postacujici podminky
charakterizujici funkce 2. Baireovy tfidy, v r. 1898 vSak nalezl nutnou podminku. Pro
jeji formulaci zavedl fundamentalni pojem mnoziny 1. kategorie.

1.4. MinozZiny 1. kategorie a Baireova véta

Mnozina M C R se nazyvé 7idkd (v R), jestlize kazdy interval I C R obsahuje
interval J takovy, ze J N M = (. Jinak feeno, M neni hustd v Zaddném intervalu.
Pfipomenime jesté jiné vyjadieni, které je vhodné pro definici pojmu #idké mnoziny
nejen v R™ ale i v metrickém ¢i topologickém prostoru: uzdvér mnoziny M neobsahuje
Zadné vnitrni body.

Mnozinu P nazyvame mnoZina 1. kategorie, existuji-li fidké mnoziny My, Mo, ...

o0
takové, ze P = |J M,. MnozZinu, kterd neni 1. kategorie, nazyvd Baire mnoZinou
n=1

2. kategorie.

V mnoha situacich vystupuji mnoziny 1. kategorie jako mnoziny topologicky malé,
v jistém smyslu nezaujimajici prilis rozlehlou c¢ast prostoru. Je tieba poznamenat,
7ze mezi ruznymi pojmy ,malosti“ vSak obecné neni soulad. Tak napi. Cantorovo
diskontinuum je ¥{dk4, ale co do mohutnosti velkéd (nespocetnd), mnozina; existuji Fidké
uzaviené mnoziny kladné Lebesgueovy miry (tu zna¢ime déle \); mnozina 1. kategorie
miize byt hustd a mize mit plnou miru v kazdém intervalu. Mnozina 1. kategorie vsak
nemuze obsahovat interval. To vyplyva z nasledujiciho tvrzeni.
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Baireova véta (1898). Necht P je mnoZina 1. kategorie vR a I C R je interval. Potom
I\P=#0.

Diikaz je ve skutec¢nosti snadny, modifikuje se ivaha z Cantorova diikkazu o nespocet-
nosti mnoziny realnych cisel.

Necht My, Ms, ... jsou fidké mnoziny takové, ze P = U M,,. Protoze M; je tidka
mnozina, existuje omezeny uzavieny interval Iy takovy, ze 1 C1 \M1 Podobné

existuje uzavieny interval Io C I; \ M3 atd. Potom ﬂ I,#0aPn ﬂ I, = 0.

n=1

Jako prvni ilustraci uziti Baireovy véty uvedme tento Bairetv vysledek: Je-li f
funkce 1. Baireovy tridy, potom mmnozina bodu nespojitosti funkce f je 1. kategorie.
Diikaz naznacime. Pro z € R definujme oscilaci funkce f v bodé x rovnosti

wr(x) = 5l_i)r(r)1+<supf((x — 6,z +6)) —inf f((z — 6,2+ 5)))

Ziejmé wy(x) =0, pravé kdyz je funkce f v bodé z spojitd. Pro dukaz véty staci
dokazat toto tvrzeni: Pro kaZdé € > 0 je mnozina M. = {x € R; wy(z) 2 be} ridkd.
Mnozina bodi nespojitosti funkce f je totiz rovna sjednoceni vSech téchto mnozin pro
e=1/(5n),n € N.

Necht f, : R — R jsou spojité funkce a necht f = hm fn, tj. pro vSechna = € R
plati f(x) = hm fn(z). Pron € N definujme

Fo= () {z€R; |fi(2) = fulz)| S e}.

JkzZn

Potom je F), uzaviend mnozina, F,, C F,, 11 pro véechnan e NaR = |J F,. Zvolme

n=1
libovolny uzavieny interval I C R. Protoze I = U (F, N1I), nejsou podle Baireovy
véty vSechny mnoziny F,, NI fidké. Existuje tudlz n € N takové, ze F,, N1 ob-
sahuje otevieny interval J. Podle definice mnoziny F), je pak |fi(x) — fo(z)| <€
pro vSechna z € J a vSechna k 2> n. Piejdeme-li k limité pro k — oo, dostdvame
|f(z) — fu(z)| £ € pro v8echna x € J. Je-li zg € J, pak existuje okoli V(zg) C J ta-
kové, ze | fn(z) — fn(zo)| < €, kdykoli z € V (z). Odtud plyne, Ze | f(x) — fn(xo)| < 2¢
pro viechna x € V(x¢), tudiz wy(zg) < 4e. Dokdzali jsme, ze zaddny bod z J neni
prvkem mnoziny M., a tedy M. je ridka.

Uvedeme, nyni jiz bez dikazu, dvé tvrzeni, v nichz mnoziny 1. kategorie vystupuji
v roli zanedbatelnych mnozin.

Mluvili jsme jiz o funkcich nulté, 1. a 2. Baireovy tfidy. Analogicky se zavadéji
funkce 3. Baireovy tridy, obecné n-té Baireovy tridy, transfinitni indukci pak funkce
a-té tridy pro kazdé spocetné ordinalni ¢islo a. Funkce, které nalezeji do nékteré
Baireovy tiidy, se nazyvaji baireovské funkce. Plati toto tvrzeni: KaZdd baireovskd
funkce je spojitd, zanedbame-li mnoZinu 1. kategorie. Podrobnéji: Pro baireovskou
funkci f existuje mnoZina S C R takovd, Ze R\ S je mnoZina 1. kategorie a restrikce
funkce f na mnoZinu S je spojitd. (Toto je tzv. Baireova vlastnost funkce f; viz [Ba3].)
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Dalsi ukézka je svdzdna s pocatky ergodické teorie; viz [Ox], s. 67. Vztahuje se
k praci Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste, kterou publikoval H. Poincaré
v r. 1899. Je uzitecné poznamenat, ze pravé v tomto obdobi pojem mnoziny 1. kategorie
a pojem miry teprve krystalizovaly a ve skutec¢nosti bychom je v Poincarého praci
explicitné nenasli.

Nechf X je omezend oteviend mnozina v prostoru R™ a nechf T: X — X je
homeomorfismus zachovévajici miru, tj. G a T(G) maji stejnou Lebesgueovu miru pro
kazdou otevienou G C X. Pro z € X definujme 7%z =2 a T"x = T(T" 'x), n € N.
Posloupnost {T"x}52 , nazveme trajektorie proku x. Necht G C X je oteviena mnozina
az € G. Budeme tikat, ze x € G je bod ndvratu pro T vzhledem ke G, jestlize T"x € G
pro nekone¢né mnoho n € N.

Pfi uziti soucasné terminologie 1ze z Poincarého dukazu vycist tento vysledek:
Necht G C X je oteviend mmnoZina. Potom existuje takovd mnoZina E C G, kterd je
1. kategorie a md Lebesgueovu miru 0, Ze kazdy bod z G\ E je pro T bodem ndvratu
vzhledem ke G.

V tomto pfipadé jde ruku v ruce ,malost“ ve smyslu miry i topologie. V poslednich
desetiletich se uplatnil pojem tzv. o-pdrovitych mnozZin. Systém téchto mnoZin je
obsazen v priniku systému mnozin 1. kategorie a systému mnozin Lebesgueovy miry
nula a ukazal se v fadé souvislosti jako adekvatni systém zanedbatelnych mnoZin;
viz [Za2].

1.5. Baireovy prostory a topologicka hra

Baireova véta nam fiké, ze mnozina 1. kategorie je na realné ose topologicky maléa:
,podstatné vétsina“ bodid kazdé oteviené neprazdné mnoziny lezi mimo ni.

Pojem fidké mnoziny lze pfirozené definovat v kazdém metrickém (a také kazdém
topologickém) prostoru X: mnozina M C X se nazyvé 7idkd (v X), kdyz uzévér M
ma prazdny vnitfek. Definice mnozin 1. a 2. kategorie neni t¥eba pro tento obecnéjsi
kontext znovu uvadét; pfipomenme jesté, ze mnozina @ C X se nazyva hustd (v X),
kdyz uzavér Q) splyva s X.

Uvedme nékteré definice. Topologicky prostor X se nazyva Bairetiv prostor, jestlize
je v ném doplnék kazdé mnoziny 1. kategorie hust4 mnozina. Mnozina R v Baireové
prostoru X se nazyva rezidudini, jestlize jeji doplnék X \ R je mnozina 1. kategorie.

Vime jiz, ze R je Bairetiv prostor a ze napf. mnozina iracionalnich ¢isel je rezidualni,
nebot mnozina Q raciondlnich éisel je ziejmé 1. kategorie. Obecnéji, kaZdy Bairetuv
prostor P je mnozZinou 2. kategorie v P. Uvazujeme-li v R podprostor

X = (—00,0) U (QN[0,00)),

pak X neni Bairev prostor, ale je 2. kategorie. Z definice snadno plyne, ze X je
Bairetuv prostor, pravé kdyZ prunik kaZdé posloupnosti otevrengch hustych podmno-
Zin X je hustd mnoZina v X. V odst. 2.1 uvedeme uzitecné zobecnéni této véty.
Poznamenejme jesté, Ze kazda oteviend podmnozina Baireova prostoru je ziejmé
Baireuv prostor.
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Kazdy uplny metricky prostor je Baireuv. Diikaz lze provést podobné jako v ptripadé
realné osy. Misto posloupnosti intervalt se voli posloupnost do sebe zarazenych uza-
vienych kouli s poloméry konvergujicimi k nule. Pranik vsech téchto kouli je podle
Cantorovy véty neprazdny.

Dale kazdy lokdlné kompaktni topologicky prostor je Baireuv. Toto tvrzeni a dalsi
vysledky o Baireovych prostorech se daji také dokazat pomoci Banachovy-Mazurovy
topologické hry. Nas vyklad bude spise populéarni, formalizovanou verzi lze nalézt napfr.

v [Ox].

Necht X je metricky (nebo topologicky) prostor. Dva hraci, Petr a Pavel, hraji na X
tuto hru: Petr voli neprazdnou otevienou mnozinu U;, pak Pavel voli neprazdnou
otevienou mnozinu Vi C Uy, pak Petr neprazdnou otevienou mnozinu Us obsaZenou
ve V1, atd. Oba hraci tak definuji nerostouci posloupnosti {U,} a {V,,} neprazdnych
otevrenych mnozin takovych, ze U, D V;, D Up41, n € N. V takovém pripad€ je ziejmeé

o0 o0
) Un = () Vp; tento prinik ozna¢me Y. Petr je vitézem hry, kdyz Y = (), a Pavel
=1 n=1
je vitézem hry, kdyz Y # (). Budeme fikat, Ze hra¢ ma vitéznou strategii, jestlize zna
postup, ktery mu umoziuje zvitézit nezavisle na tom, jak postupuje jeho protihrac.

Jestlize v prostoru X existuje neprazdné oteviend mnozina G a fidké uzaviené

o0
mnoziny F, takové, ze G = |J F,,, pak Pavel nemd vitéznou strategii. Petr mitize
n=1

totiz zacit s Uy = G a na Pavlovu odpovéd V,, vzdy reaguje volbou U,41 = V), \ Fi,.
Odtud snadno plyne, Ze pokud Pavel m4 vitéznou strategii, je X Bairetv prostor.

Nechtf napf. X je uplny metricky prostor. Pavel miZe postupovat takto: Postupné
voli neprazdné oteviené koule V,,, V, C V, C Un, jejichz primér konverguje k nule.
Pak, nezédvisle na tom, jak hraje Petr, ﬂ Vo = ﬂ Vi, # 0. Je-li X lokalné kompaktni

n=1 n=1
topologicky prostor, voli Pavel neprézdné oteviené mnoziny V,,, jejichz uzavér V,

je kompaktni. Potom opét ﬂ Vi, = ﬂ V,, a posledni mnozina je neprazdné, nebof

nerostouci posloupnost neprazdnych kompaktmch mnozin ma, jak plyne z definice
kompaktnosti, neprazdny prinik.

Dalsi uziteéné modifikace (a matematicky vyklad bez Petra a Pavla) lze nalézt
v prvanim dilu [Cho], s. 115.

1.6. Baireova véta u Osgooda

Vcelku malo se vi, Zze pro pripad redlné osy se Baireova véta objevuje v r. 1897 v praci
[Os] W. F. Osgooda. Ten podrobil peélivému studiu bodovou konvergenci spojitych
funkci ke spojité funkci a soustfedil se zejména na vySetfovani charakteru mnoziny
bodt, v jejichz okoli neni konvergence stejnomérnd. V této souvislosti zavadi (na s. 161)
podminku (P): mnozina splituje podminku (P), kdyZ je, v nasi terminologii, uzaviend
a Fidka. Dale (na s. 171) definuje podminku (Q): mnoZina splituje podminku (Q),
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jestlize je sjednocenim neklesajici posloupnosti mnozin splitujicich podminku (P).
S vyuzitim dokézanych vét o konvergenénim chovani posloupnosti spojitych funkci
odvozuje (na s. 173), ze doplnék mnoziny typu (Q) je v kazdém intervalu nespocetny.

S ohledem na Banachovu-Steinhausovu vétu (viz odst. 2.6) stoji za zminku, Ze
z vysledkl téze prace (s. 159) lze vycist tuto vétu: Jsou-li f,, n € N, spojité funkce
na (a,b) a sup{|fn(z)|; n € N} < oo pro kaZdé x € (a,b), potom ezistuje interval
(c,d) C (a,b) takovy, Ze sup{|fn(z)|; n €N, z € (c,d)} < oo, neboli posloupnost { f,}
je na intervalu (c,d) omezend.

Ani Osgood vsak nebyl prvni, kdo pouzil aparatu Cantorovy teorie mnozin k dosa-
zeni vysledk, které izce souviseji s pozdéjsi Baireovou vétou. V. Volterra v praci [Vo,
kterou napsal v r. 1880, tedy v dobé, kdy mu nebylo jesté ani 20 let, dokazal vétu:
Jsou-li f a g funkce, které maji mnoZinu bodu spojitosti hustou v R, pak existuje bod
z € R, ve kterém jsou obé funkce f, g spojité. Jeho dlikaz je zalozen opét na Cantorove
vété o vlozenych intervalech. Ve skutecnosti dokazal Volterra vice: oznacime-li po
fadé F', G mnoziny bodi spojitosti funkei f a g, pak pro kazdy interval (a,b) C R je
FNGnN(a,b) # 0. Poznamenejme, Ze mnoZina bodd nespojitosti funkce f definované
na R je mnozZinou 1. kategorie, prdvé kdyzZ je mmnozina bodu spojitosti f hustd v R;
viz [Ox], s. 33. Odtud plyne, Zze mnoZina bodi, ve kterych jsou spojité obé funkce f
a g, je rezidudlni.

1.7. René Baire

Spolu s E. Borelem (1871-1956) a H. Lebesguem (1875-1941) patii R. Baire k nejvy-
znamnéjsim predstavitelim zlatého obdobi francouzské matematické analyzy prelomu
stoleti. Prestoze mu zivot dopral vénovat se intenzivni védecké praci pouhou desitku
let, ztistane jeho jméno navzdy spojeno s teorii nespojitych funkci, s pojmy polospojité
funkce, mnoziny 1. kategorie atd., ale predevsim s pocatky aplikaci Cantorovy teorie
mnozin v redlné analyze, s poloZzenim zakladt moderni topologie a deskriptivni teorie
mnozin.

René Baire se narodil 21. ledna 1874 v rodiné krejéiho. Talent k matematice se
u néj vyrazné projevil jiz v gymnazialnich letech. Vyborné se umistil v konkurzech
a v r. 1892 byl pfijat jak na FEcole Normale Supérieure, tak také na Ecole Po-
lytechnique. Po ukonéeni Ecole Normale ziskava po tspésném konkurzu v r. 1895
kvalifikaci gymnazidlniho profesora (agrégé de mathématiques) a do r. 1897 vyucduje
na gymnaziu. S velkym nasazenim se pfitom vénuje svym vyzkumim nespojitych
realnych funkci. Jeho prvni sdéleni v Comptes Rendus upoutalo pozornost italského
matematika V. Volterry. Baire vyuzil moznosti ziskat stipendium a do Turina se za
Volterrou vydal. Pfi svém pobytu v Italii dokdzal vétu, kterd charakterizuje funkce
1. Baireovy tfidy. V dikazu uplatnil téméf vSechny pojmy, které zavedl ¢i rozvinul
G. Cantor: mohutnost mnoziny, ordinalni ¢isla, uzaviené, dokonalé a husté mnoziny.
Jak pozdéji napsal A. Denjoy: Toto postacilo k vybudovdni topologické teorie funkci
redlné proménné. V r. 1898 dokoncil Baire disertacni praci a nastoupil opét jako
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profesor na gymnéaziu. Obhajoba diserta¢ni prace se konala 24. bfezna 1899 pred komisi
ve sloZeni G. Darboux, P. Appel a E. Picard. Intenzivni vycerpavajici prace vyvolava
navrat jiz diive se projevujicich zdravotnich problémii: Baireovi piisobi obtize zuZeni
jicnu, dostavuje se také svalova slabost, neurologické potize, neschopnost soustiedit se
na intelektudlni ¢innost a celkova deprese.

Na podzim r. 1901 se Baire stava docentem na prirodovédecké fakulté v Montpellier
a pripravuje rozsahlou publikaci Sur la réprésentation des fonctions discontinues. Ta
vSak vychazi v Acta Mathematica az v r. 1906 a dalsi ¢ast v r. 1909. V r. 1904 je
povéfen piedndskami na Collége de France; viz [Bad]. V r. 1905 dostavd misto na
prirodovédecké fakulté univerzity v Dijonu jako nastupce C. Méraye: zakladatel teorie
nespojitych funkci tak nahradil matematika, jehoz zajmem byly vyhradné analytické
funkce. Baire se vrhl do sepisovani dvoudilné knihy Lecons sur les théories générales
de l'analyse. Mimotadna zatéz definitivné podlomila jeho zdravi. V letech 1909-1913
stale pusobi na univerzité, k védecké praci se vSak jiz nevratil. V r. 1914 odchazi
na zdravotni dovolenou, kterou si musi rok po roku prodluZzovat: Zije ve Svjcarsku
v mimofadné skromnych podminkach a r. 1925 je penzionovan.

V r. 1920 se Bairetiv zdjem obréatil k reformé kalendare, o niz se v dalsim odstavci
¢lanku pro zajimavost zminime. Navrhovana reforma byla ptili§ radikalni a nenalezla
priznivou odezvu.

Diky iniciativé E. Borela je R. Baire jmenovan v r. 1922 ¢lenem korespondentem
Parizské akademie véd. Podlomené zdravi brani Baireovi v jakékoli préaci. Okolo r. 1930
se problémy s jicnem stavaji ¢im dal vice nesnesitelné. Posledni dny svého Zivota
stravil Baire na psychiatrické klinice; zemrel 5. ¢ervence 1932. Podrobnéjsi informace
o Baireové zivoté a dile 1ze nalézt v [Du] a [Me2].

1.8. Baireuv navrh na reformu kalendaie

O Baireové navrhu se zminime jen velmi stru¢né, zdjemce odkazujeme pfimo na
[Bab]; viz téz [Ba7]. Radikélni modifikace spo¢ivd v novém pojeti tydne: tyden m4,
az na nize uvedené vyjimky, 6 dnii. Rok ma 12 mésicd, 7 z nich je po 30 dnech, 5 po
31 dnech: leden 30, tinor 30, bfezen 31, duben 30, kvéten 31, cerven 30, Cervenec 30,
srpen 31, zari 30, fijen 31, listopad 30 a prosinec 31. V pfestupném roce mé cervenec
31 dnt. Kazdy mésic bez vyjimky jsou dny cislovany 1-30 a nésleduji v potradi
nedéle, ..., patek. Sobota zddna. V mésici o 31 dnech se den s datem 31 definuje
jako sobota. Tento den je vlozen mezi patek 30. a nedéli 1. dne nésledujiciho mésice.
Nedéle jsou dny svéatku (je jich 60), kazdy z dnd pondéli-patek je pracovni (kazdy
den se vyskytuje Sedesatkrat), pracovnich dnt je tudiz 300. Sobot je v roce 5 nebo 6.
Kazdy stat si rozhodne, které z nich prohlasi za dny svatku a které za dny pracovni.
Baire vénuje rozboru vyhod svého navrhu 7 stranek textu vysazeného petitem. Bairedav
projekt reformy kalendare, jako mnoho dalsich, zapadl.
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2. Aplikace Baireovy véty

2.1. Oscilujici funkce

Budeme uvazovat spojité funkce na intervalu I = [0,1]. Existenci spojité funkce
na I, kterd neni monoténni na zddném intervalu J C I, neni tézké dokézat piimou
konstrukei. Jako ilustraci standardni aplikace Baireovy véty zde dokazeme, ze dokonce
typickd spojitd funkce na I neni monoténni na zadném intervalu J C I. Vysvétleme
nejprve, co se timto vyrokem rozumi.

Jako obvykle, symbolem C(I) oznalime prostor vSech spojitych funkci na in-
tervalu I. Jestlize pro f,g € C(I) definujeme o(f,g) = sup{|f(z) — g(x)|; = € I}, je
funkce ¢ : C(I) x C(I) — [0, 00) metrika a (C(I), ¢) je metricky prostor. Neni tézké
dokézat, Ze je to Gplny metricky prostor. Vyrokem typickd funkce z C(I) md vlast-
nost V rozumime, Ze existuje mnozina E C C(I), kterd je 1. kategorie v (C'(I), o),
a kazda funkce f € C(I) \ E m4 vlastnost V.

Pii dikazu tvrzeni, Ze typickd funkce z C'(I) neni monoténni na zddném intervalu
J C I, budeme postupovat takto: vSechny uzaviené intervaly, které maji raciondlni
koncové body v I, tvoti spocetnou mnozinu. Jeji prvky oznac¢ime Iy, Is,... Pron € N
definujeme

E, ={f € C(I); f je monoténni na I, }

a pro kazdé n € N dokazeme:

(1) C(I)\ B, je oteviend;
(2) C(I)\ E, je hustd.

o0
Odtud vyplyva, ze mnozina E,, je Fidkd a mnozina E = ] E, je tedy 1. kategorie

v C(I). Je-li f € C(I)\ E a J C I je interval, pak existuje?z é N tak, ze I, C J. Pro-
toze f ¢ E,, neni funkce f monoténni na I,,, a tedy neni monoténni na J. Je uzite¢né
zde zdtraznit roli Baireovy véty: mnozina C(I) \ E je nejen neprazdné, nybrz primnik
GN(C(I)\ E) je pro kazdou neprazdnou otevienou podmnozinu G C C(I) mnoZina
2. kategorie. Tvrdi se tedy mnohem vice, nez ze C(I) \ F je hustd podmnozina C(I).

Nynik dikazu (1): Necht f € C(I) \ E,. Potom existuji body z; € I,, j = 1,2, 3, ta-
kové, ze x1 < x2 < x3, a Ze budto f(x1) < f(z2) a f(z2) > f(xs), nebo f(x1) > f(x2)
a f(z2) < f(z3). Zvolme 0<e < imin{|f(z;41)— f(z;);j=1,2} a geC(),
o(f,9) < e. Potom g(z1) < g(x2) a g(x2) > g(x3) nebo g(z1) > g(x2) a g(x2) < g(xs3),
takZe g neni monoténni na I,,. Dokazali jsme, ze

{gec); of.g) <e} CCUI)\ Ep,

a tedy f je vnitfnim bodem mnoziny C(I) \ E,. Plati tudiz (1).
K dikazu (2): Zvolime f € C(I) a € > 0. Mame dokazat, ze

{g€C(); o(f,9) <e} \ E, #0.
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Pokud f neni na I, monoténni, jsme s dikazem hotovi. Je-li f na I, monoténni,
sestrojime snadno funkci h € C(I) takovou, aby 0(0,h) < e a aby funkce g = f + h
nebyla na I, monoténni. Pro f neklesajici na I, stac¢i napf. volit body x; < xo
ve vnitiku I, takové, aby f(z2) < f(z1)+ ie, a funkci h definovat takto: h =0
na [0,z1] U [w2,1], h(3(z1 + 22)) = 1c a h je lineérni na intervalech [21, 3 (z1 + x2)]
a [%(1‘1 + Ig),l’z].

Ze zakladnich prednasek z matematické analyzy je znamo, Ze spojita funkce, ktera
neni v zddném bodé z I diferencovatelnd (viz odst. 2.4 tohoto €ldnku), neni monoténni
na zadném intervalu J C I. Zajimava a delikatnéjsi je tato otazka: Fxistuji diferen-
covatelné funkce, které nejsou na Zadném intervalu monotonni? Pro kazdou takovou

funkci f jsou pfedevsim nutné vSechny mnoziny
{zel; fl(x) >0}, {zel f(x)=0}, {zel; f'(z)<0}

husté v I, tedy specidlné mnozina bodt nespojitosti funkce f’ je husté; podle odst. 1.4
vime, Ze musi byt 1. kategorie, nebot derivace funkce je funkce 1. Baireovy t¥idy.

Vice ¢i méné slozité konstrukce téchto funkei se vyskytuji v literatufe; viz napf.
[KaSt]. Baireovou metodou kategorii je existence diferencovatelnych funkei f : R — R,
které nejsou monoténni na zadném intervalu J C R, dokdzéna ve [We]. Volba tplného
metrického prostoru, v némz se pracuje, je v tomto pripadé rafinovanéjsi. Nejprve
se uvazuje prostor D omezenych derivaci, tj. f: R — R je prvkem D, jestlize f je
omezend a existuje takova funkce F': R — R, ze I’ = f v R. Se supremovou metrikou
je D Uplny metricky prostor. Déale se uvazuje podprostor Dy vSech f € D, pro néz je
mnoZina {z € R; f(z) = 0} hustd. Ukaze se, Ze Dy je uzavieny podprostor tiplného
prostoru D, tedy uplny prostor. Déale se ukéiZe, Ze mnozina E vSech f € Dy, pro néz
existuje interval J takovy, Zze f = 0 na J nebo f < 0 na J, je 1. kategorie.

Existuje tedy mnoho funkci s omezenou derivaci, které nejsou monoténni na zadném
intervalu J C R. Za zminku stoji, Zze samotny diitkaz plnosti prostoru Dg je zalozen
na tomto dusledku Baireovy véty: Prunik posloupnosti hustych mnozin typu Gs je
v dplném metrickém prostoru mnoZina hustd. (Pfipomindme, Ze podle definice je
mnoZina typu Gs, jestlize je prinikem spocdetného systému otevienych mnozin.)

Diikaz uzavienosti Dy probihd takto: Necht f,, n €N, jsou prvky Dg, f € D
a necht f, konverguji k f (v metrice prostoru D, tj. stejnomérné). Oznaéme déle
Zn = {x € R; fn(x) = 0}. Protoze funkce f, je 1. Baireovy t¥idy (je derivaci!), je Z,

o0

mnozina typu Gy, kterd je podle pfedpokladu hustd. Tudiz mnozina Z = () Z, je
husta v R. OvSem ziejmé Z C {x € R; f(z) = 0}, a tedy f € D. =t

2.2. Liouvilleova ¢isla

Pfipomenime, 7e R obsahuje hustou podmnozinu Q vsSech racionédlnich ¢isel. Mno-
zina Q je spocCetnd a je 1. kategorie v R. Je tvofena ¢isly, ktera jsou kofeny algebraic-
kych rovnic prvniho stupné s celociselnymi koeficienty. Popsanou situaci zobecnime:
Cislo x € R se nazyva algebraické cislo (stupné n), jestlize je kofenem polynomu
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stupné n s celo¢iselnymi koeficienty (a n je pfitom nejmensi mozné). Ostatni redlnd
¢isla, ktera nejsou algebraickymi ¢isly stupné n pro zadné n € N, se nazyvaji transcen-
dentni. Neni obtizné dokézat, ze algebraicka c¢isla tvofi spocetnou podmnozinu R.
Odtud vyplyva existence alespon jednoho transcendentniho ¢isla. Je ovSem ziejmé, ze
mnozina vSech transcendentnich cisel je 2. kategorie a je nespocetna.

Tomuto jednoduchému dikazu existence transcendentnich ¢isel predchazel dikaz
J. Liouvillea. Ten o transcendentnich ¢islech poskytuje navic informaci tykajici se
aproximace pomoci ¢isel racionalnich. Opird se o toto tvrzeni: K libovolnému alge-
braickému cislu x stupné n > 1 existuje ¢islo M € N tak, Ze je

|z —p/ql >1/Mq" (*)

pro viechna celd ¢isla p,q, ¢ > 0; viz [Ox], s. 7. Cislo x € R se nazyvéa Liouvilleovo
cislo, jestlize je iraciondlni a pro kazdé n € N existuji cela ¢isla p, q, ¢ > 1, tak, ze

lz —p/ql <1/q".

o0

Tak naptiklad ¢islo x:= Y. 1/10*" je Liouvilleovym d¢islem: staéi volit ¢ = 10™.
k=1

Kazdé Liouvilleovo ¢islo je Cislem transcendentnim; viz opét [Ox], s. 7. Z definice

vyplyva, ze pro mnozinu E vSech Liouvilleovych ¢isel plati:

E=®\Q)n )G

o0 o0

kde G, = U U (®/q—1/q", p/q+ 1/q"™). Mnozina G,, je sjednocenim otevienych
q=2 p=—00

intervali a je tedy oteviena; protoze Q C G,,, je rovnéz hustd v R. Jeji doplnek v R

je proto ridk& mnozina a s ohledem na rovnost

oo

R\E:QU(U(R\Gn))

n=1

je doplnék E v R mnozinou 1. kategorie v R. Liouvilleova ¢isla jsou tedy pfikladem
typickych redlnych cisel. Na druhé strané je mnozina Liouvilleovych ¢isel mala ve
smyslu miry: ma nulovou a-rozmérnou Hausdorffovu miru pro kaZdé o > 0.

2.3. Charakteristika polynomu

Naésledujici tvrzeni je jednoduché a chronicky znadmé: Necht f:R — R a necht
ezistuje n € N tak, Ze f(™(z) = 0 pro kaidé x € R. Potom je f polynom.

Mozné ponékud piekvapujici je toto tvrzeni: Necht funkce f: R — R md derivace
véech 7ddi a necht pro kazdé x € R ezistuje n(x) € N takové, ze f("(@)(z) = 0. Potom
f je polynom. Zde neni a priori viibec zfejmé, pro¢ by funkce x +— n(x) méla byt
omezena.
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V diikazu druhého tvrzeni vyuzijeme Baireovu vétu. Pracujeme pouze s nekonecné
diferencovatelnymi funkcemi na R. Pro otevieny interval I C R piseme f € P(I),
jestlize existuje polynom p tak, ze f = p na I. Nasledujici pozorovani je elementarni:
Je-li x € (a,b) a f € P((a,x)) N P((x,b)), je f € P((a,b)).

Pro M C Ran € Nozna¢me E,, (M) = {x € M; f")(z) = 0}. Je-li K C R uzavieny

o0

interval, je podle pfedpokladu K = |J E,(K). Podle Baireovy véty (K je tplny
n=1

metricky prostor) existuje n € N a otevieny interval I C K tak, ze I C F,,(K), neboli
f) =0 na I. Odtud plyne, e sjednoceni V vsech otevienjch intervalii I, pro néz
f € P(I), je hustd oteviend mnozina v R. Pov§imnéme si, ze je-li J C V otevieny
interval, je f € P(J). V okoli kazdého bodu z J je totiz f polynomem, a tedy funkce
prifazujici bodu x € J stupen tohoto polynomu je na J lokalné konstantni, a tudiz
konstantni, nebot mnozina J je souvislad. Mnozina F = R \ V je tudiz uzaviena a ¥idka;
podle naseho pozorovani F' neobsahuje zadné izolované body. Budeme predpokladat,
7e F' # (0, a odvodime spor.

Protoze F' je uplny prostor, vyplyva z Baireovy véty existence n € N a otevie-
ného intervalu (a,b), pro ktery F N (a,b) #® a f(™ =0 na FnN(a,b). Zadny bod
mnoziny F N (a,b) neni izolovany, a tak z definice derivace plyne rovnost f*) =0
na F N (a,b) pro vSechna k = n. Zvolme z € F N (a,b). Pak alespoii jedna z mnozin
FN(a,z) a FN(x,b) je neprazdnd; piedpokladejme, ze o € (a,x) N F'. Dokéazeme, Ze
pak f € P((«,z)). Necht (¢,d) C (o, ) je styény interval mnoziny F, tj. {¢,d} C F
a (¢,d) N F = (). Pipometime, ze f*)(c) = 0 pro viechna k > n. Protoze (c,d) C V,
existuje m € N tak, ze f") = 0na (c,d). Pokud je m < n, je ziejméi f(™) = 0 na (c, d).
Je-lim >n, je 0= f: fm) = =1 (g) 2 € (¢,d) a analogicky dostaneme f(*) =0
na (c,d) prom > k > n, tedy i f™ =0 na (a, z).

Jestlize existuje 8 € F N (x,b), odvodi se podobnou uvahou, ze f € P((z,)). Je-li
Fn(z,b) =0, je (x,b) podmnozinou V a tedy f € P((z,b)). Podle vySe zminéného
pozorovani je f polynom na intervalu obsahujicim bod z, takze x ¢ F, a to je hledany
spor.

2.4. Diferencovatelnost spojitych funkci

V dobé, kdy se utvarely pojmy spojitosti a diferencovatelnosti funkce, panovalo
obecné presvédceni o jejich Gzké vzadjemné souvislosti. Z praci Weierstrassovych vy-
plyva, ze patrné i Gauss, Cauchy a Dirichlet se domnivali, Ze derivace spojité funkce
nemusi existovat pouze ve vyjimecénych bodech. Teprve Riemann ve svych prednaskach
r. 1861 a snad jesté drive vyslovil domnénku, ze funkce

> sin(k?t)
Z T B te R,
k=1

ac je vsude v R spojita, nema v zadném bodé vlastni derivaci. Mnohem pozdéji, az
r. 1970, J. Gerver dokézal, Ze tato domnénka neni spravna; viz [Mel], s. 211. Vedla

vSak k tomu, ze r. 1872 Weierstrass sestrojil ve formé souctu trigonometrické rady
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funkci s uvedenou vlastnosti. Jeho objev publikoval r. 1875 Du Bois-Reymond a od té
doby se spojité funkce nemajici nikde derivaci t&81 velkému zajmu; viz [Mel], s. 209.
Pozdéji se ukazalo, ze funkce tohoto typu sestrojili diive B. Bolzano a Ch. Cellerier,
aniz vsak dokazali, Ze maji tuto vlastnost. Poznamenejme jesté, ze r. 1924 publikoval
A. S. Besicovitch (komplikovany) ptiklad spojité funkce, kterd nemé v zadném bodé
vlastni ani nevlastni jednostranné derivace.

R. 1929 H. Steinhaus polozil otazku, jak velkd je mnozZina spojitych nikde diferenco-
vatelnych funkci v prostoru C([a,b]) se supremovou normou. Resen{ nalezli v r. 1931
S. Banach a S. Mazurkiewicz: dokdzali, Ze typicka funkce f € C([a,b]) nema vlastni
(jednostrannou) derivaci v zddném bodé t € [a,b]. Mazurkiewicziiv dikaz Banach
velmi zjednodusil, a tak vyznamné prispél ke zpopularizovani metody kategorii.

Metoda dikazu vzbudila mimotradné velky zajem a dnes je casto vykladana v pred-
naskach z matematické analyzy. Proto ji (pro interval [0,1] pii zkradceném oznaceni
C = C([0,1])) jen stru¢né popiseme: Ukaze se, Ze mnozina

E,={f € C; existuje t € [0,1 — 1/n] tak, ze |[f(t+h) — f(t)| Snh, 0 <h <1—t}

je pro kazdé n € N uzaviena a fidkd v C. Uzavienost se snadno dokaze z definice
a pomoci ,pilovitych® funkci se ukdze, ze C'\ E,, je hustou podmnozinou C.

Vysledek doplnil S. Saks v r. 1932 v [Sal] pozorovanim, Ze takové funkce, jako
je ta, kterou sestrojil Besicovitch, tvorfi v C' pouze mnozinu 1. kategorie. VSeobecné
pak prevladl nazor, ze k dikazu existence funkci tohoto typu je metoda kategorii
nepouzitelna.

O rok pozdéji V. Jarnik dokézal, Ze existuje mnozina 1. kategorie A C C' takova,
7e pro kazdou f € C'\ A, kazdé ¢t € (0,1) a kazdé a € [—o0, +00] existuje posloupnost
redlnych éisel {h,}, h, — 0, pro kterou

) =S

n—oo hn
To ukazuje dalsi mozny smér zobectiovani: Definujeme-li horni Diniho derivaci zprava
v bodé t € [0,1) vztahem

t — f(t
DT f(t) = limsup —f( +u) — ()
u—0+ u
a analogicky zbyvajici tfi Diniho derivace D4 f(t), D~ f(t), D—_f(t), je zajimavé
zkoumat jejich vzajemné vztahy.

Véta. Typickd funkce f € C md tuto vlastnost: Pro kaZdy bod x € (0,1) plati budto
(a) D+f(fE) = 00, D,f(l’) =—0C a D+f(f£) § Dif(‘r); nebo
(b) D f(x) = —c0, D~f(x) =00 a D_f(x) < D*f(x).

Toto je shrnuti vysledka S. Banacha z r. 1931, S. Mazurkiewicze z r. 1931 a V. Jar-
nika z r. 1933. Vznika pfirozené otazka, zda plati dalsi vztahy tohoto druhu. Témér
pred dvaceti lety tuto otdzku negativné zodpovédél D. Preiss; viz [PrZa] a komentar
v [Zal] a [Za4].
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Véta. Necht DY, D, , D™, D_ € [—00, 00| jsou takovd ¢&isla, Ze budto

(a) DT =00, D_=-00 a Dy <D™, nebo
(b) Dy =-00, D" =00 a D_< DV,

Potom pro typickou funkci f € C existuje bod x € (0,1) takovy, Ze
D+:D+f<.’1?)7 D+:D+f($(}), DiZD?f("I;)v D_:D_f(l').

Nakonec uvedeme vysledek o uzlovych bodech. Bod z € (0,1) se nazyva uzlovy
bod, jestlize DT f(x) = D™ f(x) = 00 a D4 f(z) = D_ f(x) = —oo. V. Jarnik v r. 1933
dokézal, ze pro typickou funkci f € C jsou A-skoro vSechny body x € (0,1) uzlové.
V r. 1970 K. M. Garg v [Ga] doplnil tento vysledek tvrzenim, Ze pro typickou funkci
f € C tvori uzlové body rezidudlni mnoZinu.

Existuje mnoho dalsich vysledki o diferencovatelnosti funkci, které souviseji s Baire-
ovou vétou. Zajemce odkazujeme na [Br| a na [Pr], [Zal], [Za3] a [Zad].

Na zavér tohoto odstavce uvedeme jesté jeden zajimavy vysledek. Jiz jsme se
zminili o spojitych funkcich, které nemaji v zadném bodé vlastni ani nevlastni jed-
nostranné derivace. Sakstv vysledek naznacuje, ze Besicovitchova konstrukce takové
v [Ma] ukézal, jak lze existenci i takovych funkeci dokdzat metodou kategorii. Tato
rehabilitace metody kategorii je zalozena na konstrukci vhodného prostoru, ve kterém
funkce Besicovitchova typu jsou typické. Poznamenejme na zavér tohoto odstavce, ze
literatura o studiu nediferencovatelnych funkci zahrnuje stovky polozek: napf. autor
disertace [Re] uvadi ve své praci 1001 citaci.

2.5. Derivace neurcitého integralu

Pro funkce jedné proménné jsou véty o souvislosti hodnoty derivace neurcitého in-
tegralu s hodnotami integrandu dobfe znamy. V zdkladnim kurzu analyzy se dokazuje
tato véta: Je-li g : R — R spojitd funkce,

G(z) = /Omg(t) dt, z€eR, (%)

pak plati G'(x) = g(x) pro kazdé x € R. Pokro¢ilejsi znaji patrné vétu: Je-li g lokdiné
lebesgueovsky integrovatelnd v R a funkce G je definovdna rovnosti (x) (kde integrdl
chdpeme jako Lebesquetiv), potom rovnost G'(x) = g(x) nastavd pro skoro vsechna
z eR.

Pro lebesgueovsky integrovatelnou funkci f na R™ je rozumné za neurcity integrdl
povazovat mnoZinovou funkci, pfitazujici lebesgueovsky méfitelné mnoziné A C R™
dislo [, f(t) dAm(t), kde Ay, znaéi m-rozmérnou Lebesgueovu miru. Necht f € L' (R™)
a necht B,.(x) je koule o stiedu z a poloméru r > 0. Cislo a € R nazveme symetrickou
derivaci neur¢itého integrdlu funkce f € L*(R™) v bodé x € R™, jestlize

. 1 .
Jim, A (B (2)) /Br(w)f (8) dAm(?) = a.
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Klasicka véta o derivovani neurcitého integralu tika: Pro \,,-skoro vsechna x € R™
je symetrickd derivace neurcitého integrdlu funkce f € L*(R™) rovna f(x).

V definici vystupuji koule smritujici se k bodu x. Analogicky vysledek plati, pokud
koule zaménime krychlovymi m-rozmérnymi intervaly se stfedem v bodé x, nebo kdyz
se uvazuji krychle obsahujici bod z s délkou hrany konvergujici k nule. Neformalné
feceno, véta o derivaci neuréitého integralu pro funkce f € L*(R™) plati pti definici
derivace pomoci mnozin smrstujicich se k bodu z, pokud je mira uvazovanych mnozin
srovnatelna s m-tou mocninou jejich prameéru; srv. [Ru], s. 172.

Situace se dramaticky zméni, jestlize se uvazuji libovolné intervaly obsahujici bod z;
nepozaduje se tedy napt. zadna kontrola pomeéru délek nejkratsi a nejdelsi hrany
intervalu. Je-li I = {I,,} posloupnost otevienych intervald v R™ a z € R™, budeme
pro strucnost psat I — x, jestlize je x € I,, a praméry I,, konverguji pro n — oo k nule.
Systém vsech posloupnosti I = {I,,}, pro néz I — x, ozna¢ime J(z). Pro f € L'(R™)
a x € R™ pritadime kazdé posloupnosti I € J(x) ¢islo

A(I)—hmsup)\ /f t)dAn,

n—oo

Cislo sup{A(I); I € J(z)} se nazyva (silnd) horni derivace neuréitého integralu
funkce f v bodé x. S. Saks v [Sa2] velmi dfirazné ukézal nedostatecnost definice
derivace uzivajici vSechny intervaly smrstujici se k bodu z. Pro prostory R™, m = 2,
dokézal tuto pozoruhodnou vétu: Mnozina M vsech funkci f € L*(R™), pro né# je
horni derivace neurcitého integralu f konecénd alespori v jednom bodé, je 1. kategorie
v LY(R™).

V ditkazu se uvazuji mnoziny M}, vSech funkci f € L1(R™), pro néz existuje bod
x € R™ takovy, ze |z| £ k a pro vSechny oteviené intervaly J s prﬁmérem mensim

nez 1/k a obsahujici bod = plati [ f(t) d\ () = kAp(J). Ziejmé M = U Mj,. Neni

pr1hs tezke dokazat, ze Mk jsou uzaviené mnoziny. Dokazat, ze M ma prazdny

v

\Y% [DeG] se k tomu vyuziva toto znacné netrivialni lemma: Pro kazdé n € N existuje
nezdpornd funkce v, takovd, Ze

@ [ en®drn) 1/n

(b) pro kazdé x € B,(0) existuje otevieny interval J tak, Ze x € J, primér J je
mensi nez 1/n a

/Jgon(t) A () > nAp (J).

Smysl Saksovy véty neni v tom, Ze se ma na silnou ,diferencialni bazi“ tvorenou
vsems intervaly zapomenout. Riké jenom to, Ze na derivovani neurcitych integralt
viech funkci z L'(R™) nestaéi. Je napi. znamo, Ze pro funkce f € L'(R™), pro néz

[ 1010+ 108 10D dhn(e) < .
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je ,silnd derivace” neurcitého integralu funkce f v bodé z rovna f(z) pro A,,-skoro
v8echna x € R™; viz [DeG].

2.6. Zaklady funkcionalni analyzy

Jednim ze zakladnich vysledki linedrni funkcionédlni analyzy je Banachova-Stein-
hausova véta, neboli princip stejnomérné omezenosti; viz [Ru], s. 114.

Véta. Necht X je Banachiwv prostor a necht {fo}taca je systém spojitych linedrnich
funkciondli na X . Potom nastdvd pravé jeden z ndsledujicich pripadi:

(a) existuje M < oo tak, Ze pro vSechna o € A je || fol| £ M, nebo

(b) existuje hustd mnoZina typu Gs v X takovd, Ze v kaZdém jejim bodé x plati

sup{|fa(2)|; a € A} = oco.

Cesta k dukazu, ktery se dnes bézné prezentuje v tivodnich pfednéaskach z funk-
cionalni analyzy, nebyla pfimocard. V r. 1922 dokédzal H. Hahn pro posloupnost
spojitych linedrnich funkciondld { f,}52 , toto tvrzeni: Je-li pro kaZdé x € X posloup-
nost {|fn(x)|}°2, omezend, je omezend i posloupnost {|| f.||}o>,. Pl dikazu sporem
postupoval takto: pokud by posloupnost {|| f.||}52; nebyla omezend, bylo by mozné
sestrojit induktivné posloupnost bodt {zx}; prostoru X a indexi ny € N tak, ze:

o0
(a) fada ) xp mé soulet x € X;

k=1 o
(b) pro vSechna k € N je %: ) | frr(z)] S 1;
=kt

k—1
(c) pro vSechna k € N plati odhad |f,, (zx)| Z k + > |fu, (21)]-
=1

Potom by vsak pro vSechna k € N platilo

k—1 [e%S)
o @] Z Vi @)l = D U @) = Y (@) Z k=1,
=1 l=k+1

coz vede ke sporu s omezenosti posloupnosti {|f,(x)|}22;.

Popsany postup byvéa nazjvan metoda klouzavého hrbu'). Posloupnost { fr, ()},
ma ,hrb“ na misté ¢ = k odpovidajicim bodu xy, ktery ,klouze“ k bodu z. S. Banach
dokazal nezéavisle obdobnou, jesté trochu obecnéjsi vétu ve své disertaci. V r. 1927 si
v [BaSt] S. Banach spolu s H. Steinhausem povsimli, ze ditkaz popsaného tvrzeni lze
elegantné zalozit na Baireové vété z r. 1899! Vysledek se stal velmi populérni téz tim, Ze
se objevil v Banachové knize Théorie des opérations linéaires z r. 1932. V ni je zafazena
dalsi vyznamna aplikace Baireovy véty: véta o otevreném zobrazeni. Uvedeme ji zde
bez dtikazu, ten lze nalézt napf. v [Ru], s. 116: Jsou-li X a Y Banachovy prostory a f

1y Metoda klouzavého hrbu byla v [JeKr] s tispéchem uzita pfi ditkazu véty o posloupnos-
tech integrovatelnych funkei (forma Fatouova lemmatu).
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je spojit€ linedrni zobrazeni X na'Y, je zobrazeni f oteviené, tj. pro kaZdou otevienou
mnozinu U C X je f(U) oteviend mnoZina v Y. Odtud okamzité plyne: Je-li navic
zobrazeni f prosté, potom je inverzni zobrazeni f~1 spojité.

2.7. Fourierovy rady

Oznac¢me C prostor vSech 2n-periodickych funkci spojitych na R. Je-li f € C, pak
¢astecné soucty Fourierovy fady funkce f

sn(f,t) = (12—0 + Z(ak coskt + by sinkt), teR,
k=1

jsou urceny vzorcem

1 2n

sn(ft) = o ; ft 4+ v)Dy(v) do,

kde tzv. Dirichletovo jdadro D, je funkce definovana vztahem

D, (v) = 2(% + icoskv) = M7 v € (0,2m).
k=1

sin(5v)
Pojmenovani souvisi s tim, ze pomoci popsaného vyjadieni dokazal Dirichlet r. 1829
pro funkce f, které jsou po édstech spojité a po édstech monotdnni v intervalu [0, 21,
rovnost

lim s, (f,1) = 5(f(t+) + £(t-)), t€[0,2n]

(vpravo stoji primeér limit zprava a zleva). Pro spojité po ¢astech monoténni 2n-perio-
dické funkce plati
lim s,(f,t) = f(t), te€][0,2xn], (%)

n—oo

a tedy i pro vSechna t € R. Z korespondence s C. F. Gaussem z r. 1853 lze soudit, Ze
Dirichlet véFil ve spravnost tvrzeni i v pfipadé, ze f md v intervalu [0, 2r] nekoneéné
mnoho (lokalnich) maxim a minim a Ze pak (x) plati ,kromé jistych zcela singularnich
pripadi“. V r. 1876 dokéazal Du Bois-Reymond, ze existuje f € C, pro kterou Fourie-
rova fada f diverguje alespon v jednom bodé. Tzv. metodou kondenzace singularit,
kterou popsal r. 1870 H. Hankel, se da pak snadno sestrojit funkce f € C, jejiz Fourie-
rova fada diverguje na spocetné husté podmnoziné intervalu [0, 27]. Pozdé&ji, r. 1904,
dokézal L. Fejér, ze pomoci (C, 1)-s¢itaci metody (aritmetické priiméry) je Fourierova
fada funkce f € C ve vSech bodech t € R séitatelnd k f(¢) a Ze tedy, pokud Fourierova
fada f € C konverguje v néjakém bodé t € R, m4 ,spravny soucet® f(t). To vSak zdjem
o funkce f € C s divergentni Fourierovou fadou nezmensilo. Du Bois-Reymondiv
ptiklad byl velmi komplikovany, a tak se hledaly jiné. Pomérné jednoduchy ptiklad
sestrojil Fejér r. 1911, avsak jiz r. 1905 ptredlozil H. Lebesgue jiny ptiklad zalozeny na
vyse zminéné metodé klouzavého hrbu; viz [Le].
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Pro pevné zvolené t € [0,2n] je F,, : f +— $,(f,t) spojity linedrni funkciondl na pro-
storu C, vSech restrikci f|[o 25 funkci f € C na interval [0, 2n]. Neni tézké dokazat, Ze

1 2n
F| = — Dy, (v)| dv.
170 = 52 [ IPa@)ldo

Z nerovnosti | sint| < |t|, t € R, vyplyva, ze pro vSechna n € N plati nésledujici odhad

2 (" dv 2 [ d
|l > —/ |sin(n + 3)v| = —/ |sin u| =
T Jo v 0 u

T
kn

2~ 1 , 4
> EZH/@UK |sinu| du = FZ
k=1 k=1

Vidime, ze ||F,|| — oo pro n — oco. Z principu stejnomérné omezenosti plyne, Ze
existuje hustd mnozina A(t) C C, typu Gs takova, ze pro vSechna f e A(t) je
sup{|Fn(f)|; n € N} = co. Samoziejmé, ze Fourierova fada kazdé funkce z A(t) di-
verguje v bodé t.

V nasledujici avaze pouzijeme tento disledek Baireovy véty: V uplném metrickéem

| =

prostoru X neobsahujicim izolované body neni Zddnd spocetnd hustd mnoZina typu Gs.
Pokud by husté spo¢etnd mnozina F = {xy; k € N} C X byla typu Gy, existovaly by
oteviené husté mnoziny V,, D E, E =\ V,,. Pak by byly oteviené a husté v X i mno-
ziny Wy, =V, \ {zx; k =1,...,n}, a platilo by (| W,, = 0, coZ je ve sporu s Baireovou
vétou.

Nyni nadm Baireova véta umozni vysledek o funkcich z C, jesté zlepsit: zvolime
spocetnou mnozinu {t;, € [0, 2xn]; k € N} hustou v intervalu [0, 2] a definujeme

A=) Altr).
k=1

Tato mnozina je priinikem spocetné mnoha hustych podmnozin C, typu Gs a je
tedy podle disledku Baireovy véty, ktery jsme uvedli v odst. 2.1, také hustou pod-
mnozinou C, typu Gs. Polozme s*(f,t) = sup{|s,(f,t)|; n € N}, t € [0,2n]. Zfejmé
je s*(f,ty) = 00, k € N. Protoze je funkce ¢+ s*(f,t) pro kazdou f €C, supre-
mem spojitych funkei na [0, 27, je to funkce zdola polospojitd, a proto je mnozina
{t €]0,2n]; s*(f,t) = oo} pro kaZzdou funkci f € A husté a typu Gs v [0, 2n]. Tak jsme
dospéli k tvrzeni: Pro kaZdou funkci f € A Fourierova tada funkce f diverguje na husté
podmnoziné typu Gs intervalu [0, 2x]. Ta je vSak, jak jsme dokazali, nespocetnd.

Pfipomenme jesté, ze Fourierovy fady maji smysl i pro 2rn-periodické funkce na R,
jejichz restrikce na interval [0, 2n] je z prostoru L!([0,2x]) funkci lebesgueovsky inte-
grovatelnych na intervalu [0, 27]. R. 1926 sestrojil A. N. Kolmogorov v tomto prostoru
funkci f, jejiz Fourierova fada diverguje vsude v R. Dlouho nebylo zfejmé, zda totéz
nemize nastat i pro funkci z C,. Teprve r. 1966 L. Carleson dokézal, Ze pro kazdou
2n-periodickou funkci integrovatelnou s kvadratem na (0,2x), a tedy specidlné pro
kazdou f € C,, Fourierova fada konverguje skoro vsude v [0, 27] (a také v R), tedy na
doplitku mnoziny nulové Lebesgueovy miry.
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2.8. Holomorfni funkce

Jedno z prvnich pouziti metody kategorii se vyskytlo pfi vySetfovani hrani¢niho
chovani holomorfnich funkci.

Necht G C C je oblast a H(G) je prostor vSech holomorfnich funkci na G. Na
H(G) zavedeme metriku napf. takto: zvolime posloupnost {K,} kompaktnich mno-

oo
7in takovych, ze mnozina K, je obsaZena ve vnitiku mnoziny K, a |J K, = G.

Definujeme-li n=t

o0

_ —-n Sup|f_g‘(K’ﬂ)
Q(f7g)_22 1+Sup\ffg|(Kn)7 f7gEH<G)7

n=1

je prostor (H(G), ) tplny metricky prostor, ve kterém f, — f znamend, ze {f,}
konverguje k f lokalné stejnomérné na G.

Nejprve uvedeme nékolik vysledki pro pfipad, Ze G je jednotkovy kruh; viz [KiSz].
Je-lir € (0,1), e >0, € R, pak mnozina vSech funkci f € H(G), pro néz na tsecce
[rel, el] existuji body z,w € G takové, Ze |f(z)| <e a |f(w)| > 1/e, je oteviena
a hustd v H(G). Odtud plyne, ze typickd funkce f € H(G) nemd v Zddném bodé na
hranici G radidlnd limitu. Dokonce plati, Zze pro typickou funkci f z H(G) je mnoZina

funkce z H(G) zobrazuje kaZdou vyse¢ jednotkového kruhu G na celou komplexni
TOVINU.

Vratme se k pfipadu obecné oblasti G C C. Bod z € 9G nazveme bodem pokraco-
vatelnosti funkce f € H(G), jestlize existuje kruh U o stfedu z a funkce g € H(U)
takova, ze f = g na G N U. Mnozinu v8ech bodu pokracovatelnosti funkce f oznac¢ime
C(f). Je-li C(f) =0, rikdme, Ze OG je prirozend hranice funkce f. Uvedme Skolni
priklad: Funkce f : z — i 2™ /2" je holomorfni na jednotkovém kruhu a jednotkova

n=0
kruznice je jeji pfirozenou hranici.

Necht G C C je oblast, U, Us, ..., U, jsou kruhy se stfedy na OG a ¢ > 0. Nasledujici
vysledek dokézal S. Mazurkiewicz: Je-li M,, mnozina viech funkei f € H(G) takovych,
Ze pro kazdé j € {1,2,...,n} existuji v GNU; body z;, w; takové, Ze |f(z;)] <e
a |f(w;)] > 1/e, potom M, je hustd oteviend podmnoZina prostoru H(G). Odtud
vyplyva, ze pro typickou funkci z H(G) je OG jeji piirozenou hranici.

Podobny vysledek lze dokézat také pro harmonické funkce a obecnéji pro FeSeni
parcidlnich diferencialnich rovnic v R™.

Je-li napt. G jednotkovy kruh bez svého stiedu, nemiize existovat omezena f € H(G),
pro niz C(f) = 0; to plyne z véty o odstranitelné singularité.

Na zavéer tohoto odstavce uvedeme jesté jeden vysledek. Necht V' C R™ je omezend
oteviend mnozina, R C 0V je mnozina regularnich bodd pro Dirichletovu tlohu;
viz [KNV]. Oznaéme P tplny prostor vech funkci spojitych na V' a harmonickych
na V s obvyklou supremovou normou. Definujeme-li analogicky bod pokracovatelnosti
funkce f € P jako bod z € 0V, k némuz existuje koule U € R™ o stiedu z a funkce g
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harmonicka na U tak, ze f = g na V N U, plati: Pro kaZdou f € P je OV \ R C C(f)
a pro typickou f € P je C(f) N R = (). To vyplyva z vsledki dokdzanjch v mnohem
obecnéjsim kontextu v [NeVe].

2.9. Diferencialni rovnice

Pripomenme nékolik poznatki o diferencialnich rovnicich. K tém zakladnim patti
tvrzeni pochazejici od G. Peana: Je-li f spojitd funkce na oteviené mnoZiné G C R?
a [u,v] € G, pak ezistuje alespori jedno Feseni diferencidlni rovnice

y' = f(z,y), (%)

které vyhovuje pocdteéni podmince y(u) =v. Podrobnéji: existuje otevieny interval
I C R obsahujici bod w a funkce ¢ na I tak, Ze pro vSechna t € I je ¢'(t) = f(t, <p(t))
a p(u) =wv.

Je znamo, ze kazdé takové reseni lze prodlouzit na maximdlni resent, tedy kazdym
bodem [u,v] € G prochazi alesponl jedno maximéalni FeSeni. Jestlize kazdym bodem
mnoziny G prochézi prdvé jedno maximalni feSeni, fekneme, Ze rovnice () je jedno-
znacné fesitelnd v G.

Jestlize f vyhovuje v G lokalné Lipschitzové podmince vzhledem k druhé proménné,
potom je rovnice (*) jednoznaéné feSitelnd v G. Podminka fika, Ze ke kazdému bodu
[u,v] € G existuje okoli U a konstanta K tak, ze pro vSechny body [z, y1], [z, y2] € U je

\f(x,yl) —f(x,yg)I < K\yl *y2\-

Je rovnice (%) jednozna¢né Fesitelnd pro typickou spojitou funkeci f? Tvrzeni po-
chazejici od W. Orlicze uvedeme bez dtkazu; viz [Orl]. Uvazujme G = (0,1) x (0,1)
a ozna¢me C' = C(G) prostor viech omezenych funkeci spojitych na G opatieny supre-
movou normou. Pfipomenme, Ze tento prostor je uplny. Mnozina vSech funkci z C,
které v okoli alespoii jednoho bodu [u,v] € G spliiuji vySe uvedenou lipschitzovskou
podminku, je 1. kategorie v C'. O to pfekvapivéji ptsobi toto tvrzeni: Pro typickou
funkei f € C je rovnice (%) jednoznacné fesitelnd v G.

Orlicz tak dokdzal, Ze existuje ,,mnoho* pravych stran f € C, pro néz je rovnice (*)
jednoznacné FeSitelnd, prestoze jen pro ,malo“ funkci f € C je splnéna vysSe uvedend
postacujici podminka pro jednoznac¢nost.

2.10. Nekoneéné diferencovatelné funkce

Ze zakladi matematické analyzy vime, Ze elementarni funkce maji derivace vSech
fadt a jsou lokdlné souctem své Taylorovy fady. Uvazujme prostor C°°(R) vSech
funkei, které maji na R derivace vSech fadu. Pro kaZdou funkci f € C*°(R) a bod
a € R mizeme samoziejmé napsat Taylorovu fadu funkce f:

% 4(n)(q
S LW ¥
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Jeji uzitek je obecné pramaly. Rada sice vidy konverguje v bodé a, ale rovnost
f(a) = f(a) je zcela nezajimava. Je znamo, Ze existuje ¢islo R € [0, 00| takové, Ze
fada (x) konverguje v kazdém bodé z, pro ktery | — a| < R, a diverguje v kazdém
bodé z vyhovujicim podmince |z — a| > R; nazyvé se polomér konvergence fady (x).
Problém spociva v tom, Ze muze nastat jeden ze dvou diskvalifikujicich jevi:

(1) Rada (*) md polomér konvergence R = 0.
(2) Rada (*) md polomér konvergence R >0, ale pro 0 < |xr —a| < R md ,$patny
soucet”, tj. konverguje k hodnoté rizné od f(x).

Dobrou ilustraci jevu (1) poskytuje pro bod a = 0 tento $kolni pfiklad: Polozme
f(x) = [y e tcos(t?x) dt, x € R. Pak f € C*(R) a ¢leny Taylorovy fady o stiedu 0
jsou tvaru £((2n)!/n!)z". Situaci nejlépe ilustruje nésledujici véta; viz [Bo], s. 195:
Je-li {an}22 zcela libovolnd posloupnost redlngch cisel, pak existuje f € C°(R) ta-
kovd, ze f((0) = an, n € N.

Skolni pitklad na jev (2) je funkce f(z)=exp(—1/22), = #0, f(0)=0. Pak
f € C®R) a f(™(0) =0 pro viechna n € N. Cleny Taylorovy fady jsou tedy vesmés
nuly, fada mé polomér konvergence R = oo a jeji soucet je pro kazdé x € R roven 0,
zatimco f(x) > 0 pro x # 0. Taylorova fada tak konverguje ke $patnému souctu.

Ezistuje f € C*(R) takovd, Ze pro kazdé a € R nastdva jev (1) ? Odpovéd je kladnd,
pomoci Baireovy véty lze dokazat, ze takovou vlastnost mé typickd funkce z C>°(R);
viz [Bo], s. 195.

Piibuznd otézka: MuiZe se stdt, Ze pro néjakou funkci f md (x) v kaZdém bodé
a € R kladny polomeér konvergence R(a) a zdroven ddvd Spatny soucet pro kaZdy bod
z € (a— R,a+ R)\ {a}? Zde je odpovéd negativni a plyne z Baireovy véty takto:
Necht f € C*°(R) a necht polomér konvergence R(a) fady (x) je kladny pro vSechna
a € R. Vime, Ze 1/R(a) = limsup | £ (a)/n!|*/". Ptedpokladejme, ze I C R je uza-
vieny interval. e

Definujme o(a) = sup{|f™(a)/n!|*/"; n € N} a E,={a€I;ola) <k}, keN.
Funkce ¢ je zdola polospojitd, tudiz Ej je uzaviend mnozina. Protoze R(a) > 0,
kdykoli a € I, je o(a) < oo pro vSechna a € I. Podle Baireovy véty existuji k € N
a otevieny interval J C I takové, ze |f(™)(a)/n!|'/" <k, kdykoli n €N a a € J.
Pro kazdé a € J tudiz zbytek Taylorovy fady (%) konverguje k nule pro kazdé
x€JN(a—1/2k, a+1/2k), a tedy pro kazdé a € J je soucet Ffady (*) roven f(z).
Tuto Gvahu miZzeme opakovat a pro funkci f € C°(R) dokdzat tuto vétu: Je-li
R(a) > 0 pro kazdé a € R, pak mnoZina bodi a € R, pro néz Taylorova tada (x) ddvd
v okoli bodu a Spatny soucet, je Tidkd.

2.11. Modul spojitosti

Uvedeme nepfilis znamou aplikaci Baireovy véty, vedouci k dikazu existence spoji-
tych funkci s pozoruhodnou vlastnosti. Dtikaz lze nalézt v [GoPel; viz s. 155.

Funkci m : (0,00) — R budeme nazyvat piipustnou, jestlize m je neklesajici a je
mlir&m(m) =0. Necht I =[0,1], f € C(I) a m je ptipustnd funkce. Rikdme, Ze m je
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modul spojitosti funkce f, jestlize plati odhad |f(x) — f(y)| £ m(Jlx —y|), =,y € I.
Systém funkci z C(I), pro néz je ptipustnd funkce m modulem spojitosti, oznac¢me
H(m). Poznamenejme, Ze pro kazdou f € C(I) existuje pfipustna funkce m, pro niz
f € H(m). Plati tato véta: Necht m je piipustnd funkce. Potom se typickd funkce
feC(I) skoro nikde (vzhledem k Lebesqueové mire) meshoduje s Zddnou funkci
z H(m). Podrobnéji: MnoZina funkci f € C(I), pro néZ existuje g € H(m) takovd,
zZe
A{z e I; f(z) = g(x)}) >0,

je mnozina 1. kategorie v C(I).

2.12. Posloupnosti mér

UZite¢nou aplikaci Baireovy véty o kategoriich prekvapil S. Saks ve tficatych letech
v dikazu véty, kterd byva nyni zpravidla nazyvana Vitaliova-Hahnova-Saksova véta.
Ta je obvykle povazovana za jeden z nejdtilezitéjsich vysledki v teorii mnozinovych
funkci.

Je-li (X, A,v) prostor s redingm ndbojem, tedy v je redlnd o-aditivni funkce na
o-algebie A, definuje se (pseudo)metrika ¢ na A x A pfirozenym zptusobem: Pro
A,Be Aje o(A,B)=|v|((B\ A)U(A\ B)), kde |v| je variace néboje v; viz [Ru],
s. 135. Po ziejmé faktorizaci je (A, o) Gplny metricky prostor. Baireovu vétu uzil
S. Saks k diikazu tohoto dtlezitého tvrzeni: Necht p,, n € N, jsou rediné ndboje na A
a w je koneénd mira na A. Predpokladejme, Ze u, je absolutné spojity ndboj vzhledem
k w pro kazdé n € N. Jestlize pro kaZdou mnoZinu A € A je li71ln_)so1<1>p |n(A)] < oo, pak
pro totdlni variace je liﬂsolép lin|| < 0o a navic plati: jestlize pro kazdé A € A existuje
konecnd nh_)nolo tn(A) = p(A), potom p je redlng ndboj a naboje pn, n € N, jsou stejné

absolutné spojité vzhledem k w.

2.13. Konvexni geometrie

Konvexnim télesem v R™ rozumime kompaktni konvexni mnozinu s neprazdnym
vnittkem. Mnozinu vSech konvexnich téles v R™ oznac¢ime K. Pfirozend topologie
na K je indukovana Hausdorffovou metrikou: pro K, L € K se definuje

o(K, L) = max{sup inf |z —y|, sup inf |z —y|}.
zeK yeLl yeL zeK

Z Blaschkeho véty o vybéru plyne, ze K je lokdlné kompaktni prostor, tedy je to
Bairetiv prostor. Budeme fikat, ze urc¢itou vlastnost méa typické konvexni téleso, jestlize
tato vlastnost plati pro vsechny prvky z K s vyjimkou mnoziny 1. kategorie.

Existuji desitky vysledkti popisujicich vlastnosti typickych konvexnich téles; viz
[Grl], [Gr2]. Pro ilustraci zde uvedeme jen tii z nich.

Plati: Typické konvexni téleso md hladkou hranici (to znamend, Ze kazdym hranié-
nim bodem prochézi pravé jedna opérnd nadrovina) a je striktné konvexnd, zobecnéni,
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v némz misto mnoziny 1. kategorie vystupuje o-pérovitd mnozina, dokazal T. Zamfi-
rescu; viz odkaz v [Gr2].

Na otazku o velikosti mnoziny smért usecek lezicich na hranici konvexniho télesa
odpovid4d napt. toto tvrzeni: Necht K € K a S je mnoZina jednotkovych vektori
rovnobéznych s nékterou tuseckou leZict na hranici K. Potom je S v jednotkove sfére
podmmnoZinou 1. kategorie.

Uz vime, Ze typické konvexni téleso ma hladkou hranici. AvSak: Typické konvexnt
téleso nemd hranici tiidy C?. Ve skutecnosti typické konvexni téleso nemé hranici
t¥idy C'* pro z4dné a > 0 v ,mnoha“ hrani¢nich bodech; srv. [KINe].

Jesté jedna ilustrace. Bilidrovym stolem budeme rozumét konvexni téleso K s hlad-
kou hranici. Uvazujeme bilidrovou kouli, kterd se pohybuje jednotkovou rychlosti po
primce v K, dokud nenarazi na hranici K; pak se odrazi zndmym zptsobem. Draha,
po které se od pocatecniho okamziku pohybuje, se nazyva trajektorie; ta je tedy
sjednocenim usecek. Existuji bilidrové stoly obsahujici trajektorie konecné délky. Plati
v8ak: Pro typicky bilidrovy stul md libovolnd trajektorie nekonecnou délku.

2.14. Dalsi ilustrace

Uvedené aplikace Baireovy véty predstavuji pouze prisloveény vrcholek ledovce
tvofeného pracemi vénovanymi této problematice. Dalsi aplikace lze nalézt v [Bo],
[Grl], [Gr2], [Cho], [Ku], [Or2], [Pr], [Za4]. Mnoho desitek citaci, které jsme shro-
mazdili, nebylo mozné do seznamu literatury kvili rozsahu ¢lanku zafadit. A tak
jen naméatkou s velmi struénou bibliografickou indikaci uvedme pro ilustraci néko-
lik témat vztahujicich se k problematice ¢lanku: absolutné konvergentni Fourierovy
fady (Y. Katznelson, 1959), oddélend spojitost (I. Namioka, 1974), ortogondlni fady
(W. Matuszewska a W. Orlicz, 1959), Baireovy tfidy (P. Kiriakouli, 1999), singu-
larni integrélni operédtory (S. Kaczmarz, 1931), topologické hry (M. R. Krom, 1974;
J. Saint-Raymond, 1983; K. Schilling a R. Vaught, 1983), holomorfni funkce, univer-
zalni funkce (K. G. Grosse-Erdmann, 1987, 1999), 13. Hilberttv problém — sklddani
funkei (A. G. Vituskin, 1977; J.-P. Kahane, 1980, 2000), metoda integralnich rovnic
(J. Kral, 1968; I. Netuka, 1971), prostory funkci (P. Wingren, 1999), diferencialni
inkluze (A. Cellina, 1980; G. Pianigiani, 1990), tenké mnoziny v harmonické analyze
(R. Kaufmann, 1993; T. Koérner, 1993; J.-P. Kahane, 2000), hyperbolické rovnice
(A. Alexiewicz a W. Orlicz, 1956), matematickd logika (J. Barwise, 1977), diferen-
cidlni rovnice v Banachové prostoru (A. N. Godunov, 1975), funkciondlni rovnice
(B. Choczewski, 1995), diferencovatelnost konvoluce (V. Jarnik, 1936), nestandardni
analyza (H. J. Keisler, 1997), Mongeova-Ampérova rovnice (E. Cator, 1996), mul-
tifraktalni funkce (S. Jaffard, 2000), teorie dimenze (M. M. Choban a H. Attia, 1991),
Hamiltonova-Jacobiho rovnice (B. Dacorogna a P. Marcellini, 1996), fraktalni derivace
(K. M. Kolwankar a A. D. Gangal, 1996), typické monoténni funkce (T. Zamfire-
scu, 1981, 1984; F. S. Cater, 1982; Z. Bucolich a J. Nagy, 1999), Fourierovy, Taylorovy
a Dirichletovy fady (V. Aversa a A. Olevski, 1993; V. Nestoridis, 1996; J.-P. Kahane,
2000), diferencovatelnost konvexnich a lipschitzovskych funkeci na Banachovjch pro-
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storech (D. Preiss a L. Zajicek, 1984; D. Preiss, 1990; R. R. Phelps, 1993; M. Fabian,
1997; J. M. Borwein, W. B. Moors a X. Wang, 1999).
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