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Moderni pohled
na ,jisty problém minimalni®

FEva Milkova, Hradec Krdlové

Abstrakt: V. PMFA 99/3 se mohli ¢tenafi sezndmit s piispévkem, jehoz prvni ¢ést
se zabyvala rozborem feseni problému minimélni kostry, které uvedl Vojtéch Jarnik
v ¢lanku O jistém problému minimdinim [Jar30]. Predevsim proto, ze u zrodu této
kli¢ové tlohy kombinatorické optimalizace stali dva vyznamni ¢eSti matematici, nabizi
nasledujici pojednani celkovy pohled na tento zndmy a stale aktualni problém. Od
puvodni formulace se pfeneseme k jeji formulaci v soucasné terminologii teorie grafi,
predstavime zakladni algoritmy, které ji fesi, a uvedeme duvody, proc¢ je tento davno jiz
vyfeSeny problém stale zivy.

Ohlédnuti do historie

Ocitame se na sklonku 20. stoleti. Zhruba pred sto lety se v nasi zemi narodili dva
pozdéji velmi vyznamni matematici Vojtéch Jarnik a Otakar Boruvka. U prilezitosti
oslav vyrodi jejich narozeni jsme méli v neddvné dobé moznost zavzpominat na oba
tyto velikany, jejich dilo a jejich védecky piinos pro mnohé partie matematiky. Ucelem
dalsich radkt neni opakovat jiz napsané, pouze pripomenout podstatné skutecnosti
souvisejici s problémem nalezeni minimalni kostry grafu, kterému je tento ¢lanek
vénovan.

Na pielomu let 1925-1926, v dobé€, kdy na jizni a zapadni Moravé méla probihat
elektrifikace, se Otakar Bortivka seznamil s pracovnikem Zapadomoravskych elektraren
Jindfichem Saxelem. Ten jej pozadal o pomoc pfi vyfeseni problému, na kterém pravé
pracoval. Slo o to, kudy a jak vést trasu, kterd méla spojovat nékolik desitek obci
v oblasti Moravy, aby byla co nejkratsi, a tim co nejuspornéjsi. Otakar Bortivka nejen
problém spravné zformuloval, ale téz vyftesil. O konstrukci se zminil v ¢lanku Pri-
spévek k teSent otdzky ekonomické stavby elektrovodnich siti [Bor26a] a matematické

zpracovani problému uvedl v ¢lanku O jistém problému minimdlnim [Bor26].

V dobé, kdy jesté neexistovala vhodna terminologie, byl popis a dikaz Borivkovy
konstrukce pomérné komplikovany. Tuto skutecnost, a zaroven dtlezitost problému,
si zdhy uvédomil dalsi cesky matematik Vojtéch Jarnik. Napsal ¢lanek se stejnym
nazvem O jistém problému minimdlnim s podtitulem (Z dopisu panu O. Bordvkovi)
[Jar30]. V tomto ¢lanku Vojtéch Jarnik navrhl jiny a jednodussi postup pro vytvoteni
pozadované konstrukce.
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Oba cesti matematici tak predbéhli o ¢tvrtstoleti svou dobu. Zijem o uvedeny
problém, z dnesniho pohledu o jeden z nejznaméjsich optimaliza¢nich problémt, pro-
pukl s nebyvalou silou az v 50. letech, v souvislosti s rozvojem pocitact. Borivkova
i Jarnikova metoda byla nezavisle znovuobjevena jesté nékolikrat.

Tteti feSeni problému, odlisné od pfedchozich dvou, podal roku 1956 Joseph B.
Kruskal ve své praci On the shortest spanning tree of a graph and the traveling sa-
lesman problem [Kru56]. Nasledujici uryvek z dopisu J. B. Kruskala pfiblizuje situaci,
ktera se vaze ke zrodu tohoto Feseni [Kru97]:

,Priblizne koncem roku 1954 se mi v Princetonu dostaly do rukou dva tenké listy
papiru s textem napsanym v némciné. Predal mi je kdosi se sdélenim, Ze tyto listy
putovaly po katedre matematiky.

Dokument obsahoval vytah z clanku O. Boruvky z roku 1926. Popisoval metodu
konstrukce mejkratsi kostry v grafu, pro jehoZ kazZdou hranu byla zndma jeji délka.
Z metody plynul jasné dikaz, Ze kostra je prdvé jedna, jestliZe Zadné dvé hrany nemaji
stegnou délku. Zajimala me a zda se, Ze i ostatnt, spis metoda konstrukce neZ vlastni
dukaz. Na jednu stranu byla metoda konstrukce velmi elegantni, na druhou ale zbytecné
komplikovand.

Vidy jsem se snazil zjednodusit prilis komplikovanou myslenku. A tak jsem to zkusil
1 v tomto pripadé. Podatilo se mi to a jd zacal zvaZovat, zda mdm svou zjednoduse-
nou verzi publikovat. Trochu jsem se rozpakoval, md metoda se mi zddla byti prilis
jednoduchd. Nastésti mé nékdo v tomto sméru povzbudil a ja ji v roce 1956 zverejnil.
Mnoho let uplynulo, nez se md jind publikace stala tak zndmou jako tato jednoduchd
metoda konstrukce minimalni kostry!“

Také Kruskaltv algoritmus byl nékolikrat nezavisle znovuobjeven. Prehled praci
zabyvajicich se problémem minimalni kostry grafu do roku 1985 je velmi pékné zpra-
covan R. L. Grahamem a P. Hellem v ¢lanku On the History of the Minimum Spanning
Tree Problem [GraHel85]. PfestoZe problém minimélni kostry grafu byl vyfesen, ziistal
a zlistava stale v centru pozornosti mnoha odbornikt. Jejich snahou bylo a je nalézt
co nejrychlejsi, nejdimyslnéjsi algoritmus na feSeni problému minimélni kostry nejen
obycejného grafu, ale i riznych specialnich grafi, ¢i hledani minimalni kostry spliujici
dalsi podminky.

Problém minimalni kostry (PMK)

Ve svém prispévku O jistém problému minimdalnim formuloval Otakar Bortuvka
tlohu takto:

BudiZ ddna matice M ¢iselrop (o, 3=1,2,...,n;n = 2), aZ na podminku rae = 0,
Tap = Tga, kladnych a vzdjemné ruznych.

Jest vybrati z ni skupinu cisel vzdjemné a od nuly riznych takovou, aby
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1° bylo mozno, jsou-li p1, p2 libovolnd od sebe Tiznd pfirozend &isla < n, vybrati
z ni skupinu ¢édstecnou tvaru

TP1027 7'02037 7"0304, LR} T‘quchfu rcq,1p2

2° soucet jejich clenu byl mensi neZ soucet clenu kterékoliv jiné skupiny cisel
vzdjemné a od nuly riznych, hovici podmince 1°.

Otakar Borivka fesil a dokazoval uvedeny problém na 16 strankéch svého prispévku.
Neni divu. V té dobé byla teorie grafu ,batole” a v ,negrafové“ terminologii nebylo
viibec jednoduché provést zapis a diikaz postupu feseni problému pomoci precizniho
definovani skupin ¢isel splnujicich uvedené podminky 1° a 2°.

Jasnou predstavu svého FeSeni vSak Bortivka ukdzal v praci [Bor26a] publikované
v elektrotechnickém casopise na pfiklad€, ktery je specidlnim pripadem uvedené ilohy.
Slo o propojeni 40 bodii v roviné, jejichz vzajemné vzdalenosti byly vesmés riizné.
Ukolem bylo propojit tyto body siti tak, aby kazdé dva byly spojeny bud piimo, nebo
prostiednictvim jinych a aby celkova délka sité byla co nejmensi. Cely postup nazorné
ilustroval pomoci ¢tyt obrazki:

oo 10

° o ° % o x 11 bt 0-90 8
° q ° ¢ 12
o 7 6 ? [+
. 573 ° 1
© o o o
°e ° 98: 00 ¢ o 62,/ 4!
Obr. 1 Obr. 2
~Z,
3
1
Lz,
Obr. 3 Obr. 4

Kazdy z danych bodé (obr. 1) spojil Otakar Bortivka s bodem nejbliz§im, ¢imz
ziskal fadu polygondlnich tahi 1, 2, ..., 13 (obr. 2). Kazdy ze ziskanych taht spojil
nejkratsim zptisobem s tahem nejblizsim, ¢imz ziskal fadu polygonélnich taht 1, 2,
3, 4 (obr. 3). Kazdy z téchto étyf tahd spojil nejkratsim zpiisobem s tahem nejblizsim,
¢imz ziskal jediny polygondlni tah (obr. 4), jenz fesil dany tkol.
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,Jisty problém minimalni“ nazyvadme v soucasné terminologii ,, Problémem mini-
malni kostry“. Jde o problém, ktery lze zformulovat takto:

Necht je dén souvisly graf G = (V, E) s ohodnocenim hran w: E — R. Mezi vSemi
kostrami grafu G naleznéte kostru (V, E’) s minimélni hodnotou w(E").

Vzhledem k tomu, Ze v Gplném grafu K, (ten odpovidd pivodni pfedstavé pro-

n—2

blému) existuje n ruznych koster, probrani vSech moznosti pro velkd n neprichéazi

v uvahu a je dobré si uvédomit dilezitost ziskanych vysledkt.

Obecné feseni PMK

Dtive nez postupné ptedstavime zakladni algoritmy fesici PMK, popiSeme nejprve

metodu, ktera fesi tento problém obecné. Obecné v tom smyslu, Ze tato metoda v sobé
zahrnuje vsechny dosud znamé algoritmy. Pfi popisu pouzivame proces barveni hran.

Obecny algoritmus nalezeni minimalni kostry grafu

Zadani: Necht je dan souvisly graf G = (V, E) s n vrcholy a m hranami. Pro kazdou
hranu e grafu G necht je dano realné ¢islo w(e). Ukolem je najit minimalni kostru
grafu G.

Reseni: Na pocatku necht je kazd4 hrana neobarvena.

Pravidlo Fezu: Zvolime libovolny fez Rx (G), ktery neobsahuje modrou hranu.

(Rez Rx(G) v grafu G = (V, E) je mnozina hran grafu G, jejichz jeden koncovy
vrchol patii do mnoziny X, kde X CV, 0 # X # V, a druhy do mnoziny V' — X.)

Mezi neobarvenymi hranami fezu Rx (G) vybereme libovolnou tu, kterd mé mini-
malni ohodnoceni, a obarvime ji modfe.

Pravidlo kruznice: Zvolime libovolnou kruznici, kterd neobsahuje Zadnou cervenou
hranu. Mezi neobarvenymi hranami kruznice vybereme libovolnou tu, kterd mé maxi-
malni ohodnoceni, a obarvime ji ¢ervené.

V kazdém kroku algoritmu, dokud v grafu G existuje neobarvena hrana, pouzijeme
jedno z predchozich dvou pravidel.

Modré hrany tvori minimalni kostru grafu G.

Dikaz spravnosti obecného algoritmu (déle jen algoritmu) vychézi ze zfejmé sku-
te¢nosti, ze v kazdém kroku provadéni algoritmu modré hrany tvoii les (modry les)
a ze v kazdém kroku lze pouzit jedno ze dvou uvedenych pravidel, tedy algoritmus
kon¢i po m krocich obarvenim vsech hran grafu G.

Zbyva ukazat, ze po skonceni algoritmu hrany obarvené modfe tvori minim&lni
kostru grafu G, pficemz hrany obarvené cervené v této minimalni kostie nelezi:
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Necht H = (V, E’) je libovolnd miniméalni kostra grafu G. Pfedpoklddejme, Ze jsme
v kroku k, k 2 1, provadéni algoritmu, kdy vSechny dosud modie obarvené hrany patii
do mnoziny E’ a zddna dosud cervené obarvend hrana do mnoziny E’ nepatii.

a) Pouzijeme-li v kroku k pravidlo fezu, tj. zvolime fez Rx (G) a obarvime zvolenou
hranu e modfe, nastanou dvé moznosti. Bud hrana e také lezi v H, nebo nelezi.
V druhém piipadé oznaéme P cestu v kostfe H spojujici koncové vrcholy hrany e.
Z¥ejmé na cesté P existuje alespon jedna hrana e* takova, ze e* je také hranou fezu
Rx(G), je neobarvend a w(e*) = w(e). Odtud dostavame, ze kostra ziskand z kostry H
vyjmutim hrany e* a pfiddnim hrany e je také miniméalni kostra grafu G, tudiz i po
provedeni kroku k& jsou opét vSechny dosud modie obarvené hrany hranami minimalni
kostry grafu G konstruované algoritmem.

b) Pouzijeme-li v kroku k pravidlo kruznice, tj. zvolime kruznici C, kterd neobsahuje
Cervenou hranu, a mezi neobarvenymi hranami kruznice C' vybereme hranu e = {v, w}
s maximéalnim ohodnocenim k obarveni éervené, nastanou dvé moznosti. Bud hrana e
nelezi v H, nebo lezi. V druhém piipadé oznac¢me T’ a T” dva stromy, které ziskdme
z kostry H vyjmutim hrany e. Na kruznici C musi jisté leZet alesponi jedna hrana e* # e
takovd, Ze m4 jeden koncovy vrchol ve stromu 1”7 a druhy ve stromu 7", je neobarvend
a w(e*) £ w(e). Odtud dostavame, ze kostra ziskand z kostry H vyjmutim hrany e
a pfidanim hrany e* je také minimalni kostra grafu G, tudiz i po provedeni kroku k
neni opét zadna Cervena hrana hranou minimélni kostry konstruované algoritmem.

Poznamka: Detailni dtikaz spravnosti tohoto a dalsich algoritmt spolu s tvrzenimi,
tykajicimi se vlastnosti minimélni kostry grafu, je uveden v préci [Mil97].

TFi klasicka FeSeni PMK

Nyni pristoupime k popisu jednotlivych nejzndméjsich feseni. Uvazujeme zadéni
stejné jako v pfipadé obecného algoritmu. Pouze u Bortavkova algoritmu navic pred-
pokladdme, Zze z4dné dvé hrany nemaji stejné ohodnoceni (coZ lze pfedpokladat bez
Wjmy na obecnosti).

Boruvkuv algoritmus nalezeni minimalni kostry grafu

Na pocéatku necht je kazd4 hrana grafu G neobarvend a necht kazdy vrchol grafu G
predstavuje modry strom (uvaZzujeme modry les sloZeny z n modrych strom).

V kazdém kroku algoritmu, dokud modré hrany netvoti strom, provadime:
pro kazdy modry strom najdeme mezi vSemi hranami, které se jej dotykaji (tj.
mezi hranami, jejichz jeden vrchol lezi v uvaZovaném stromu a druhy nikoli), hranu
s nejmensim ohodnocenim. Tyto hrany obarvime modfe (ziskdme novy modry les).

Algoritmus koné¢i ziskdnim modrého stromu — minimélni kostry grafu G.
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Jarnikuv algoritmus nalezeni minimalni kostry grafu

Na pocéatku nechf je kazdd hrana grafu G neobarvend. Zvolime libovolny vrchol
a povazujeme jej za modry strom.

V kazdém z n — 1 krokd obarvime modfe hranu s minimalnim ohodnocenim, jejiz
jeden vrchol lezi v modrém stromu a druhy v ném nelezi (existuje-li jich vice, zvolime
k obarveni libovolnou z nich).

Algoritmus konéi ziskdnim modrého stromu — miniméalni kostry grafu G.

Kruskaluv algoritmus nalezeni minimalni kostry grafu

Na pocatku necht je kazdé hrana grafu G neobarvena. Hrany usporadame neklesa-
jicim zptisobem podle jejich ohodnoceni. Kazdy vrchol grafu G povazujeme za modry
strom.

V kazdém z m krokii rozhodneme o pravé jedné hrané (v potradi daném jejich
uspofddanim), zda ji obarvime modfe ¢ nikoli. Modfe hranu obarvime prévé tehdy,
kdyZ netvofi s modfe obarvenymi hranami kruznici (tj. kdyz koncové vrcholy hrany
nelezi v témZ modrém stromu).

Algoritmus ukonc¢ime, jakmile je n — 1 hran obarveno modfe. Tyto modré hrany
tvoii minimalni kostru grafu G.

Zakladni rozdil mezi uvedenymi feSenimi lze charakterizovat nasledovné:

Kruskaliv algoritmus v kazdém kroku, v kterém dojde k obarveni hrany modfe,
spojuje pravé dva nejblizsi modré stromy v jeden modry strom.

Jarnikiv algoritmus v kazdém kroku rozsitfuje jediny modry strom, obsahujici po-
catecni vrchol, o nejblizsi vrchol.

V Boruvkové algoritmu dochézi v kazdém kroku ke spojeni vSech navzajem si
nejblizsich modrych stromd.

Poznamka: Jarniktv algoritmus a algoritmus Kruskaliv jsou specialni pfipady na-
sledujiciho algoritmu, ktery byl také zformulovan J. B. Kruskalem v roce 1956 [Kru56]:

Zadani: Necht je dan souvisly graf G = (V, E) s n vrcholy a m hranami. Necht V" je
libovolna podmnozina vrcholti mnoziny V. Pro kazdou hranu e grafu G necht je dédno
redlné ¢islo w(e).

Ukolem je najit minimalni kostru grafu G.

Reseni: Na pocatku necht je kazd4 hrana grafu G neobarvena.

V kazdém kroku, dokud neni modie obarveno n — 1 hran, provedeme:
mezi neobarvenymi hranami grafu G, které jsou incidentni s vrcholem z mnoziny V'
nebo s vrcholem modré hrany, vybereme hranu s minimalnim ohodnocenim, ktera
netvori kruznici s modfe obarvenymi hranami, a obarvime ji modfe.

Algoritmus konéi ziskdnim modrého stromu — minimélni kostry grafu G.

Ztejmé v piipadé V' =V algoritmus odpovidd Kruskalovu algoritmu a v pfipadé
V' = {v} ziskdvame algoritmus Jarnikiv.

270 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 45 (2000), ¢. 4



Popsana feseni jsou vzhledem k obecnému algoritmu zalozena na pouzivani pravidla
fezu. Uvedme alespon jeden algoritmus, ktery naopak vyuzivéa pravidla kruznice:

Kruskaluv dualni algoritmus nalezeni minimalni kostry grafu

Na pocatku necht je kazda hrana grafu G neobarvena. Hrany uspofadéame nerostou-
cim zpusobem podle jejich ohodnoceni. Kazdy vrchol grafu G povazujeme za modry
strom.

V kazdém z m kroki rozhodneme o pravé jedné hrané (v potradi daném jejich
uspofadanim), zda ji obarvime ¢ervené ¢i nikoli. Cervené hranu obarvime pravé tehdy,
kdyz tato hrana lezi na néjaké kruznici neobsahujici ¢ervenou hranu.

Algoritmus ukonéime, jakmile je m —n + 1 hran obarveno ¢ervené (zbyvajicich
n — 1 hran tvori minimélni kostru grafu G).

Spravnost vsech popsanych algoritmt plyne ze spravnosti algoritmu obecného.
U Bortvkova feseni je vhodné si uvédomit, ze zarukou toho, ze v zadném kroku
nedojde k vytvoreni kruznice, je pocatecni pozadavek navzajem rtizného ohodnoceni
hran daného grafu.

Soucasné tendence

Jiz fadu let se odbornici snazi o sestaveni takového algoritmu, ktery by nalezl
minimélni kostru grafu s n vrcholy a m hranami v linedrnim case.

Nejnovejsi vysledky ziskané v této oblasti ukazuji, ze pravé Bortivkav algoritmus se
v posledni dobé stal koncepénim zakladem nejrychlejsiho znamého algoritmu fesiciho
problém minimélni kostry grafu. Boravkuv algoritmus lze upravit na ndhodny algo-
ritmus tak, ze tento nadhodny algoritmus potiebuje skoro vzdy linedrni pocet krokt
[KleTar94|, [KKT95].

Zapisme Bortvkav algoritmus jesté jednou, tentokrat rekurzivné:

Zaddni: Necht je dan souvisly graf G' s n vrcholy a m hranami. Pro kazdou hranu e
grafu G necht je dano redlné ¢islo w(e) takové, ze pro kazdé dvé hrany e, €’ grafu G,
e # ¢, plati w(e) # w(e).

Ukolem je najit minimalni kostru grafu G.

Reseni: Na, pocatku necht je kazd4 hrana grafu G neobarvena. Polozime G’ = G.

Krok rekurze (Boruvkuv krok):

e Pro kazdy vrchol v grafu G’ oznacime mezi vSemi hranami incidentnimi s vrcho-
lem v hranu s nejmensim ohodnocenim a obarvime ji modre. Ziskdme modry les T”
grafu G’ obsahujici v8echny vrcholy grafu G'.
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e Provedeme ,z0Zeni grafu G'*: Kazdy modry strom modrého lesa nahradime jedinym
vrcholem, pfi¢emz z grafu G’ odebereme kazdou neobarvenou hranu majici koncové
vrcholy v témz modrém stromu a také odebereme vSechny paralelni neobarvené
hrany (tj. hrany incidentni se stejnymi dvéma modrymi stromy) kromé hrany
s nejmensim ohodnocenim.

Rekurzi provadime tak dlouho, dokud neziskdme souvisly modry les T zzeného
grafu G’ (modry strom, minimalni kostru grafu G’).
VSechny hrany obarvené modfe tvori minimalni kostru grafu G.

Ve zminéném ndhodném algoritmu hraje vedle popsaného Bortuvkova kroku klicovou
roli algoritmus, ktery fesi tzv. ,verifika¢ni problém minimalni kostry grafu® v linedrnim
¢ase [DRT92], [Kin93]. Jeho tlohou je rozhodnout (ovéfit), zda dana kostra daného
hranové ohodnoceného grafu je minimélni.

V algoritmu je vyuzito jak pravidla fezu, feSeného pomoci ,Bortuvkova kroku“, tak
pravidla kruznice obsazeného v feseni verifika¢niho problému.

jako nejvhodnéjsi.
Problém nalézt linedrni deterministicky algoritmus na feSeni problému minimalni
kostry grafu zistava vsak stéle otevieny.

ZAvér

Uvedenym prispévkem jsem chtéla pfipomenout problém, jehoz autory byli ¢esti
odbornici, problém, jehoz riizné metody feSeni poskytly a poskytuji inspirace pfi feseni
mnoha jinych dloh a ktery je zakladem dalSich cetnych optimalizacnich algoritm.
Problém, ktery i nadale nabizi zamysleni, jak jej zdokonalit ve smyslu nalézt co
nejrychlejsi algoritmus.

Podékovani. Dékuji touto cestou panu profesorovi Jaroslavu Nesettilovi (MFF UK Praha)
za veskeré informace, rady a doporuceni tykajici se problému minimalni kostry, které mi
poskytl v rdmci mého postgraduédlniho doktorandského studia a na jejichz zédkladé mohl byt
tento prispévek napsan.
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Od funkci periodickych
ke skoroperiodickym

Alexandr Fischer, Praha

1. Uvod

V mnoha technickych, ale i ¢isté teoretickych oborech maji diilezité postaveni perio-
dické funkce reprezentujici periodické pohyby nebo periodické procesy. Tyto periodické
pochody, zejména astronomické ikazy slunce a mésice, se staly vlastni lidskému védéni
jiz od pradavna. Snad by se mohlo Fici, Ze pojem periodicka funkce v intuitivni podobé
je starsi nez sam pojem funkce.

Mnozinu v8ech celych kladnych (pfirozenych) éisel ozna¢ime N, mnozinu vSech
celych ¢isel Z, mnozZinu vSech racionalnich ¢isel QQ, mnozinu vSech realnych ¢isel R
a mnozinu vSech komplexnich ¢isel C.

Doc. RNDr. ALEXANDR FISCHER, CSc. (1933), Strojni fakulta CVUT v Praze, Ustav
technické matematiky, Karlovo nam. 13, 121 35 Praha 2.
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