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Algoritmy na vypocet kofent polynomu

Jan Sipek a Jan Zitko, Praha

Uvod

Jiz Babylénané, fec¢eno v terminech soucasného mysleni, fesili kvadratické rovnice.
Tyto poznatky spadaji do obdobi 2. tisicileti pfed nasim letopoctem. Trvalo pak cela
tisicileti, nez se dospélo k zavedeni moderniho matematického formalismu, tj. k feSeni
polynomidlni rovnice ve tvaru

p(2) = anz" + apn_12"" 4+ +ap=0.

Nasim cilem neni popsat historicky vyvoj formulace tohoto problému. Ten ¢tenaf muze
nalézt napt. v prehledu, ktery je v ¢ldnku V. Y. Pana [Pv97], kde jsou navic uvedeny
dalsi citace z historie matematiky [Be40], [Bo68], [Ev83]. Chceme tim jenom doku-
mentovat, ze feSeni polynomialnich rovnic patii k jedné z nejstarsich matematickych
uloh, které stoji v soucasné dobé trochu stranou pozornosti, i kdyz se obcas objevi nové
a zajimavé clanky z této oblasti. Vyzkum v oboru numerickych metod je v soucasnosti
soustfedén na numerické feSeni diferencialnich rovnic, numerickou linearni a nelinearni
algebru, optimaliza¢ni problémy, a to vSe s pfihlédnutim na hekticky se rozvijejici
pocitacovou techniku.

Vratme se vSak k polynomtim. Formule na vypocet kofenti polynomu obsahujici
odmocniny byla zndma pro polynomy stupné n < 4. Ruffini v roce 1813 a Abel
v roce 1827 dokézali neexistenci analogické formule pro polynomy stupné n = 5. Tento
vyzkum zavrsil Galois v roce 1832. Podle toho se tudiz kofeny obecného polynomu
stupné vétsiho nez ¢tyri pocitaji numericky, pricemz do dnesnich dnid bylo sestaveno
nékolik stovek itera¢nich metod. Z tohoto divodu se na jedné strané tloha najit
kofeny polynomt povazuje za uzavienou. Mnohdy neni ani zdjem rozvijet dale teo-
rii. Pfipadny projekt by asi nebyl finanéné podporovan, a to nejen u nas. Inzenyii
diive pocitali vlastni ¢isla matic jako kofeny charakteristického polynomu. AvSak
s rozvojem iteracnich metod na vypocet vlastnich ¢isel matic byly sestaveny rychlé
algoritmy, kterym, pokud srovnavame rychlost, mohou klasické algoritmy pracujici
s charakteristickym polynomem jen tézko konkurovat. Podivejme se vsak na celou
véc s trochou abstrakce. Budeme-li pocitat obecné komplexni vlastni ¢isla komplexni
matice a budou-li tato vlastni ¢isla vytvaret shluky nebo budou-li nasobné, pak
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maticova itera¢ni metoda nepocita pfesné, anebo zcela selhava. Vyvstava tedy otazka,
zdali bychom nenasli spolehlivé vlastni ¢isla, vratime-li se k polynomim. Uvédomi-
me-li si dale fakt, Zze polynomialni rovnice je specidlnim pfipadem nelinearni rov-
nice, umoznuje aplikace postupti z teorie nelinedrnich rovnic na rovnice polynomialni
dalsi rozvoj a optimalizaci algoritmt pro vypocet kofent polynomu (viz napf. kniha
[Ku98)).

Jak je vidét, i v této oblasti je mozné najit nové a zajimavé otazky. Uvazovali jsme
postupy v posledni dobé nejvice propagované a zejména jejich aplikace na pocitaci.
Domnivame se, Ze je uzitecné seznamit Sirsi matematickou verejnost s modernimi
postupy a upozornit ji na ,robustni“ program, ktery byl na zakladé ziskanych poznatka
sestaven a odzkousen a mtze slouzit pro vyuku i pro praxi.

V soucasné literatufe se cituje nejvice metoda zalozend na Lehmerové-Schuroveé
vété, Bairstowova, Laguerrova, Newtonova, Aberthova a Jenkinsova-Traubova me-
toda a postupy vzniklé jejich kombinaci. Numerické experimenty ukazaly, ze v dobé
pocitac neméa vyznam se zabyvat metodami, jako je Graeffova ¢i Bernoulliova, i pies
jejich nesporny prinos do teorie numerické matematiky. Vyzkouset vSechny postupy,
které se kdy v literatufe objevily, je nerealné a v soucasné dobé, kterd klade diraz
predevsim na ekonomickou stranku resenych ukoli, i neuskutec¢nitelné. Cilem vyzkumu
v ramci studia bylo nalézt kombinaci metod z jiz citovanych, kterd by spolehlivé
fesila i ,,problémové“ polynomy. Zde pijdou proti sobé dva faktory, jak se ostatné
dé ocekavat, a to spolehlivost a rychlost vypoctu.

Uvedené metody jsme naprogramovali a otestovali navic pfi pouziti ndsobné arit-
metiky. Timto postupem jsme dosadhli zajimavych vysledkd a neni nam znamo, Ze by
nékdo tento postup zkousel. Studium numerickych vysledkt pro rizny pocet platnych
mist bylo zajimavé a ukazalo, ze i pro polynomy stupné 200 a vice s nepfiznivym
rozloZzenim kofenti je mozné nalézt vSechny kofeny s predepsanou presnosti. Do ¢lanku
jsme zafadili jiz uvedené metody. Podrobnéji pojedname o nejspolehlivéjsi metodé,
ktera je zalozena na Lehmerové-Schuroveé vété.

V zavéru pojednani uvadime numerické vysledky, které byly ziskany nasim pro-
gramem. Ten byl navrzen tak, aby bylo mozno aritmetiku nésobnou a vestavénou
kombinovat, tj. nékteré casti vypoctu probéhnou ve vestavéné, nékteré v nasobné
aritmetice. Volba je ponechéna na uzivateli. VSechny vypocty lze samoziejmé provést
pro obecné polynomy s komplexnimi koeficienty i kofeny. Tento program je k dispozici
na www adrese http://artax.karlin.mff.cuni.cz/"honza/polynom/ a domnivame
se, ze muze byt radé ¢tenaru uzite¢ny. Dotazy je mozné posilat na e-mailovou adresu
honza@atrey.karlin.mff.cuni.cz.

V celé praci budeme vysetiovat polynom
p(2) =anz" + an_12"" 1+ +ag (1)

s komplexnimi koeficienty a budeme predpokladat, ze a,ag # 0.

34 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 46 (2001), ¢. 1



Bairstowova metoda

Myslenka této metody spociva v pocitani kvadratickych faktort. Déleni polynomu
p(2) polynomem 22 + uz + v, kde u,v € C1), zapisme ve tvaru

p(2) = (2% +uz +0) (02" 2 + by12" 72 4o+ bo) + by (2 + u) + bo, (2)

kde b; € C. Je ihned vidét, Ze polynom 22 + uz + v déli polynom p(z2) = a,2" + -+ - +
+ ag stupné n > 2, pravé kdyz by = by = 0. Snadno nahlédneme, Ze by a b; jsou
polynomidlnimi funkcemi u a v. Pisme déle by = bo(u,v), by = b1 (u,v). Nalezeni kva-
dratického faktoru jsme timto prevedli na feseni systému dvou nelinearnich rovnic

bo(u,v) =0, by(u,v)=0.

K feSeni systému pouzijeme Newtonovu-Kantorovicovu metodu. Tim obdrzime po-
sloupnosti {u;}524 a {v;}32; pokud konverguji k i, resp. o, pak 22 4+ Gz + 7 je kvad-
ratickym faktorem polynomu p(z). Spocteme jeho kofeny, a tim dostaneme dva kofeny
polynomu p(z). Ziskanym kvadratickym faktorem vydélime polynom p(z) a dosadime
za polynom ptivodni. Proces opakujeme, pokud stupen uvazovaného polynomu je vétsi
nez 2. Vidime, Ze celd metodika je postavena na Newtonové-Kantorovicové metodé.
Lze ukazat, 7e je-li 22 + @iz + 0 kvadraticky faktor polynomu p(z) a jsou-li koteny
tohoto faktoru dva navzéjem rizné a jednoduché kofeny polynomu p(z), pak existuje
okoli Teseni (i, 7), ve kterém Newtonova-Kantorovi¢ova metoda neselze. Odtud jsou
zaroven patrné moznosti pouziti Bairstowovy metody.

Laguerrova metoda

Predpokladejme nejprve, ze koeficienty polynomu p jsou redlné a jeho koreny

21, 22, ..., Zn jSou realné a navzajem ruzné. Budiz z; < 2o < --- < z,. Definujme
z dvodi jednoduchosti zdpisu zg = —00 a zp41 = +0oo a déle budiz I; = {z;, zi41)
pro ¢ =0,...,n. Zvolime-li redlné ¢islo z # z; pro vSechna j, existuje index i tak, ze

z € I;. Sestrojme kvadratickou funkci, kterd bude mit oba své kofeny v intervalu I;
a v bodé z bude mit zapornou hodnotu. Pfedstavime-li si to geometricky, pak sestro-
jime parabolu, kterd mé oba své priseciky s osou x v intervalu I; a jeji graf probiha
v okoli bodu z pod osou z. Parabol s vySe popsanou vlastnosti mtizeme sestrojit
nekonec¢né mnoho. Myslenka Laguerrovy metody spociva v sestrojeni takové paraboly,
ktera ma priseciky s osou x co nejblize ke krajnim bodtm intervalu I;, coz jsou kofeny
polynomu p. Podle pravidla, které uvedeme za chvili, z téchto dvou priisecikl vybereme
jeden (ozna¢me jej na chvili stejnym pismenem z) a opét konstruujeme parabolu, ktera
probih& v okoli nového bodu z pod osou x a mé dva priseciky v intervalu I;. A opét
vybereme jeden z pruseciku a tento postup opakujeme. Touto tivahou jsme naznadili
itera¢ni postup, ktery jak tusime, konverguje k jednomu z krajnich bodi intervalu I;,

1) Obor komplexnich ¢isel.
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tj. ke korenu polynomu p. Tento postup lze zapsat jako jednokrokovou stacionéarni
itera¢ni metodu (viz [Ra65])

k+1 __ Zk np<zk> (3)
p'(zF) £ VHEF)

kde H(z) = (n — 1){(n — 1)(p(2))? — np(2)p” (2)}. Tteraci (3) nazveme Laguerrovou
metodou. Za pocatecéni priblizeni z° volime libovolné realné ¢islo. Pokud by nahodou
bylo kofenem polynomu, vydélime polynom linedrnim faktorem (z — z°) a pracu-
jeme déle s vydélenym polynomem. O volbé znaménka pied odmocninou (v tomto
znaménku je zakddovano, ktery z prusec¢ikit paraboly vezmeme) a o konvergenci
Laguerrovy metody hovofi nasledujici véta.

Véta 1. Necht p je redlng polynom stupné n 2 1, jehoZ vsechny kofeny jsou rediné
a navzdjem rizné. Necht 2° € R je pocdtecni aprozimace a p(z°) # 0. Pak iteracni po-
stup (3), kde znaménko pred odmocninou volime rovné signp'(z*), vytvdri posloupnost
{zk},;“;o, kterd konverguje monotonné a kubicky k nékterému z kotenid polynomu p.
Je-li pro pocdtecni hodnotu p'(z°) =0, volime znaménko pred odmocninou v proni
iteraci libovolné. Pritom p'(2%) #0 prok =1,2,. ..

Z monoténni konvergence plyne, e je-li 2° € I;, pak posloupnost aproximaci kon-
verguje bud k z;, nebo k z;41, kde i € {1,2,...,n}. Je-li i =0 nebo i =n + 1, pak
posloupnost {zk}z"zo konverguje k z1, resp. k z,. Volba znaménka pfed odmocninou
je rozhodujici pro rychlost konvergence. Kubickd konvergence znamené, ze v okoli
kofenu z; se iterace, které k nému konverguji, chovaji tak, ze [2FT1 — z;| ~ |2F — 2|2
V praxi to znamend, 7e je-li absolutni hodnota |z¥ — ;| rovna nap¥. jedné deseting,
pak |zF+1

metodu, jejiz fungovani nezavisi na rozlozeni kofenti, pokud jsou redlné a navzajem

— z;| je fAdové jedna tisicina. Vidime, Ze méme k dispozici velmi rychlou

ruzné. Pfipomenme si, ze napf. rychlost konvergence Bernoulliovy nebo Graeffovy
metody zavisi na rozlozeni kofent, i kdyz jsou vSechny realné a navzajem rtzné.

Formulujme si nyni ilohu co nejobecnéji. Méjme polynom s komplexnimi koeficienty
a s komplexnimi kofeny a aplikujme Laguerrovu metodu na tento polynom. Takovy
pokus si v pocita¢i mizeme lehce provést. Sta¢i zménit deklarace proménnych. V tomto
pfipadé budeme znaménko pifed odmocninou volit tak, aby absolutni hodnota vyrazu
ve jmenovateli byla nejvétsi. Je to analogické k readlnému pfipadu, kdy volba znaménka
nam dava vétsi absolutni hodnotu jmenovatele. A budeme mile prekvapeni. Metoda
funguje vyborné, jak se ukazalo v celé fadé prikladid, které jsme spocitali.

Pro komplexni polynomy s komplexnimi kofeny se metoda odvozuje jinym postu-
pem. Ten je mozné najit v praci B. Parletta [Pa64]. Vysledny itera¢ni vzorec je stejny.
Reknéme si jesté, co je o této metodé zndmo.

Jsou-li vSechny kofeny polynomu realné, ale nékteré z nich nejsou jednoduché,
metoda sice konverguje, ale jeji konvergence je jen linearni v okoli ndsobného kofene.
V pripadé, ze metoda konverguje k jednoduchému komplexnimu kofenu, je jeji konver-
gence kubicka. Piipady, kdy konvergence selhava, jsou nesmirné ¥idké. Uvedme si na
zavér priklad polynomu a volby pocatec¢ni aproximace tak, aby Laguerrova metoda se-
lhala. Mé&jme polynom p(z) = z(32% + a), kde a > 0, tedy p(a) # 0. Zvolime-li z° = a,
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pak iterace Laguerrovy metody vypadaji nasledovné: zSudé éislo — ¢ pliché cislo — _ g
Ke konvergenci staci zvolit jiné pocatecni ptiblizeni. S podobnym jevem jsme se setkali
u Newtonovy metody, kterou v tomto pojednani nerozvadime, protoze ji povazujeme
za, vSeobecné zndmou. Poznamenejme jenom, ze vzorce pro Laguerrovu a Newtonovu
metodu se jen nepatrné lisi v malém okoli kofenu.

Praxe vsak od nas pozaduje takovou metodu, ktera konverguje rychle a spolehlivé,
pri¢emz s rozvojem hodné rychlych pocitaca se zddrazinuje spolehlivost. To znamena,
ze zadame polynom a chceme od pocitace koreny, eventualné koteny v zadané oblasti
komplexni roviny bez jakéhokoliv zdsahu. Maximalné miiZzeme upozornit uzivatele
na to, ze pfi zméné toho ¢i onoho parametru lze ocekavat zrychleni vypoctu. Je
mozné napriklad pomoci dané proménné fici pocitaci, ze koeficienty polynomu jsou
realné nebo Ze polynom ma vsechny kofeny realné. Podrobné je vSe uvedeno v popisu
programu na www strance.

Vidime, Ze z tohoto hlediska samotna Laguerrova metoda neuspokojuje a ze ji bude
nutné kombinovat s dalSim, asi pomalejsim, avsak spolehlivéj§im postupem. Tomu
bude vénovan nasledujici odstavec.

Lehmerova-Schurova metoda

V tomto odstavci se budeme zabyvat separaci kofentl komplexniho polynomu, a to
hlavné postupy zalozenymi na Rouchéové vété.
Uvazujme opét polynom (1) s komplexnimi koeficienty. Oznac¢me

p*(2) =@z + @2+ T,
p*(z) = 2"p(1/7),

a definujme operator T' nasledovné:

a déale rekurentné
T’[p) = T[T/~ [p]]. (5)

Necht /¢ je nejmensi prirozené ¢islo, pro které plati
T*[p)(0) = 0. (6)

Véta 2 (Lehmerova-Schurova). Necht p je polynom stupné n = 1, p(0) # 0. Pak plati:

(a) Jestlize existuje prirozené cislo k takové, e 0 < k < £ a T*[p](0) < 0, pak poly-
nom p md alespor jeden koren uvnitr jednotkového kruhu.

(b) Jestlize TI[p](0) >0 pro viechna j =1,2,..., —1 a T*[p] je nenulovd kon-
stanta, pak Zdadny koren nelezi uvniti jednotkového kruhu.

Dtikaz této zajimavé véty je mozné najit napiiklad v [Mad9], [Ra65], [Zi75].
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Poznamka. Pokud mé polynom p(z) kofen uvniti kruhu o stfedu ¢ € C a poloméru
r € R, pak polynom h(z) = p(rz + ¢) mé kofen uvnit¥ kruhu o stfedu 0 a poloméru 1.

Neni tudiz problém zjistit, zda kofen polynomu lezi nebo nelezi uvniti libovolného
kruhu v komplexni roviné. Na tom je postaven cely algoritmus. A nyni si fekneme, jak
metoda funguje, a to formou ,komunikace“ s pocitacem, ktery nam bude odpovidat
bud ANO, nebo NE. Je tedy zadan polynom a za¢neme komunikaci, kterd by mohla
probihat napi. takto:

Lezi koten wvnitt jednotkového kruhu? NE
Lezi koten v kruhu o poloméru 27 NE
LeZi koven v kruhu o poloméru 229 ANO

Kofen tedy lezi v mezikruzi o vnitfnim poloméru R = 2 a o vnéjsim polomeéru 2R.
Toto mezikruzi pokryjeme osmi stejnymi kruhy o stredech
3R 1

T e* pro k=0,1,...,7

2cos(5m)

a o poloméru %R. Je snadné ukazat, ze to jde a zZe to je skoro nejmensi mozny polomér
zajistujici tplné pokryti. Vypoctem bychom zjistili, Ze minimélni polomér je roven ¢islu
(1+4/1+9/(3+2v2)) R =0,7975 R, aviak s ¢islem 2R se nam bude lépe pocitat.

Provedeme prifazeni R := %R.

Imz
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A nyni budeme probihat postupné vSech osm kruhii. Necht pro tfeti kruh ndm po-
¢ita¢ odpovi ANO, pro predchozi dva NE. Pro tento kruh pokracujeme v komunikaci.
Stied pro vsechny dalsi kruhy zlstava stejny, zmensujeme pouze polomér.

Lezi koten uvniti wvaZovaného kruhu o poloméru R? ANO
Lezi koten v kruhu o poloméru R/2¢ ANO
Le#i koren v kruhu o poloméru R/2%? NE

Polozime R := R/2% a pokryjeme mezikruzi o vnitfnim poloméru R a o vné&jsim
poloméru 2R, ve kterém evidentné lezi kofen, osmi stejné velkymi kruhy podle jiz
popsaného pravidla. Je vidét, Ze poloméry uvazovanych kruhti konverguji k nule.
Jestlize tedy zvolime polomér nejmensiho kruhu napf. 107 a provadime-li jiz popsany
postup az do kruhu o takto malém poloméru, pak stfed tohoto kruhu je aproximace ke
kofenu polynomu s presnosti 10~7. Je nasnadé od tohoto stfedu nastartovat nékterou
z rychlych metod, napf. metodu Newtonovu nebo Laguerrovu. Praxe dokonce ukazuje,
Ze sta¢i zachytit kofen v kruhu o poloméru 10~! az 10~2. Mame-li spoétenu aproximaci
korene, vydélime polynom linedrnim faktorem a pokracujeme s vydélenym polynomem
od zacatku.

Shriime nyni jiz odvozené vlastnosti:

1. Rychlost konvergence Lehmerovy-Schurovy metody neni zadnym zpusobem ovliv-
néna nasobnosti korenii nebo jejich shluky. U fady itera¢nich metod se tento
problém vyskytuje.

2. V kazdém kroku mizeme pfejit k rychleji konvergujici metodé (napi. k Newto-
nové metodé). Konvergence této metody bude zaviset hlavné na tom, jak blizko
jsme se dostali ke kofenu. Pokud metoda konvergovat nebude, mtizeme se vratit
k Lehmerové-Schuroveé metodé a pokusit se zlepsit aproximaci kofene.

3. Po nalezeni kofene vydélime polynom linearnim faktorem, ktery tento kofen obsa-
huje, a mtzeme pokracovat v hledani dalSich.

Diky témto vlastnostem je Lehmerova-Schurova metoda idealni jako zéklad adap-
tivniho algoritmu pro hledani vSech kofent komplexniho polynomu.

Zbyvé poznamenat, co délat v pripadé, Ze nejsou splnény predpoklady véty 2. Je
dokazano, ze pokud lezi kofen polynomu na jednotkové kruznici nebo existuji-li reci-
proké kofeny (z; = 1/%;) polynomu, pak 7°~![p](z) nevyjde jako nenulové konstanta.
V tomto ptipadé polomér vysetfovaného kruhu o malo zvétsime nebo zmensime a cely
postup opakujeme od zacatku.

Aberthova metoda

Uvazujme polynom (1) stupné n s jednoduchymi koteny z1, ..., z,. Necht z¥ kde
i=1,...,n, jsou navzijem rizné dostatecné blizké aproximace kofenti polynomu (1).
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Potom pomoci logaritmickych derivaci?) polynomu miizeme odvodit iteraéni proces

k
Sl gk p(zl)n — i=12.n E=012,,
1R — p(zk
P =D
JFL J

ktery konverguje kubicky ke vS§em kofentim polynomu. Tento itera¢ni proces se nazyva
Aberthova metoda. Vice informaci je mozné nalézt napf. v [Ku98].

Jenkinsuv-Traubuv algoritmus

Tento algoritmus jsme vybrali hlavné pro srovnani, protoze se stal jadrem vétSiny

,blackbox“ fesicid, jako naptiklad Mathematica.
Je znamo, ze Newtonova metoda je ddna predpisem

, , i
at g JPED)
P'(#9) Y

Jenkinstv-Traubtiv algoritmus nahradi derivaci p’(2/) polynomu p(z) hodnotou

H’(27) polynomu H7(z) sestrojeného v nasledujicich tiech stupnich.

Algoritmus nalezne jeden kofen polynomu. Kofen je odseparovan a algoritmus se
pouzije na polynom nizsiho stupné. Necht obecny polynom p predstavuje ptivodni
polynom definovany vztahem (1), kde p(0) # 0, nebo polynom po provedeni k — 1
krokt algoritmu.

Stupeti 1 (proces bez posuni).

H(z) =1/ (2),

j+1 1 j Hj<0)
) = [BG) - o

V praxi se prirozené ¢islo M vétSinou voli pevné jiz na zacatku vypoctu v zavislosti

(2)|, 7=0,1,....,M—1.

na presnosti aritmetiky, napf. pro vestavénou aritmetiku M = 5.

Stupeii 2 (proces s pevnymi posuny). Zvolme 3 kladné éislo takové, ze

< i .
ps =L 1z

Bt RS}

kde z; jsou kofeny nalezené v predchazejicich krocich, a zvolme s tak, Ze |s| =

aplati |s — 21| < |s — 2;| proi = 2,...,k — 1. Dal& iterace polynomu H’(z) vypadaji
nasledovné
, 1 , Hi
HIT(2) = H(z) — (S)p(z) , j=M,M+1,...,L—1,

z—s p(s)

kde pfirozené ¢islo L opét volime.

2) (logp(z))’
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Stupeii 3 (proces s proménnymi posuny). Polozme

RO
HE(s)
a provedme
, 1 4 HI(27)
HiT(2) = - HI(z) — _
()= = |6 - 2]
i1 _ g _pE) C_
z =z Hiti(27)’ j=L,L+1,...,

kde H je polynom HY vydéleny koeficientem u nejvyssi mocniny.

Vice informaci o tomto algoritmu naleznete napi. v ¢lancich [Je70], [Je72].

Poznamka k numerickym vysledktm

Provedli jsme testovani 100 polynomt stupné nejvyse 64. Soustfedili jsme se pfitom
na polynomy, se kterymi maji Skolni programy na vypocet korenti problémy.

Jsou to nasobné kofeny, shluky kofentd, polynomy s velkymi kofeny i koeficienty
v absolutni hodnoté (napf. Wilkinsontiv polynom nebo polynomy s geometrickym
rozlozenim kofent).

Pro tento ¢lanek jsme vybrali 50 polynomt s komplexnimi a 50 s redlnymi koefi-
cienty. Kofeny téchto polynomu jsme poté pocitali pouzitim Aberthovy, Jenkinsovy-
-Traubovy, Laguerrovy a Lehmerovy-Schurovy metody v kombinaci bud s Newtono-
vou, nebo Laguerrovou metodou ve vestavéné aritmetice.

Vysledky jsme zaznamenali do nasledujicich dvou tabulek:

TABULKA 1. Polynomy s redlnymi koeficienty

Metoda Vyftesil [%] | Iterace [%)] | Kofeny [%] | Koeficienty [%] | Cas [%)]
Jenkinsova-Traubova 98.00 0.00 22.00 14.00 84.00
Aberthova 98.00 98.00 22.00 6.00 16.00
Laguerrova 100.00 0.00 24.00 30.00 0.00
Leh.-Schur + Lag. 100.00 0.00 16.00 30.00 0.00
Leh.-Schur + New. 100.00 2.00 16.00 20.00 0.00

TABULKA 2. Polynomy s komplexnimi koeficienty

Metoda Vyftesil [%)] | Iterace [%)] | Kofeny [%)] | Koeficienty [%] | Cas [%]
Jenkinsova-Traubova 98.00 0.00 20.00 18.00 80.00
Aberthova 98.00 98.00 28.00 8.00 20.00
Laguerrova 100.00 0.00 14.00 32.00 0.00
Leh.-Schur + Lag. 100.00 0.00 20.00 20.00 0.00
Leh.-Schur + New. 100.00 2.00 18.00 22.00 0.00
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ODbé tabulky maji stejnou strukturu. Ve sloupci Vyresil je uvedeno procento poly-
nomt, u kterych byly nalezeny vSechny kofeny. Ve sloupci Iterace je uvedeno, v kolika
procentech pfipadti méla prislusna metoda nejmensi prumérny pocet iteraci k nalezeni
jednoho kotenu. Sloupec Kofeny ukazuje, v kolika pfipadech byla u dané metody
hodnota max(|p(zi)|) nejmensi. Sloupec Koeficienty ukazuje, v kolika pripadech byla
u dané metody hodnota max(|a; — a;|) nejmensi, kde a) jsou koeficienty polynomu
sestaveného z nalezenych kofent a a; jsou koeficienty zadaného polynomu. Posledni
sloupec ukazuje, v kolika pfipadech byla metoda rychlejsi nez ostatni.

Jak je vidét z obou tabulek, Jenkinsova-Traubova metoda spoleéné s Aberthovou
metodou se zdaji jako velmi rychlé a presné, pokud vezmeme v tivahu pouze funkéni
hodnoty v kofenech. Na druhou stranu, pokud vezmeme v tivahu i zrekonstruované
koeficienty, podava v redlném pripadé Laguerrova a v komplexnim pripadé Lehmerova-
-Schurova metoda lepsi vysledky.

Na zavér je mozné tici, ze pokud nam jde hlavné o piresnost vSech nalezenych feseni,
je Lehmerova-Schurova metoda vhodnéjsi.
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