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Od Fermatovych ¢isel ke geometrii

Vénovano prof. O. Kowalskému k jeho 65. narozeninam.

Michal Krizek, Praha

1. Uvod

V letosnim roce si pfipominame 400. vyroc¢i narozeni velkého francouzského mate-
matika Pierra de Fermata (1601-1665). Jedno z jeho mylnjch tvrzeni doslova zpiisobilo
revoluci v teorii ¢isel i geometrii. Fermat se totiz domnival, ze vSechna ¢isla tvaru

Fo=2""41 prom=0,1,2,...

jsou prvocisla. Prvnich pét ¢lenti této posloupnosti Fy = 3, F1 = 5, Fo = 17, F3 = 257
a Fy = 65537 prvocisla skutecné jsou. AvSak uz ¢islo Fs je slozené, jak v roce 1732
zjistil Leonhard Euler (viz obr. 1). Cisla F,, se nazyvaji Fermatova ¢isla. Je-li F,
prvocislo, fikame, ze je Fermatovym prvocislem.

EUKLEIDES (4.-3. stol. pf.n.l.):

Pravidelny n-ihelnik lze zkonstruovat pomoci pravitka a kruZitka, kdyZ
n=2'395", kden =3, i =0 jsou celd &sla a 7,k € {0,1}.

PIERRE DE FERMAT (1601-1665):

Pro m=0,1,2,... je posloupnost F,, = 22" 41 tvorena prvocisly
(mylné tvrzeni).

LEONHARD EULER (1707-1783):
F5 = 641 x 6700417.

CARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855):

Pravidelny n-ihelnik lze zkonstruovat pomoci pravitka a kruZitka prdve
tehdy, kdyz plati n =2"Fp, Fn, -+ Fm;, kde n >3, i20, j=0
a Fnyy Fing, -, Fmj jsou vzdjemné riznd Fermatova prvocisla.

Obr. 1. Historické milniky eukleidovské konstrukce pravidelnych mnohothelnik.

Doc. RNDr. MicHAL K#iZEK, DrSc. (1952), Matematicky tstav Akademie véd CR,
Zitna 25, 115 67 Praha 1, e-mail: krizek@math.cas.cz
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2. Konstrukce pravidelnych mnohothelniku

Do roku 1796 byla Fermatova ¢isla spiSe matematickou kuriozitou. Zajem o né
vzrostl, kdyz Carl Friedrich Gauss objevil aZ neuvéritelnou souvislost mezi Fermato-
vymi prvocisly a eukleidovskou konstrukei (tj. pomoci kruzitka a pravitka) pravidel-
nych mnohothelnikt. Gauss ve svych devatenacti letech zcela necekané nalezl euklei-
dovskou konstrukci pravidelného sedmnéctitthelnika. Na pocest tohoto fundamental-
niho objevu je na podstavci Gaussovy sochy (viz obr. 2) v jeho rodném Braunschweigu
znézornéna pravidelnd sedmndcticipad hvézda (nikoli na jeho hrobce v Gottingen, jak
si Gauss puvodné pral).

Obr. 2. Zlata sedmnacticipd hvézda na podstavci Gaussovy sochy v Braunschweigu.

O nékolik let pozdéji pak Gauss formuloval nutnou a postacujici podminku (viz
obr. 1) udévajici, kdy je pravidelny mnohothelnik eukleidovsky konstruovatelny. Jeji
ptvodni dikaz, ktery ma vice nez 50 stranek (viz [10, Sect. VII]), vSak neni zcela Gplny.
Nutnost Gaussovy podminky byla dokdzéna pozdéji, v roce 1837 Wantzelem [22] (viz
téz [17]). Pravidelny n-tihelnik s lichym po¢tem vrchold lze tedy zkonstruovat pro

n=3,5,15,17,51,85, 255,257, .. ., (1)

kde 15=3-5,51=3-17,8 =517, 255 =3-5-17, ... jsou souciny Fermatovych
prvocisel.

VysSetfovani prvociselnosti Fermatovych cisel se tak stalo dilezitym tkolem. Né-
mecky astronom Thomas Clausen piSe 1. ledna 1855 Gaussovi (viz [3, str. 185]), ze
¢islo Fg je slozené. Na obr. 3 je kopie ¢asti jeho dopisu, ktery je ulozen v knihovné
univerzity v Gottingen. Stejny vysledek publikoval nezavisle Landry az v roce 1880
(viz [15]).

V roce 1878 Frangois Edouard Anatole Lucas dokézal (viz [16]) nasledujici vétu,
ktera se stala mocnym nastrojem pro hledani prvociniteli Fermatovych ¢isel.

Jestlize prvocislo p déli F,, pro m > 1, pak existuje prirozené cislo k tak, Ze
p=Fk-2mT2 4 1.
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Obr. 3. Cast dopisu T. Clausena, ve kterém Gaussovi oznamuje, e se mu podafilo najit
rozklad éisla Fs: ,Auch habe ich gefunden, daf die Zahl 25* + 1 in die beiden Primfactoren
274177 und 67280421310721 zerlegt werden kann; die letztere ist, so viel ich weif, die grofite
bis jetzt bekannte Primzahl.“

UZite¢nost Lucasovy véty si ukazme na tiloze, kterou se zabyval A. E. Western v roce
1903. Slo o to zjistit, zda Fig je ¢islo slozené. Pocet jeho cifer je tictyhodny — téméi
80000, protoze

logyo(22° + 1) + 1~ log;p 22 +1=2"%log, 2+ 1 =78914.

Podle Lucasovy véty je tieba najit pfirozené &islo k tak, aby k-229 4+ 1 délilo Fig
a aby k- 22° 4+ 1 bylo prvoéislo. Timto zptisobem Western pomérné snadno zjistil, ze
hledané ¢islo k je 13, protoZe pro mensi hodnoty & (kromé pfipadu k = 7) jsou ¢isla
k- 229 + 1 slozeni.

Jak ale miizeme ovéfit, ze p = 13- 220 + 1 = 13631489 skute¢né déli obrovské Fer-
matovo ¢islo F1g?7 To lze snadno zjistit pomoci nasledujictho fetézce kongruenci:

22" = 655362 = 1048261 (mod p),
22° = 10482612 = 3164342 (mod p),
22" = 31643422 = 9153547 (mod p),

22" = 15986222 = 1635631 (mod p),
22" = 16356312 = 13631488 (mod p),

kde na pravych stranach stoji zbytky pfi déleni prvocislem p. Tudiz
22" 41 =0 (mod 13631489).

Diky modernim matematickym metodam a vykonné vypocetni technice dnes jiz
vime, Ze
F,, je slozené pro 5 < m < 30,
i kdyZ pro Fia, Fag, Faz a Foy zatim nezndme zaddného netrivialniho délitele (viz [12]).
Cislo Fp4 ma pies 5 miliénti cifer. Diikaz toho, Ze je to &islo slozené, si vyzadal
provedeni 10'7 aritmetickych operaci (viz [6]). Byl to zatim nejrozsihlejsi vypocet,
jehoz vysledkem byla jednobitové informace typu ANO/NE. Zatim neni znamo, zda
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F31 je cislo slozené ¢i prvocislo. Nevime tedy, zda je soucasny seznam eukleidovsky
konstruovatelnych pravidelnych mnohothelnik? jiz tplny.

Pfestoze je dnes zndmo pfes dvé sté prvociniteldi (viz [23]) rtznych Fermatovych
Cisel, stale se nedari vysledovat mezi nimi takovou zakonitost, kterd by vedla k defini-
tivni odpovédi na to, zda je Fy nejvétsi Fermatovo prvocislo. Otevienym problémem
také stale zistava, zda je Fermatovych prvocisel konecné ¢i nekoneéné mnoho.

3. O dalsich souvislostech Fermatovych ¢isel s geometrii

C. F. Gauss rovnéz objevil zptsob, jak rozdélit lemniskdtu na pét stejné dlouhych
¢asti (viz [20]). Jeho vysledek pozdéji zobecnil Niels Henrik Abel takto:

Lemniskdta muze byt rozdélena na n stejné dlouhyjch ¢dsti pomoct pravitka a kruZitka,
kdyz n=2'Fp Fpy - Frn,, kde 120 a j 20 jsou celd isla a Fr,, Frny, ..., Fn,
jsou vzdjemné ruznd Fermatova prvocisla.

Podrobny dukaz tohoto tvrzeni je uveden v [20]. Pfipomenime, Ze (Bernoulliho)
lemniskata je uzaviena kfivka, jejiz body majf od dvou pevnych bodi (+(a/2)v2, 0)
konstantni soucin vzdalenosti rovny a?/2, kde a > 0 je realny parametr (a = /2 na
obr. 4).

\

Obr. 4. Lemniskata (2 + 32)? = a*(2® — 3°).
Ukazme si dalsi pozoruhodny vztah mezi teorii ¢isel a konstrukei pravidelnych mno-
hotihelnikd. Uvazujme znamy Pascaliv trojihelnik modulo 2, tj. suda ¢isla v Pascalové
trojuhelniku nahradime nulou a lichd jedni¢kou (viz leva éast obr. 5):

v

v v v v
&!ﬁ &b £ &!ﬁ &b A
Obr. 5. Pascaltiv trojihelnik modulo 2 a Sierpinského fraktalni mnozina.
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Kazdy radek tak predstavuje ¢islo zapsané ve dvojkové soustavé. Pfevedeme-li nyni
tato ¢isla do desitkové soustavy, dostaneme posloupnost

1,3,5,15,17,51, 85,255, 257, .. ., ()

ktera je rostouci, protoze kazdy fadek v trojuhelniku z obr. 5 zadind 1 a je o jednu
dvojkovou cifru delsi nez predchozi fddek. Porovnejme nyni posloupnosti (1) a (2).
Neni to maly zdzrak? Dikaz této zajimavé shody je uveden v [9] (viz téz [14, str. 81]).
Povsimnéte si jesté, ze Pascaltiv trojihelnik modulo 2 mé podobnou strukturu jako
znamé Sierpinského fraktdlni mnozina (srov. obr. 5).

I Heroniiv trojuhelnik souvisi s Fermatovymi prvocisly. Pfipomenme, ze trojuhelnik,
jehoz délky stran i obsah jsou celociselné, se nazyva Heronuv trojuhelnik. Nasledujici
tvrzeni je dokdzano v [14].

Necht délky stran Heronova trojihelniku jsou mocniny prvocisel. Pak jsou tyto délky
stran bud rovny 3, 4, 5, anebo Fy,, Fy,, 4(Fpm—1 — 1) pro néjaké m = 1, pro néz je
F,, prvoéislo (viz obr. 6).

4 4(E1-1_1)

Obr. 6. Jediné mozné Heronovy trojuhelniky, jejichz délky stran jsou mocniny prvocisel.

Prvociselnost F),, mé prekrasnou geometrickou interpretaci, kterou v roce 2000
objevili Jones a Pearce (viz [11]). Nejprve si ale popiSeme algoritmus, jak lze graficky
zobrazovat zlomky tvaru 1/n.

Necht b > 1 a n jsou celd ¢isla. Jestlize r; je zbytek v i-tém kroku pfi déleni 1/n
vzhledem k zakladu b, pak zbytek v nasledujicim kroku ¢ + 1 spliuje kongruenci

rit+1 = br; (mod n).

Zacneme-li s rg = 1, dostaneme posloupnost zbytki 7o, 71, r2, ... pro 1/n odpovidaji-
cich zédkladu b. Tuto skuteénost mizeme v roviné graficky znézornit takto (viz obr. 7):
z bodu (rg,r9) vedme tsecku nejprve vertikalné a pak horizontalné do bodu (r1,r1).
Odtud opét vedeme tsecku nejprve vertikalné a pak horizontalné do bodu (72, r2) atd.
Pokud v #-tém kroku dostaneme nulovy zbytek, algoritmus ukoné¢ime. Posloupnost
zbytkl tak jednoznacné urcuje vysledny graf.

Uvazujme napiiklad zlomek 1, ktery ma pii zékladu 10 rozvoj 0,142857. Odpo-
vidajici posloupnost zbytki je periodickd, rg =1, r1 =3 =10 (mod 7), ro =2 =30
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Obr. 7. Grafické znazornéni zlomku % pro dva ruzné zaklady.

(mod 7), 73 =6 =20 (mod 7), r4 =4 =60 (mod 7), r5 =5 =40 (mod 7), 1o = rg =
= 1=50 (mod 7) atd. Z obr. 7 je patrno, ze pfislusny graf je stfedové symetricky
vzhledem k bodu (%, %) pfi zakladu b = 10, ale je nesymetricky pri zakladu b = 11.
Piirozené ¢islo n > 1 nazveme perfekiné symetricke, jestlize graf odpovidajici
zlomku 1/n je stfedové symetricky vzhledem k bodu (n/2,n/2) pro kazdy zéklad b,
pro ktery b # 0 (mod n) a b # 1 (mod n). Jones a Pearce v [11] dokazuji nasledujici

nutnou a postacujici podminku:

Prirozené cislo n > 1 je perfektné symetrické prdvé tehdy, kdyZ n je Fermatovo prvo-
c¢islo nebo n = 2.

Na obréazku 8 jsou znizornény grafy odpovidajici zlomku 1/F5 pro nékolik riznjch
zékladi.

A

Obr. 8. Grafy odpovidajici zlomku % pti zdkladech b =8, 9, 10 a 16.
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V [14] je dokézdno patnact dalsich nutngch a postacujicich podminek na prvodisel-
nost F,. O souvislosti Fermatovych prvoéisel s péti platonskymi télesy (pravidelnymi
mnohostény) se mizete doc¢ist v [13].

4. Fermatova ¢isla a bifurkace logistické rovnice

V této kapitole se zminime o pirekvapivé souvislosti (viz [2]) Fermatovych &isel
s logistickou rovnici, ktera zapric¢inila bouflivy rozvoj teorie chaosu. V sedmdesatych
letech M. J. Feigenbaum fesil iteracné na bézné kapesni kalkulacce tzv. logistickou
rovnici (viz [8])

Tnt1 = An(l—2,), n=12,..., (3)

jez popisuje napriklad evoluci dynamického biologického systému. Linearni ¢len Az,
charakterizuje riist jisté populace, zatimco kvadraticky ¢len (—Az2) reprezentuje jeji
tbytek v disledku néjakého procesu. Pro pevny parametr A a zadanou pocatecni
hodnotu z; € [0, 1] miZe mit posloupnost {z,} rtizny podet hromadnych bod.

Jak je patrno z obr. 9, feseni jednoduchého nelinedrniho matematického modelu (3)
maji zna¢né komplikovanou strukturu s mnozstvim bifurkaci. Prvni z nich je v bodé
A1 = 1. Odpovidajici ,vétev feSeni“ je dana funkei f(A\) =1 — 1/ pro A € [1,4], ktera
popisuje stabilni rovnovazny stav az do druhého bifurka¢niho bodu Ay = 3. Dalsi bifur-
kacni body jsou v A3 = 3,44949, A4 = 3,54409 atd. V nich dochazi k tzv. ,,zdvojovani
period“, o ¢emz se zminime pozdéji.

Obr. 9. Feigenbaumova cesta k chaosu. Pro vzristajici hodnotu fidictho parametru A € [0, 4]
obrazek ilustruje mnozinu odpovidajicich hromadnych bodt vSech posloupnosti {z,} pro
vSechny poéateéni hodnoty z1 € [0, 1].

0 1 2 3

Pro A > )2 existuje konstantni (ale nestabilni) feSeni s pocatecni podminkou
10
?.
Podobné pro A > A3 existuji dalsi nestabilni feseni. Naptiklad z, = % pro n liché,

x1 = 21(\) lezici na grafu funkce f, napf. x, = 0,7 pro vSechna pfirozend n a A\ =

T, = % pro n sudé a \ = % Tato nestabilni feseni jsou znazornéna v obr. 9 pferuso-
vanou c¢arou.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 46 (2001), ¢. 3 185



Jestlize pocateéni hodnota 1 € (0,1] nelezi na grafu funkce f, dostaneme 2 hro-
madné body pro A € (A2, A3]. Podobné hodnoté A € (A3, A\4] obecné odpovidaji 4 hro-
madné body atd. Jak uvidime pozdéji, tyto hromadné body budou generovat nekon-
stantni periodickd feSeni. Zvolime-li napfiklad A € (A, A3] a pocateéni hodnotu x4
na horni nebo dolni vétvi, bude odpovidajici posloupnost {z,} oscilovat mezi témito
dvéma hodnotami.

Pomoci jednoduché transformace

1ze logistickou rovnici (3) pfepsat do kanonického tvaru (srov. obr. 10)

Yn+1 = yi +b, (5)

kde b= \/2 — \2/4.

Obr. 10. Hromadné body posloupnosti {y»} pro parametr b € [—2,0] a pro vSechny poc¢ateéni
hodnoty y1 € [—2, 2]. Nestabilni FeSeni nejsou znazornéna.

Rovnici (5) je vyhodné vysetfovat v komplexni roviné C, tj. b, y, € C. Pozname-
nejme, ze nékteré fraktalni objekty v komplexni roviné jsou popsany pomoci stejné
rovnice jako chaos v redlné proménné. Oznacme zavislost posloupnosti (5) na para-
metru b obvyklym zptisobem: y,, = y,(b). Pak pro poc¢ateéni podminky 1 (b) = 0 pro
v8echna b € C je mnozina M vSech ohranicenych posloupnosti {y, (b)}52; Mandelbro-
tova mnoZina, tj.

M={beC|Ic>0Vne{1,2,...}: yn(b)| < ¢}

(viz obr. 11). Pokud kazdému bodu b € C\ M ptifadime jisty barevny odstin podle
srychlosti divergence* posloupnosti {y,(b)}22, ziskdme tak zndmé barevné obrazky
okoli Mandelbrotovy mnoziny.

Reseni {y,}22, rovnice (5) se nazyva periodické, jestlize existuje pfirozené ¢islo p
tak, Ze Yn4p = Yn Pro viechna prirozend n a yn4r # yn pro viechnar € {1,...,p—1}.
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Obr. 11. Mandelbrotova mnozina vSech komplexnich ¢isel b, pro néz je posloupnost y1(b) = 0,
y2(b), y3(b), ... definovana vztahem (5) ohraniéena.

Cislo p se pak nazjva minimdini perioda a jakykoliv jeji pfirozeny nasobek perioda.
Ostatni FeSeni se nazyvaji neperiodickd. Periodickd a neperiodickd FeSeni rovnice (3)
se definuji analogicky.
Antonjuk a Stanjukovi¢ v ¢lanku [2] nejprve vySetfuji nejjednodussi pfipad rovnice
(5) pro b =0, tj.
Ynt+1 = Z/?L (6)
Vsechna Feseni (periodickd i neperiodickd) rovnice (6) maji tvar

yp =0a*", aeC.

Vsechna Yeseni s periodou p (ale i periodou g, kterd déli p) spliiuji vztah

P
y* —y=0.
Pii tzv. zdvojovani period se vySetifuji vSechna periodicka feseni s periodou p = 2™,
m =0,1,2,... (nebo periodou ¢, ktera déli p). Ta jsou definovdna rovnici

yr —y=0.

Vylouc¢ime-li trivialni feseni y,, = 0, dostaneme
22" 1 _

Yy —1=0. (7)

Periodick4 feSeni spliiujici (7) zfejmé musi lezet na jednotkové kruznici v komplexni

roviné.
Matematickou indukei lze snadno odvodit velice uziteény vztah (viz napt. [14])

m—1 m—1
Fp-2=2"-1=T]@" +1 =] A (8)
k=0 k=0
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Exponent v rovnici (7) 1ze tedy napsat jako sou¢in Fermatovych ¢isel. To ndm umoz-
fiuje rozloZit polynom na levé strané (7) na ireducibilni cyklotomické polynomy nizsiho
fadu. Hledani téchto polynomi je proto spojeno s rozkladem Fermatovych ¢isel z pravé
strany rovnice (8) na prvodéisla.

Pokud F,, a F,,+1 jsou dvé po sobé néasledujici prvocisla, pocet ,bifurkacnich
se zdvojnasobi. To nastava pro hodnoty p = 2, 4, 8, 16, 32. Fermatovo ¢islo F5
je ale sloZené, proto pro periodu p = 26 = 64 nastéva zajimavy tkaz, kdy se pocet

vetvi“

bifurkac¢nich vétvi zeSestindsobi (viz [2]). Pro dalsi ¢isla Fs, F; a Fg se podet vétvi
zeCtyinasobi. Znacné komplikované situace nastava pro dalsi Fermatova cisla, ktera
maji vice netrividlnich délitelu.

Pfipad rovnice (5) pro b # 0 se v [2] vySetfuje pomoci teorie perturbaci. Opét exis-
tuje vzajemné jednoznacny vztah mezi jednotlivymi bifurka¢nimi vétvemi a cykloto-
mickymi polynomy. Uzijeme-li zpétné transformaci (4), dostaneme analogické vysledky
také pro rovnici (3). To znamen4, Ze v bifurkaénim bodé Ag se kazda vétev rozdéli na
Sest dalsich vétvi. Pouze nékteré z nich se chovaji jako atraktory. Ostatni vétve se
chovaji jako repelory, a proto je velice obtizné je spocitat numericky. V bodé A7 se
kazda vétev rozdéli na Ctyti vétve atd.

5. Fermatova transformace a dalsi aplikace Fermatovych é&isel

Na zavér se kratce zminime o nékterych technickych aplikacich F;,,. Fermatova cisla
maji zajimavé pouziti pii digitalnim zpracovani signalt. Pro jednoduchost predpokla-
dejme, ze F,, je prvocislo. Necht o € {2,3,..., F,,, — 1} je ddno a necht N je zvoleno
tak, ze N déli tzv. fdd e = ordg,, «, tj. nejmensi exponent, pro ktery a® = 1 (mod F,).

Cislo N se nazyvéa delka transformace a ordr,, o mazimdini délka transformace.
Napiiklad pro m > 1 a o = 3 je maximalni délka transformace rovna 22", jak plyne
z Pepinova testu, o némz jsme jiz psali ve [12]. Jestlize o = 2, pak je ordf, a = 2m*!
prom=0,1,....

Fermatova transformace pro rychlé zpracovani digitalnich signala byla poprvé navr-
zena v [1]. Digitalni signal je reprezentovan vektorem z = (2(0),z(1),...,z(N — 1))
celych ¢&isel takovych, ze xz(k) € {0, 1, ..., F,, —1} pro k=0, 1, ..., N — 1. Jedno-
rozmérna Fermatova transformace a jeji inverze jsou pak definovany vztahy

N—-1
X(G) =) z(k)a?* (mod Fp), j=0,1,....,N —1,
k=0
N1 9)
y=N"1 X(j)a=* (mod F,,), k=0,1,...,N—1,

=0

<.

kde X(j) €{0,1,..., F,, — 1} pro vSechna j € {0,1,..., N —1} a N~! oznaduje
celé &islo, pro néz NN—1 =1 (mod F,,).

Jak znamo, Fourierova a Laplaceova transformace jsou definovany pro spojité
signaly, které musi byt pro pocitacovou implementaci diskretizovany. Pro porovnani

188 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 46 (2001), ¢. 3



s (9) ptipometime, ze diskrétni Fourierova transformace a jeji inverze jsou definovany
v komplexnim oboru podobnymi vztahy

N-—1
Y(j) = y(k) e~ 2FIk/N j=0,1,...,N—1,
k=0
N-1
y(k) = NT' )Y ()N k=01,...,N -1,

Jj=

kde N~! = 1/N je nyni na rozdil od (9) redlné ¢&islo. Diskrétni Fourierova transfor-
mace vyzaduje N2 nasobeni komplexnich &isel. Poznamenejme, Ze pocet nasobeni
lze zredukovat na O(Nlog N), pokud N je mocnina 2 (viz tzv. rychld Fourierova
transformace zavedend v [5]). Naproti tomu Fermatova transformace a jeji inverze
vyzaduji provedeni pouze O(N log N) séiténi, odecitani, posunit o bit, ale z4dné
nasobeni. V pocitacové aritmetice modulo F,, lze totiz pfevést pfislusna nasobeni
na ,bitové“ posuny (viz [14]).

Fermatova transformace umoznuje jednoduse pocitat konvoluce digitalnich signala
(viz [1]) pomoci podobnych vztaht jako pro diskrétni Fourierovu transformaci. Diile-
7ité vSak je, Zze nedochazi k zadnym zaokrouhlovacim chybam, protoze vypocet probiha
v celociselné aritmetice.

V roce 1978 Reed, Truong a Welch publikovali efektivni algoritmus pro rychlé
dekédovani Reedovych-Solomonovych kédt pomoci Fermatovy transformace (viz [18]).
Poznamenejme, ze napiiklad kompaktni disky CD jsou chranény proti drobnému po-
skrabani pomoci znamych Reedovych-Solomonovych samoopravujicich se kédu, které
umoznuji dodateéné vypocitat ztracenou informaci. Samoopravujici se kédy se také
pouzivaji napt. pfi prenosu dat z meziplanetarnich sond.

Schénhage a Strassen!) v roce 1971 piedlozili rychly algoritmus pro ndsoben{ velkych
Cisel o N cifréch, ktery vyzaduje provedeni jen O(N log N loglog N) aritmetickych ope-
raci (viz [21]). Tento algoritmus je zaloZen na aritmetice modulo F,,,. Poznamenejme,
7e bézny algoritmus pro nésobeni dvou é&isel, ktery se déti uci ve skole, vyzaduje O(N?)
operaci.

Pro vypocet Fermatovy transformace (9) se pouziva binarni aritmetika modulo F,,.
V [7] je podrobné popséno, jak efektivné provadét zékladni operace v této aritmetice.

V ¢lanku [4] je uvedena dalsi zajimava aplikace Fermatovych ¢isel pfi vytvafeni
heSovacich funkei (angl. hashing functions), které kazdé hodnoté ukladané v paméti
pocitace prifadi adresu, kam se ma tato hodnota ulozit.

Fermatova cisla lze také pouzit ke konstrukci generatori pseudonahodnych cisel.
Posloupnost pseudondhodnych ¢&isel X; € [0,1) lze definovat napf. takto (viz [19,
str. 40])

r; —1 .
Xi:p;,1 pro 1 =1,2,...,

1) V. Strassen se jiz dfive proslavil prekvapivym vysledkem, Ze Gaussova eliminace neni
optimélni vzhledem k asymptotickému poctu operaci — viz Numer. Math. 13 (1969),
354-356.
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kde r; € {1,..., Fy — 1} je zbytek takovy, Ze
ri = 75r;—1 (mod Fy) a ro=1

Délka periody této posloupnosti je 65536, coz je maximalni mozné délka pro cislo Fj
(viz [14]). Poznamenejme jesté, Zze generdtory pseudondhodngych &isel se pouzivaji
k ziskani prvociselnych rozkladu, pfi testovani prvociselnosti, pii simulaci nékterych
fyzikalnich procest, pfi feseni parcidlnich diferencidlnich rovnic metodou Monte Carlo
(zejména ve vicerozmérném prostoru), v kryptografii pro generovani pseudondhodnych
posloupnosti bitti, ve vSech pocitacovych hrach, kde je zapotfebi néjaké nahodilosti,
aj.
V monografii [14] uvaddime nékteré dalsi aplikace Fermatovych ¢isel.

Podé&kovani. Autor dékuje pani Baerbel Mund z Niedersaechsische Staats- und Uni-
versitdtsbibliothek v Gottingen za laskavé zaslani kopie dopisu Thomase Clausena
z obr. 3 a F. Lucovi, L. Somerovi a A. Solcové za cenné pripominky.
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Padesat let vypoctl koeficientti
vnitini konverze zareni gama

Otokar Dragoun a Milos Rysavy, Praha

Podobné jako excitované atomy prechazeji i vzbuzena atomova jadra do nizSich
energetickych stavli casto emisi monoenergetickych foton. V obou pifipadech jsou
tyto prechody vyvolany elektromagnetickou interakci a plati pfi nich zdkony zachovani
energie, hybnosti, momentu hybnosti a parity. Spektroskopie rentgenovskych i mékcich
fotond a stejné tak i spektroskopie jaderného zafeni gama to vyuzivaji ke stanoveni
kvantovych charakteristik vzbuzenych stavi zkoumanych objekti.

Pii vyzkumu atomt se vSak setkdvame i s neradia¢nim deexcita¢nim procesem,
pii kterém jsou emitovany skupiny monoenergetickych Augerovych elektront. Jiz pii
prvnich méfenich magnetickymi spektrometry na zacatku 20. stoleti se ukazalo, ze
k emisi monoenergetickych elektronti dochazi i pfi radioaktivnich prfeménach. V té
dobé jiz bylo znamo Roentgenovo zareni i Einsteinova rovnice fotoelektrického jevu.
Bylo proto pfirozené predpokladat, ze dochazi k ,,vnitini konverzi zafeni gama“: jadro
emituje foton, ktery vyvold fotoefekt na nékterém z elektronii vlastniho atomového
obalu (foton se tedy uvnitf atomu ,konvertuje“ na elektron). Ze zméfené energie
vzniklého fotoelektronu lze pak stanovit energii jaderného prechodu.

Brzy se v8ak ukazalo [1], Ze pfedstava vnitfniho fotoefektu je nespravnd a Ze proces
probih& piimou elektromagnetickou interakci mezi vzbuzenym jadrem a nékterym
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