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Matematika na vzdalené planeté

R. W. Hamming

Z recenze Dennise F. Almeidy v Math. Reviews (99h:00008):

Hamming vyuzivd spekulace o tom, jak by se mohla matematika vyvijet na vzdd-
len€ planeté, ke zpochybnéni obecné sdileného vnimani matematiky. Argumentuje
spise z pozice uZivatele matematiky neZ z pozice cistého matematika. V podstaté
turdi, Ze platonismus v matematice je neudrzitelnd filozofie. Je kriticky k nékterym
zpochybnitelnym praktikam v matematice véetné dikaziu sporem a ,her se sklené-
nymi kulickami®, kam zahrnuje nemoznost trisekce uhlu pomoct pravitka a kruzitka.
O poslednim tvrzeni 1ikd, Ze to neni matematickd véta z redlného svéta.

Cldnek ukazuje, Ze Hammingovy ndzory se béhem jeho dlouhé a vynikajici #i-
votni drdhy vyvijely: od vdahavé loajality k platonismu ke zrejmému pragmatismau.
Hamming pripousti, Ze kdysi napsal, Ze matematika je ,rozsirovani, zobecrovani
a abstrakce®, ale nyni véri, Ze to moind nend nic jiného nez ,jasné mysleni®. Cldnek
si rozhodné zaslouzi, aby se o ném diskutovalo na matematickych pracovistich.

Cilem této prednasky je, abyste se vazné zamysleli nad otazkou, do jaké miry je
matematika libovolna a do jaké miry je pevné dana, a také nad tim, co si o povaze
matematiky myslite.

Tento proslov vznikal v mé hlavé jiz ddvno, a to v poc¢atcich kampané SETT (patrani
po inteligentnich mimozemstanech), kdy se k tomuto prizkumu pouzivaly obrovské
satelitni antény v Arecibu. Nyni po mnoha letech provadime toto patrani mnohem
efektivnéji a presto jsme dosud nezjistili Zddné urcité znamky Zivota.

Matematika ma tii stranky. Za prvé jsou zde postulaty, axiomy nebo piedpoklady,
at uz tomu budeme fikat jakkoliv. Bourbakiho pfistup se soustfedoval pravé na tyto
zélezitosti. Alternativni postulaty popisujici tutéz matematiku nejsou povazovany za
jinou matematiku.

Za druhé jsou zde definice; ty urcuji velkou ¢ast matematiky. Naptiklad standardni
definice funkce jedné redlné proménné umoznuje pozorovat mnoho zvlastnosti. Jestlize
uvazujeme spojitou ,zubatou® funkci, jejiz graf se sklada z tsecek vedenych pod
thly +45° a —45° a jestlize provedeme rotaci soufadnicového systému o 45°, potom
dostaneme néco, co uz neni spojitou funkei, a dokonce ani funkci [protoZe pfislusna
lomend ¢éra prestane byt grafem funkce ve smyslu definice]! Euler ani Fourier by
s né¢im takovym nesouhlasili! Myslenka spojitosti vznikla z predstavy, ze kreslime
(idedlnim) perem k¥ivku, aniz bychom pero zvedli, a nemé tedy Zzadnou souvislost
s volbou néjakych souradnic. To, Ze jsme zkreslili jednoduchou intuitivni myslenku
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spojitosti tak, Ze zacala byt zavisld na volbé soutadnic, se mi zda poSetilé, nebot
pojem funkce a pojem krivky se tak staly rtiznymi pojmy.

Za treti jsou zde urcité povolené zptsoby logického odvozovani. Zpisoby logického
uvazovani jsou dnes ziidkakdy zpochybnovany, a proto se jimi budeme zabyvat jen
kratce a jen v jednom sméru.

Nejprve v8ak bych se rad zminil o nékterych epizodach z mého zivota, které formo-
valy mé nazory. Prvni z nich se udéla v Los Alamos za druhé svétové valky, kdyZ jsme
pracovali na vyvoji atomové bomby. Kratce pred prvni skute¢nou jadernou zkouskou
(jisté chépete, Ze nemohl byt proveden Zadny experiment v malém méfitku — bud
mate kritické mnozstvi materidlu, nebo je nemdate) mé pozddal jeden kolega, abych
zkontroloval nékteré jeho numerické vypocty, a ja jsem souhlasil s tim, Ze to vSe
postoupim nékterému ze svych podiizenych. Kdyz jsem se zeptal, o co zde jde, fekl
mi: ,Jde o pravdépodobnost toho, Ze pokusna bomba zapali celou atmosféru.“ Poté
jsem se rozhodl provést kontrolu osobné! Nazit¥i, kdyz si kolega ptiSel pro odpovéd,
poznamenal jsem: , Aritmetické vypocty jsou zjevné v poradku, ale nejsem si jist,
pokud jde o G¢inné prirezy zachytu pro kyslik a dusik — zfejmé se nedaji udélat
74dné experimenty na potiebné energetické trovni.“ Jeho odpovéd byla odpoveédi
fyzika matematikovi: on mé pouze zadal o kontrolu v§poétil, ne fyziky, a odesel. Rekl
jsem si: ,,Co jsi to, Hammingu, provedl, Ze se G¢astnis na podniku ohrozujicim vsechno
7ivé ve vesmiru a pfitom toho vi$ tak méalo o podstatnych vécech?“ Prechazel jsem
sem a tam po chodbé, az se mé jeden pfitel zeptal, co mé trapi. Rekl jsem mu to.
Jeho odpovéd znéla: ,,Neboj se, Hammingu, nikdy se nenajde zadny Zalobce.“ Ano,
riskovali jsme veskery Zivot v ndm znamém vesmiru na zakladé néjaké matematiky.
Matematika neni pouze plany druh uméni; je podstatnou soucasti nasi spolecnosti.

Od toho dne jsem casto délal (samozfejmé méné dramatické) predpovédi zalozené
na konvenéni matematice, zejména kdyz jsem pracoval v Bellovych telefonnich labora-
tofich. Jestlize zmensite rozmér kiidel na jednu tfetinu a vzdate se Sikmého vypéleni
strely, odstartujete mnohem lépe a zasdhnete cil v mnohem vétsi vzdéalenosti; jestlize
sestrojite tranzistor timto zpiisobem misto jinym, bude to znamenat velky pfinos;
centralni urad postaveny podle tohoto projektu bude méné zahlcen nez v pripadé
jiného projektu, vezme-li se v ivahu predpokladané provozni zatizeni atd. Mnohokrat
jsem ucinil od svého psaciho stolu pfedpovédi o redlném svété, které byly zalozeny
na matematice. Samoziejmé ze se Priroda nestard o moje vypolty ani o pouzité
matematické postulaty, ale diisledky mohou byt vazné. Proto mé zvlastni dilezitost
zeptat se, které druhy matematiky mohou ovlivnit mij Zivot a které ne. To je ta
otazkal

Vratme se zpét k hlavnimu tématu. PFipomertime si, Ze zdkladni hypotéza [pfi patrani
po inteligenci ve vesmiru] je, Ze se nachdzime v obousmérné komunikaci se vzddlenou
civilizaci pomoci radiovych viln. Vérime, ze jejich fyzikalni a chemicky svét je podobny
nasemu, tedy ze maji také gravitaci, setrvacnost, teplo, zdkon zachovani energie,
termodynamiku, entropii a jiné detaily z naseho svéta. Ze maji tytéz fyzikalni problémy
jako my a musi se s nimi vyrovnat. Pokud véfite ve stvoteni svéta a tedy v Boha, potom
je ovsem On mohl stvofit velmi odlisné od nas, ale jestlize vérfite v evoluci, potom se
museli vyvijet podle stejnych pfirodnich zakoni, s rostouci schopnosti volného k¥izeni
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na vSech stupnich vjvoje, od jednoduchych zacatkd az po jejich nynéjsi slozitost.
Galileo Galilei jednou fekl: , Matematika je jazyk prirody.“ Takze tvari v tvar stejnym
prirodnim zakontim musi jejich matematika byt hodné podobnéa té nasi.
Bezprostredni otazka zni, jaké zptisoby komunikace bychom mohli o¢ekavat s témito
bytostmi — jisté nemluvi anglicky ani zadnym jinym pozemskym jazykem. Podoty-
kam, Ze ackoliv na Zemi mame mnoho riznych prirozenych jazyka, zda se, ze mame
v podstaté jen jeden jazyk pro matematiku. Budou mit i oni takovy univerzalni jazyk?
Kdyz jsem kazdé 1éto navstévoval na dva tydny védecké laboratote v Los Alamos
jako konzultant, brzy jsem zacal klast tyto otazky svym prateltm fyzikum. Za jiz uve-
deného predpokladu vsichni souhlasili s tim, Ze mimozemstané by méli mit v podstaté

X

stejnou matematiku. Ale slova ,v podstaté“ potfebuji vysvétleni. VSichni fyzikové
védi, ze kvantova mechanika mé tii rizné popisy: vlnovy popis, maticovy popis
a existuje téz grupoveé-teoreticky pristup. Tedy dana soustava experimentalnich dat
nebo, chcete-li, sama ptiroda nemusi byt podlozena jedinou teorii. Padl zde argument,
7e mimozems$tané musi mit néco podobného Maxwellovym rovnicim. Ale tyto rovnice
vyzaduji kalkulus, viceméné v té formé, jak jej zname my.

Lidé s velkou predstavivosti si mohou v tomto sméru predstavit témér cokoliv
a pisi védecko-fantastické povidky o oblaccich plynu, které jsou vnimajicimi bytostmi,
ale kdyz je prinutite zamyslet se nad tim, co je skuteéné pravdépodobné a co jsou
pouhé jalové vymysly, mnohé z téchto vrtochti fantazie rdzem uvadnou. Skutecné,
v souvislosti s pristdnim na Mésici ne€kteti lidé tvrdili, Ze jeho povrch mize byt pokryt
17 stopami prachu a zZe kazdéa sonda se po pristani v tomto prachu utopi. Ukazalo
se, ze povrch vypada skoro tak, jak jsme si predstavovali — oc¢ekavali jsme vice eroze
zptsobené dopadajicimi Casticemi a solarnim vétrem a méné eroze zptisobené vodou
nebo obycejnym vétrem, a to z prostého divodu, ze na Mésici existuje jen nepatrné
mnozstvi atmosféry. Proto mam sklon ignorovat divoké médni napady. Ve skutecnosti,
kdyz je vSechny sepiSete, potom soucet pravdépodobnosti vSech téchto nekonvencénich
predpokladii je tak maly, Ze je mtzete ignorovat a predpokladat, ze Mésic se v rozumné
mife podoba Zemi.

S jalovymi spekulacemi se nikam nedostaneme; musime zacit od néjakého zakladu.
Pripomnél jsem, ze Descartes, kdyz zacal premyslet o svété, zjistil jednou, ze mnohé
z toho, co ho naucili, byla nepravda a za své heslo si zvolil ,myslim, tedy jsem“.
Rozhodl jsem se zacit s Kroneckerovou klasickou poznamkou ,cela ¢isla stvoril Biih,
zbytek je dilem c¢lovéka“. Miizete predstirat, Ze nevétrite v néco jiného, ale nutnost zit,
prezivat a rozliSovat jednu véc od druhé pro mne znamend, ze pravdépodobné mate
diskrétni vypocetni soustavu, ktera je neomezena rozsahem — celé ¢isla jsou konecna
a linedarné usporadana, ale mnozina celych ¢isel je neomezena.

Peanovy postulaty pro cela cisla jsou zdbavné, ale urcité si nikdo skute¢né nemysli,
7e tyto postulaty davaji vzniknout celym ¢islim; ve skute¢nosti, pokud by se ukazaly
jako nedostateéné, miZzeme je zménit a dostat to, co chceme. Nase predstavy o celych
¢islech jsou nezavislé na Peanovych postulatech!

Euklidovska geometrie je svizana se spojitosti. Staii Rekové nakonec &elili problému
existence dvou pristupt, spojitého a diskrétniho, a popravdé feceno dopadli neslavné,
stejné Spatné jako my. Byly zde dvé filozofické Skoly — ta, ktera lpéla na neexistenci
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zmén (véc, kterd je sama sebou, se nemiZe zménit a zistava sama sebou), a ta, ktera
véfila ve zménu jakozto zdklad vesmiru (Hérakleitos: vSechno podléhé neustélé zméné
a nevstoupi§ dvakréat do téze feky). Zénénovy paradoxy byly, jak véfim, dramatickym
pokusem poukazat na zakladni potize, které vznikaji mezi diskrétnim a spojitym
hlediskem. Vezméme jen jeden z nich, paradox leticiho sipu. Pokud se ¢as sklada
z okamziku, tak jako se redlna primka poklada za sloZenou z bodu, pak v kazdém
okamziku je Sip v nékteré poloze, a tedy se nemize nikdy pohybovat. Néco podobného
miiZzeme Tici o pfimce — ta je slozena z bodii, které nemaji zddnou dimenzi, ale celd
pfimka ma nenulovou dimenzi. Je to rozumné? Na druhé strané ti, co vérili ve zménu,
museli nakonec Fici, ze existuje néjaka mez v nasi schopnosti rozdélovat na c¢asti a ze
je tedy svét slozen z nedélitelnych atomt. Diskrétni ptistup uvizl v logickém zavéru,
7e neni mozna zadna zména, zména je pouhou iluzi, protoze jinak by nic nebylo urcité
a pevné. Spojité a diskrétni se nedaji smisit, jsou jako olej a voda.

Mam sklon vérit, Ze na vymyslené vzdalené planeté dojdou jeji obyvatelé ke stejnému
druhu logiky, jako médme my, a to dokonce, i kdyby jejich zivot byl zalozen na bazi
kfemiku misto na béazi uhliku. Koneckoncd i oni se setkavaji se stejnym druhem
fyzikalniho vesmiru ve své blizkosti, a tedy budou mit stejné problémy, na které
dtrazné upozornil Zéndén. Znovu opakuji, ze jak si v§iml Galilei, matematika je jazykem
védy, a protoze jejich hmotny svét se Fidi stejnymi zakony jako nas, nemohou se prilis
odchylit od matematiky, kterou zname my. Nebo snad mohou?

Rekové uskuteénili pfechod od celjch éisel ke zlomkiim, racionélnim &isléim, k &slim
vyjadiujicim poméry a ja véfim, Ze na vzdalené planeté ucinili totéz. Ale Rekové, kdy#
zjistili, ze délka thlopticky jednotkového ¢tverce neni raciondlni ¢islo, rozhodli se, Ze
to viibec neni ¢islo; v nejlepsim piipadé Ze je to jakasi veli¢ina. Velké ¢ast Euklidovych
Zakladi, po¢inaje patou knihou, se zabyva Euklidovou teorii veli¢in. Nekdy ve stfedo-
véku, spolu se vznikem desetinného zapisu ¢isel, jsme se patrné rozhodli, Ze iracionalni
Cisla jsou také ¢isla. Museli mimozemstané dojit ke stejnému zavéru? Pravdépodobné
meéli podobné jako Euklidés dvé paralelni teorie. Transcendentni ¢isla, jako jsou =, ~
a e, se zdaji byt nevyhnutelnd a oni na své planeté s nimi museli néjakym zptisobem
zachézet.

V roce 1937 Turing zavedl do logiky Turingtv stroj (na papife, nikoliv jako skuteény
vyrobek), aby vyhovél Hilbertové touze po mechanickych dikazech, o kterych Hilbert
predpokladal, ze to budou dokonalé dikazy platné pro vSechny casy. Tim Turing
zménil definici [redlnych] ¢isell Predtim byla isla zfejmé ztotoziiovéna se svymi
reprezentacemi (skoro vzdy v desitkové soustavé, jako by Btth mél pét prsti! —
vyjimecné ve dvojkové soustave). Turing se soustiedil na otdzku, co vlastné stroj mtize
vyprodukovat pfi pouziti programi, které jsou koneénymi posloupnostmi instrukei
(vyjadfenych pro pohodli ve dvojkové soustavé) a které po spusténi stroje tento stroj
v jistém okamziku zastavi, takze pozndme, Ze jsme obdrzeli odpovéd. Tudiz vycislitelné
¢islo [computable number] je takové redlné ¢islo, pro které existuje néjaky program
umoziiujici na Turingové stroji uréit takovy podcet jeho &islic (libovolny, ale nutné
koneény), jaky si pfedem zaddme.

To znamena, ze Turing ve snaze ziskat mechanické dtikazy zménil pojem ¢isla z jeho
reprezentace pomoci ¢islic [kterych je obecné nekoneéné mnoho| na odpovidajici proces
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ziskani tolika z téchto éislic, kolik si jich prejeme mit. Cislo n je nyni totéZ co né&jaky
program, napiiklad program, ktery generuje jeho prvnich 6 miliard ¢islic a ne uz
jako dfive nekonecné desetinné ¢islo. Tim Turing ucinil novy maly krok smérem od
aktuélniho nekonecna zpét ke koneénu, které nema omezeni, totiz k potencidlnimu
nekonec¢nu ve smyslu Aristotelové, coz je protiklad aktudlniho nekoneéna ve smyslu
Cantorové. Vétsina matematikd si patrné neni védoma této zmeény, ale ti, ktefi se
zabyvaji vypocty, ji shledavaji pfirozenou. Tato zmeéna v definici obraci vnive¢ nékteré
staré diikazy a vysledky a soucasné umoziuje jiné diikazy jinych vysledki.

Tato zména od nekonec¢na ke konec¢nu je v souladu s vyvojem mnoha jinych partii
matematiky; viz napiiklad ,delta-epsilonovy“ proces [v definici spojitosti funkce].
Znovu pfipomindm svoji pochybnost, Ze by se mimozemstané na své planeté mohli
vyhnout problémtm spojenym s rozporem mezi spojitym a diskrétnim a z toho
plynoucim potizim s nekone¢nem. Tak ¢i onak méli pravdépodobné svého Zéndna s jeho
paradoxy a také jiné potize. Koneckonci zijeme v konecném svété a stard myslenka,
7€ % =0,3333... atd., je v rozporu s nasim vlastnim presvédc¢enim a pravdépodobné
i s jejich presvédcenim.

Aniz bychom se pokouseli o dikaz, a ja se k té zalezitosti tykajici se matematické
presnosti a diikaz dostanu za chvili, mtzeme vidét toto: protoze program je definovan
jako konec¢na posloupnost instrukci, jsou mozné pocitacové programy vesmes konecné,
ale mnozina vSech programt je neomezené a tedy spocetna. Odtud vidime, ze mnozina
vSech vycislitelnych cisel jakozto podmnozina mnoziny vSech programt je rovnéz
spocetné. Poznamenejme, Ze podmnozina programi v mnoziné fetézcil instrukci neni
dobfe definovana ve smyslu, ktery bude déle upfesnén, Ze totiz nemizeme fici, zdali
néjaky fetézec instrukci je programem nebo ne. Ale kazdopadné vétsina z nas veéri, ze
realnych ¢isel od nuly do jedné je nespocetné mnoho, protoze ndm to bylo tak feceno
a protoze nam byl ukazan jakysi druh dikazu.

V logice mame znamou Lowenheimovu-Skolemovu vétu, fikajici, ze kazda konecna
mnozina postulatl ma spocetnou realizaci — a nyni opét, aniz bych vam nabidl dikaz,
muzete jistym zptisobem vidét, pro¢ by méla byt pravdiva — jednoduSe nepfijmeme
nekonec¢né dlouhé dukazy. Ale jak potom miZete z kone¢ného poctu postulatt dokazat
nespocetnost mnoziny ¢isel definovanych témito postulaty, kdyz je jisté, Ze cokoliv mu-
zete dokazat z téchto postulatt, musi platit i pro kazdou jejich realizaci? Pfipomenime
tedy Cantortiv dikaz a jeho diagonaliza¢ni proces, ktery vyuziva reprezentace Cisel
[s nekone¢né mnoha ¢&islicemi]. Cemu dat piednost, intuitivné ziejmému dikazu, 7e
kazdy konecny pocet postulatid pripousti spocetnou realizaci, nebo diagonaliza¢nimu
procesu pouzitému k dikazu nespocetnosti? Co by udélali mimozemstané na své
planeté, az by se dfive nebo pozdéji dostali k této otazce? J4 mam sklon vérit, ze
by Cantora v poslednim obdobi jeho Zivota zavieli do Gstavu pro choromyslné. K jeho
diagonaliza¢nimu procesu se vratim pozdéji.

Mohou mi vytknout, Ze jsem nezaSel pfilis§ hluboko do konvencni logiky. Jako
doktorandsky student jsem nasel a prostudoval Booleovy Zdkony mysleni a shledal
jsem, Ze jsou zajimavé, dulezité a duvéryhodné. Ale kdyz prozkoumam jen pouhé
tvody do matematické logiky, nachazim zde neuvéritelné hnidopisstvi. Nemohu uvérit,
ze by kterakoliv z téch odlisnosti nebo dokonce vSechny ty jemné odlisnosti dohromady
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mohly nékdy udélat z prvodisla slozené ¢islo, zpochybnit Cauchyovu vétu z komplexni
analyzy nebo pfimét raketu, aby misto zasaZeni cile jej o celou mili minula. Aktivity
logiku se zdaji byt nedulezité pro matematiku v tom smyslu, jak ji chapu ja, a logika
je spise idedlni hra, kterou si hraji ¢isti matematikové pro svou vlastni zabavu.

Dokud se omezite na uspotfddané posloupnosti a usporddané mnoziny, pak pfirozeny
zpusob, jak vypodéitat hustotu feknéme sudych ¢isel [v posloupnosti vSech pFirozenych
Cisel], je vzit limitni pomér ¢isel s danou vlastnosti ke vSem zkoumangm ¢éisltim a dosta-
nete tak cislo % pro hustotu sudych ¢isel. Vyhnete se pak paradoxnim tvrzenim, kterd
zpocatku lidi matou, dokud se jim neujasni, ze v takovém piipadé jsme pouzili zvlastni
a spiSe nepfirozeny zpusob srovnavani velikosti usporadanych mnozin. Dokonce Galilei
se zminuje o paradoxu, ktery se objevi, kdyz zkusite metodu vzajemné jednozna¢ného
pfitazovani mezi celymi ¢isly; obzvlasté si v§iml, Ze metoda prirazovani dava stejny
pocet ¢tverct prirozenych ¢isel, jako je pocet vSech prirozenych ¢isel. Takové podivné
vysledky neobdrzite, pokud uzivate [pfirozené] usporddané mnoziny a pocitate hustoty
v koneénych intervalech. Cantor totiz pouzil vzajemné jednoznacného zobrazeni k de-
finici stejné velikosti mnozin, protoze chtél pracovat s neusporddanymi mnozinami.
Nejsem si nijak jist, Ze na vzdalené planeté by si vybrali tento druhy zptsob, a to ma
véazné disledky pro Lebesgueovo integrovani, které pfirazuje miru nula kazdé spocetné
mnoziné a tim i mnoZiné vsech vyd¢islitelnych ¢isel [na redlné ose], a tedy podle mého
nézoru veskeré realité, kterou viibec muzete pojmenovat nebo o ni hovorit! Opravdu
jsem vice nez 40 let tvrdil, Ze pokud by schopnost letadla létat zavisela na tom,
zda nékteré funkce, které se objevi ve vypoctech projektu, jsou lebesgueovsky, ale
ne riemannovsky integrovatelné, pak bych do takového letadla nesedl. Vy snad ano?
Dokéze priroda rozpoznat rozdil? Pochybuji o tom. Samoziejmé, Ze se v této situaci
mizete rozhodnout, jak je Vam libo, ale vSiml jsem si, zZe jak léta bézi, Lebesgueova
integrace a ve skutecnosti cela teorie miry se zda hrat stale mensi a mensi roli v jinych
oblastech matematiky a vibec zaddnou v téch oblastech, které matematiku pouze
pouzivaji. Nedavno se ukazalo, ze Henstockiv integral, ktery je jednoduchym, rozumné
prirozenym zobecnénim Riemannova integralu, je obecnéjsi nez Lebesguetv integral
se vSemi jeho zvlastnimi vlastnostmi.

Vim, ze velky Hilbert fekl: ,Nenechdme se vyhnat z raje, ktery pro nas stvoril
Cantor.“ Ja na to odpovidam: ,,Nevidim zadny diavod, abychom do toho raje vchéazeli.“
Skutecné, v dobé, kdy stéale vice lidi si zvyka pouzivat pocitace, mam sklon vérit, ze na
této Zemi se nakonec rozhodneme, Ze vystac¢ime s vycislitelnymi ¢isly. Zfejmé nikdo
nebude potfebovat nevycislitelné ¢islo! Vezméme napiiklad ¢ast klasické realné osy
od nuly do jednicky a odstranme vycislitelna ¢isla. Zbyva nespocetné mnoho disel
a zadné z nich nemizeme nikdy popsat (jak muZete dostatecné popsat ¢islo, jestlize
nemuzete udat, pfinejmensim implicitné, zpisob jeho nalezeni)! Pfesto axiom vybéru
tika, Zze muzete nékteré z nich vybrat. Opravdu muzete? Které z nich to bude, kdyz je
nikdy nemtzete popsat tak, aby jina osoba védéla, o ¢em mluvite? Je axiom vybéru
rozumny? Je bezpecné byt zavisly na tomto axiomu v redlném svété? Stejné jako
fyzikové se nakonec rozhodli po mnoha letech dohadovani o vlastnostech éteru, ze nic
takového nemtize byt zméfeno, ja rovnéz véfim, ze je 1épe zcela ignorovat to, o ¢em
nemuzZete [konkrétné] hovorit nebo co nemuzete zmérit.
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Pred mnoha lety, kdyz jsem vzal do ruky jeden c¢lanek, abych si néco pfecetl
o nevycislitelnych ¢islech, nahle jsem si uvédomil, Ze nikdo nepfijde do mé pracovny,
aby si vyzadal nevycislitelné ¢islo. Jestlize se nikdy neobjevi, tak proc si délat starosti?
Tak jsem hodil ten ¢lanek nepfecteny do kose na odpadky!

Zde by jiz mélo byt zfejmé, Ze si nemyslim, Ze matematické véty jsou skutecné
dokazovany. Jak jiz davno fekl G. H. Hardy, davame do obéhu néjaké symboly, jini
lidé je ¢tou a jsou jimi bud presvédéeni, nebo ne. Pro prosté lidi, ktefi véfi vSemu, co
¢tou a neberou sami nic v potaz, ,dikaz je diikaz — prosté dikaz“, ale pro jiné lidi
dikaz pouze poskytuje zptisob, jak pfemyslet o néjaké vété, a zalezi na jednotlivci, jaky
si vytvori nazor. Formalni dikazy, ve kterych timyslné neni obsazen zadny vyznam,
mohou presvédcit pouze formalisty a ti sami ziskanym vysledkiim upiraji jakykoliv
vyznam. M4 toto byt matematika, jakou mame pouzivat, abychom porozuméli svétu,
ve kterém Zzijeme?

KdyZ Shannon poprvé publikoval svou Teorii informace (1947), vétsina odbornikii
seznala, Ze véty jsou pravdivé, ale ditkkazy jsou nedostatecné. Profesor Doob z univer-
zity v Illinois pfisné zkontroloval vSechny dikazy a oteviené zapochyboval o Shan-
nonové matematické integrité. Tedy jesté jednou, existuji dva velmi rozdilné nazory
na to, co je doopravdy matematika. A ja nemohu Zadnym zpiusobem rozhodnout,
zdali jeden nebo druhy zvitézil na vzdalené planeté nebo zdali, tak jako na Zemi,
oba prosperuji bok po boku s velmi malym vzijemnym porozuménim. Pro mne jsou
véty pravdivé nebo nepravdivé témér zcela nezavisle na pfislusnych diikazech; moje
vnitini pfesvédcéeni musi byt konecnym arbitrem toho, zdali pfijmu nebo odmitnu ¢ast
matematiky, se kterou se setkdm. Ale puristé véri, ze pravdivost vét urcuji postulaty,
definice a prijata logikal

Vratme se nyni od médnich a tajemnych teorii, které se zdaji v realité neovéfitelné,
k Euklidové geometrii a jejim postuldttim. Existuje standardni dukaz (uzivajici pfijaté
metody) véty, Ze vSechny trojihelniky jsou rovnostranné. ,Dikaz“ spociva, jak jisté
nepochybujete, na nespravné nakresleném obrazku. Hilbert rozpoznal, ze Euklidés
predpoklddal, ale nedokazal fakta o protindni [pfimek] a o vzdjemném poradi [bodt
na pfimce|, a aby se vyrovnal s takovymi ,dukazy“, pfidal mnohem vice postulatt
k tém, ze kterych vychazel Euklidés. Poprvé jsem si o tom cetl jako doktorandsky
student a objevil jsem pozoruhodnou skutecnost, ze zadnd ze 400 nadbytecnych
matematickych vét v Euklidové dile nebyla ani poté prokazana jako chybné! Po spousté
pfemysleni jsem si uvédomil, ze Hilbert vytvoril pfidané axiomy tak, aby tyto véty
byly pravdivé — coz znamend, Ze véty byly povazovany za pravdivé bez ohledu na
chabé dtkazy (poéinaje Vétou 1) — a odtud jsem brzy zjistil, Ze Euklidés byl ve
stejném postaveni: znal spoustu poucek, o kterych ,védél, ze jsou pravdivé“, vcéetné
Pythagorovy véty, a musel jen najit postulaty, které by je podpotily. Matematika neni
prosté predpokladani libovolnych postulati a nasledné provadéni dedukci; je mnohem
vice: zaCnete s nééim, co chcete mit, a potom se snaZite najit podptrné postulaty!
Bourbaki pfesto postupuje pravé opacné.

Nyni se dostavame k otazce ditkazi a presnosti. Dlouho jsem argumentoval, Ze se
stale se zvysSujicimi naroky na presnost si nyni nemtzeme byt jisti zadnymi dikazy.
Urcité vétsina nasich béznych dikazi bude muset byt dana do potfadku, stejné jako
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ve své dobé jsem zjistil, ze musim dat do poraddku dikazy nékterych nejvétsich
matematiki. Tak Gauss ve své doktorské disertaci, poté co ukéazal, jak nedostatecné
byly predchozi dikazy zakladni véty algebry, podal vlastni dikaz — ve skutecnosti
béhem svého zivota podal nékolik dikazii — ale pravdépodobné ve vSech z nich by
moderni topolog shledal mezery! Dokazal Gauss vibec nékdy zdkladni vétu algebry?
V jakém smyslu mame chapat, ze ji dokazal? Polemizoval jsem s jednim velmi dobrym
matematikem z matematického oddéleni Bellovych telefonnich laboratofi a predlozil
jsem mu problém stale rostoucich narokt na dikaz. Spontanné tvrdil, Zze v té dobé
(60. léta) jsme dosahli koneéného stupné pfesnosti v dikazech a Ze uz nebude nikdy
zapotiebi zaplatovat staré dikazy. OvSem pozdéji, kdyz se uklidnil a srovnal svoje
myslenky, mohl docela dobfe zménit nizor. Asi neni pravda, Zze matematickd véta
miZe byt jednou provzdy dokézéna nebo vyvrécenal

Takze se setkdvame se stejnym problémem, pokud jde o vzdéalenou planetu. Mohli
objevit néjakou jistou, bezpecnou matematiku, kterd nevyzaduje ustaviéné nové do-
kazovani matematickych vét, jako je tomu u nas? Muze takovad matematika existovat?
Kéz bych to védél.

A ted zpét ke geometrii. Na nasi Zemi jsme se opatrné rozhodli ignorovat antisy-
metrii: dva rovinné trojihelniky jsou pro nas shodné v pripadé, ze si musime odskocit
do tfeti dimenze, abychom je mohli polozit na sebe. Zda se mi pravdépodobné, zZe
na vzdalené planeté mohli dat prednost tomu, Ze hned na pocatku zavedli orientaci
a nenutili vétSinu uzivateld geometrie osvojit si tento pojem az pozdéji. V nasi klasické
eukleidovské geometrii neni misto pro dtlezitou vétu, ze ve tfech dimenzich existuji
pouze dvé orientace, odpovidajici levotoc¢ivému, resp. pravotocivému zavitu.

Nyni se podivejme na jednu z nejcastéji citovanych vét eukleidovské geometrie
0 tom, Ze nemiZzeme provést trisekci libovolného tthlu pomoci [jediné hrany] pravitka
a kruzitka. V urcitém smyslu je to pravda, ale pokud pfipustime na pravitku dveé rysky,
potom je toto tvrzeni nepravdivé (to védél uz Archimedes)! Pro praktické pouziti je to
trividlni rozdil. Méli snad Oni svého Platéna, ktery byl tak posedly idedlnem, Ze nechtél
mit v geometrii zadné hmotné nastroje s vyjimkou pravitka a kruzitka? Dokonce ani
dvé rysky na pravitku? To, Ze matematikové tak Casto cituji vétu, jejiz pravdivost ¢i
nepravdivost zavisi na tak trividlnim rozdilu v definici, je nerozumné! To neni véta
dilezita pro realny svét.

V tomto sméru vas necham zamyslet se nad tim, s jakou pohodlnosti mluvime
o vicenasobnych nulovych bodech funkce (kde si timyslné pleteme polynomiélni fak-
tory a nulové body). Potom muZeme tento zpiisob argumentace rozsifit na dudlni
grafy, zduvodnit, Ze samodudlni graf ma byt pocitan dvakrat, a odtud ziskat vétu,
7e v trojrozmérném prostoru existuje Sest pravidelnych téles a nikoliv pét. Nakonec
Sestka je dokonalé ¢islo! Aby bylo jasné, jsou to jen slova: nic se nezménilo, svét je
stejny, jako byl pfedtim, ale znéni véty je zcela odlisné. [Prekladatel se omlouva, Ze
on ani jeho poradci nebyli s to porozumeét prfesnému matematickému vyznamu tohoto
odstavce.|

Skuteéné velka ¢ast nasi matematiky je takova a nemutzeme tedy predpokladat, ze
by mimozemstané sledovali stejnou tizkou stezku, jako jsme to udélali my. Aniz bych
to blize definoval, tvrdim, Ze ,robustni“ partie matematiky mohou vseobecné zaviset
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na tom, zdali pecujeme o to, abychom rozpoznali korespondenci mezi souc¢astmi reality
a matematickymi vztahy (spolu s peélivou kontrolou podpirnych predpokladii, obecné
struktury a jeji uziteénosti v jinych aplikacich), a Ze ,nerobustni“ partie matematiky
jsou pro nas neuzitecné, stejné neuzitecné, jako byla idea éteru pro fyziky.

Nyni pravdépodobné chcete, abych vam povédél, ¢emu opravdu véfim, abyste mé
mohli napadnout za vSechny ty pobufujici véci, které jsem fekl o vasi matematice.
Zacénu s Hermitem, ktery fekl: ,My nejsme pany matematiky, my jsme jeji sluhové.“ J&
jsem casto rikal pravy opak: ,My jsme pany matematiky, ne jeji sluhové; matematika
bude fungovat tak, jak si pfejeme, aby fungovala.“ Popravdé se zda, ze véfim ve smés
obojiho; nékdy nas matematika tak fikajic Zene pred sebou a jindy nad ni mame kon-
trolu. Mimozemstané jsou ve stejné situaci, a protoze ziji ve stejném druhu fyzického
svéta a my navic predpokladame, Ze jsou s nami v radiovém spojeni, jejich ,robustni“
uzite¢nd matematika bude v rozumné mife podobné té nasi, ale jeji ,nerobustni®
¢asti mohou byt velmi odlisné. Mohli by vibec znat vsechny nase triviadlni poucky
nebo se o né zajimat? Je znama Fermatova véta, kterda byla dokdzana na zakladé
nagich predpokladi, definic a zptisobti uvazovani, pravdiva v jejich matematice? Neni
nutné brat ohled na to, co oni poklddaji nebo nepokladaji za dikaz, nebo dokonce na
to, ktera tvrzeni jsou smysluplna pro né a pro nas?

Predtim, nez si za¢nete myslet, ze vylucuji pfiliS mnoho vyssi matematiky, dovolte
mi poznamenat jinou véc, kterou fikdm uz dlouho. Jestlize pfijdete do mé pracovny
a ukazete mi, ze Cauchyova véta z komplexni analyzy je nepravdiva, bude mé to
velmi zajimat, ale nakonec vam feknu, Ze byste se méli vratit na zacatek a pouzit
jiné predpoklady, protoze ja ,vim“, ze je ,pravdiva“. Je prili§ potfebnd v néjaké
formé, tieba jen ve formé Greenovy véty, nez aby nebyla pravdivd. Umoziuje na-
ptiklad priradit potencial nékterym vektorovym polim a je zdkladem pro nasi praci
v komplexni analyze, ackoliv vime, Ze existuji pfinejmensim t¥i riizné pristupy k teorii
funkei komplexnich proménnych: (1) pfistup zalozeny na Cauchyové vété, (2) Lagran-
getiv a Weierstrasstiv piistup pouzivajici mocninné fady a (3) pfistup pouzivajici
harmonické funkce, ktery nikdy nevyzaduje zavedeni imaginarni jednotky. To opét
ilustruje moje stale opakované presvédceni: nemusi zde byt jedina teorie jako zaklad
pro ¢innosti, o kterych pfedpokladédme, Ze je mimozemstané jsou schopni vykonéavat;
mohou zde existovat velmi rozdilné matematické zaklady stejné jako rozdilné vnéjskové
detaily, pokud se o né daji oprit vysledky potiebné pro redlny svét.

Konecné to nejsou jen postulaty a definice, které musi byt provéfeny, ale také logika
pouzitd v matematice. Nemohu v tak kratkém case rozebrat vétSinu potizi v logice,
proto se omezim na roli ,odkazi na sebe“ v matematice. Vsichni zndme vyrok ,toto
turzeni je nepravdivé®. Je to gramaticky spravné a neni zde nic v nepotadku, dokud
tento vyrok neaplikujeme sam na sebe. Potom je-li vyrok pravdivy, je tim nepravdivy,
a pokud je nepravdivy, je tim pravdivy! Je zde mnoho dalsich prikladi, jako je klasickd
moralita ,,budte umirnéni ve vSech vécech®. Zde sltivko ,,vSech” znamena extrém, tedy
uvedeny vyrok jiz v sobé obsahuje rozpor. Jeden miij ptitel si zapisuje takové populérni
paradoxy.

Russelltiv paradox je obvykly ptiklad uzivany v logice pro ilustraci nebezpeci ply-
noucich z ,odkazl na sebe“ v definicich a Russell vypracoval hierarchickou teorii typu
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jako vychodisko z takovych problému. Ale zd4 se, Ze pozdéji svou teorii opét zavrhl!
Jak jsem zjistil, teorie typt nebyla vseobecné prijata a jsme tak stale jesté v rozpacich,
7e si mizeme protifecit v nasich predpokladech, pokud pouZijeme ,o0dkaz na sebe“ —
a TeSeni se zda byt v nedohlednu.

Jako na jiny druh pochybnych ,odkazti na sebe“ se podivejme na ,odkazy na sebe“
pouzivané v logice pro dikaz. Nejprve ocituji Turingtv hlavni vysledek tykajici se
problému zastaveni jeho stroje, ktery rika toto: Neexistuje program, ktery by mohl
urdit, zda se pfi libovolné [pevné] vybraném programu stroj v koneéném ¢ase zastavi
nebo ne. V diukazu Turing zacind pfedpokladem, ze takovy program existuje —
prestoze véti v jeho neexistenci! Protoze nemuize nic védét o tom, co se uvnit¥ programu
skryva, jediné, co muze délat, je, Ze nedbale zachazi se vstupy a vystupy a jednoduse
yobraci na ruby“ vystupy ,zastaveni“ a ,nezastaveni“. Potom aplikuje jeden program,
totiZ nepozménény, na program pozmeénény (je otézka, zda neexistujici program lze
pozménit!) a dochazi ke sporu. Takto dokazuje neexistenci programu. Je toto pfipustna
forma dikazu? Je pro vés presvédciva?

V dtkazech nemoznosti néceho ¢asto pouzivame vychoziho predpokladu, ze to, co
chceme prokazat jako nemozné, je mozné! Naptiklad v klasickém dikazu tvrzeni, Ze
odmocnina ze dvou neni raciondlni ¢islo, vychazime z toho, Ze tato odmocnina je
rovna zlomku utvofenému ze dvou nesoudélnych celych ¢isel, umocnime na druhou obé
strany rovnosti a posléze dostaneme spor zalozeny na délitelnosti ¢itatele i jmenovatele
dvéma. Na vzdélené planeté mohou docela dobie dat pfednost obecnéjsi véte, ze zadny
vlastni zlomek umocnény na celé ¢islo neda jako vysledek celé ¢islo. Na nasi Zemi
jsou v soucasné dobé jak Turingova véta, tak iracionalita odmocniny ze dvou obvykle
povazovany za dokazané, i kdyz prvni z téchto tvrzeni podstatné vyuziva ,odkazy na
sebe [zatimco druhé je pro nas zcela pfijatelné, pozn. prekladatele].

Dale se podivejme na Cantoriv diagonalizac¢ni proces, ktery lezi nékde mezi obéma
uvedenymi piiklady. Cantor také zacind predpokladem, ze kdyby mnozina realnych
¢isel byla spocetna, potom bychom ji mohli usporadat v néjakém potadi, a potom
pozméni prvni ¢islici rozvoje prvniho ¢isla, druhou ¢islici druhého ¢isla atd., v celém
tomto nekoneéném seznamu! Potom tvrdi, Ze takovy seznam nemtiZe existovat a Ze
¢isla mezi nulou a jedni¢kou netvori spocetnou mnozinu. Opét ve svém dikazu vyuziva
pojmu aktualniho nekonec¢na a nikoliv Aristotelova potencidlniho nekonecna. Ostatné
Cantor neznal pojem vydislitelnych cisel, takze je tézké ho néjak prilis obvinovat;
prosté vyuzival tradiéni reprezentaci realnych ¢isel béznou v jeho dobé a my (nebo
pfinejmensim néktefi z nds) jsme mu nyni vzali pevnou ptidu pod nohama.

Ztstava otazkou, jaké mnozstvi ,,odkazi na sebe® je pfipustné v dikazu. Vime, ze
nékteré jednoduché ,odkazy na sebe“ mohou dat rozporuplné vysledky. Mame sklon
k pocitu, ze jednoduchy dtkaz o iracionalité odmocniny ze dvou, ktery jen algebraicky
prepisuje vyraz bez dalSich zmén, je spolehlivy argument. J& (pfinejmensim) mam
pochybnosti o platnosti Turingova dikazu v jeho obvyklém tvaru, zatimco k prav-
divosti pfislusné véty se nevyjadiuji. Cantorova diagonalizace, kterd vyzaduje urcité
obmény v uvazovanych objektech, predpoklada, ze si dokdzeme poradit s aktudlnim
nekonec¢nem, a pouziva mnohem mensi stupen ,,odkaz na sebe“ nez Turingiv postup.
Spada tedy nékam mezi oba predchozi priklady a moje vira ve spolehlivost takovych
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vysledk je rozpacita. Lowenheimuv-Skolemiv paradox se zda byt argumentem proti
Cantorovu dikazu. Skutecné, jak chcete Cantortiv postup vyzkouset? Vzpomerite si,
7e jsme patrné zménili definici ¢isla z jeho mozné nekoneéné reprezentace Cislicemi
(naptiklad vyuzivajici Dedekindovy fezy) na kone¢ny proces, ktery je schopen vytvorit
kazdou dalsi ¢islici. Je Cantoruv diagonalizac¢ni proces stale platny? Turingova véta
citovana vyse (pokud k ni mate dtivéru) ukazuje, Ze neexistuje zadny urcity zptisob vy-
béru programu vedoucich k vy¢islitelnym ¢islim. Jak tedy mutze byt vychozi Cantortuv
seznam zhotoven dokonce jen pro vycislitelna c¢isla, kdyz neexistuje zddné mechanicka
metoda k rozeznani prislusnych programi? Dokonce i kdyz nevérite v Turingovu
vétu, jak se ma takovy seznam vytvorit? Riskovali byste kvili vife v pravdivost
Cantorova postupu svij Zivot v redlném svété, nebo jde pouze o artefakt soucasné
matematiky nemajici nic spole¢ného s realitou? Pokud pripustim druhou moznost,
zd4 se mi nemozné udélat seriézni predpovéd, zda mimozemstané mohou mit takovou
matematiku. Kazdy argument o shodé nasi matematiky s jejich musi byt zalozen na
potfebé vysvétlit nas spoleény hmotny svét a ne na bujné fantazii.

Zda se mi, ze ve vySe uvedenych dtikazech jsou rtzné stupné ,odkazi na sebe®,
protoZze nékteré z nich mé presvédcuji a jiné ne. Mohli mimozemstané na vzdalené
planeté najit néjakou objektivni metodu rozliSovani ,odkazi na sebe“, takze by
mé neponechali v nejednoznac¢né situaci, ve které se nachazim, kdyz néfemu vérim
a néfemu ne, a pritom zde neexistuje zadna ostra délici ¢dra? Vratme se k rozporu
tykajictho se nespocetnosti mnoziny realnych c¢isel. Klasicky dikaz, ktery vam byl
vstépovan, je Cantorav diagonalizac¢ni proces. Pfedpokladejme, ze uspofadam realna
¢isla ve dvojkové soustavé v takovém poradi, ze nejprve dam jednociferna ¢isla, potom
dvojciferna, trojciferna atd., tedy v poradi 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001, 010, 011...
Dejte mi libovolny Fetézec bindrnich éislic (a ve vesmiru to musi byt koneény fetézec,
protoZe vesmir je zfejmé koneény) a ja mohu pojmenovat misto, na kterém se vyskytne.

Zménte nékterou Cislici na kterémkoli misté takového fetézce a ja vam opét mohu
fici, kde se pozménény Fetézec vyskytne! Samoziejmé to neni to, co udélal Cantor!
Ten okamzité popadl nekone¢no a predpokladal, Ze muze délat to, co nedokaze zadny
program, zatimco ja lpim na pfistupu, ze Cislo je proces a vy mi muizete pouze
dodat dalsi ¢islici v reprezentaci cisla, nikoliv fetézec vSech ¢islic v jeho nekonecné
reprezentaci. Pro jakou volbu se rozhodli mimozemstané? A pro jakou volbu budete
vy sami, kdyZz na vysledku bude mozna zaviset vas zivot?

Nechci, abyste vérili, Ze pokud pfemyslim o matematice, mam na mysli pouze
jeji bezprostfedni uzitecnost, ze jeji umélecka stranka neni uzitecnd — obzvlasté ve
vyucovani, kde krdsa muze prispét k porozuméni. Ale nyni se objem matematickych
vysledkt zdvojnasobuje pfiblizné kazdych 17 let, kazdym rokem se objevuje vice
nez 100 tisic novych matematickych vét, pokud extrapolujeme z odhadu, ktery jiz
ddvno uéinil Ulam (viz The Mathematical Ezperience, Davis a Hersh, str. 20-21).
A jak poznamenal Ralph P. Boas, kdyZ byl editorem Math. Reviews, nové vysledky
v referovanych ¢lancich jsou vétsinou spravné, ale pfislusné dikazy jsou snad z poloviny
prosté Spatné! Neékteri lidé tvrdi, ze velky nardst v objemu publikovanych vysledkt
je zpusoben opakovanou publikaci v néjaké skryté formé, kterou je tézké odhalit
vzhledem k novému zargonu, a ze nejde o novou matematiku — ale stale se s tim
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problémem musime vyrovnavat. Pokusme se to vysvétlit na zakladé toho, jak chape
matematiku platonsky idealismus.

V platénském svété, jehoz filozofii sdili vétsina matematikt, pouze ,objevujeme*
matematické véty, které zde existovaly od doby bezprostredné po velkém tresku.
Tomuto pohledu oponuje nazor, Ze jsem to ja, kdo ,,vytvoril“ vysledek tim, Ze jej nasel.
Jestlize se snazim pfezkoumat svoje vlastni minéni, aniz bych se nechal ovliviiovat
tradi¢nimi nazory, dochézim k nazoru, Ze pokud je vysledek dilezity, potom jsem jej
objevil, ale pokud se zda byt spiSe trividlni, potom jsem jej vytvorill A ndzor obyvatel
na vzdélené planeté? Matematikové na této Zemi si vSeobecné uvédomuji, ze platénsky
pohled se nedé logicky obhéajit, ale presto k nému Inou, s vyjimkou, kdy jsou pfitlaceni
ke zdi, a potom se pfesunou na udrzitelné postaveni a tvrdi, Ze matematika je jalova
hra, manipulace se symboly bez vnitfniho obsahu. Abychom parafrazovali Hilberta:
,Kdyz prichézi presnost, odchazi smysl.“ Nakonec ti na své planeté budou, tak jako my,
pozadovat finan¢ni podporu zvenci, aby mohli pokracovat ve své aktivité a zvySovat ji.
Obavam se, ze budou mit podobné logické potize s definovanim matematiky a vysvét-
lovanim, co to vlastné je. Ale zde i tam musi jit o vic, nez jsou prazdné manipulace se
symboly, pokud ocekdvame vzdjemnou komunikaci pomoci radiovych vin, které byly
predpovézeny Maxwellovymi rovnicemi. Ale dat néjaké pozitivni vymezeni je obtizné.

Kdyz jsem psal jednu knihu (Methods of Mathematics Applied to Calculus, Proba-
bility, and Statistics), byl jsem nucen Fici, Ze podstatou matematiky je rozsifovéni,
zobecniovani a abstrakce. To jsou tfi podobné, ale rizné atributy matematiky a mys-
lim, Ze jsou esenci veskeré matematiky jak na Zemi, tak na vzdalené planeté. Ale
matematika je mozna ,,pouze jasné mysleni* a nic vic.

Kdyz vyucujeme matematiku, méli bychom si byt stale védomi jeji dvoji pfiroze-
nosti; jeji abstraktni krasy a jeji prakti¢nosti, ktera je nezbytna, aby nam pomohla
vyrovnat se s vesmirem, ve kterém se nachazime. Ale potfebujeme se vyhnout staro-
feckému presvédceni, Ze matematika je jisté, spolehlivé védéni. Mimozemstané musi
¢elit podobnému problému na své planeté.

Ucelem této prednasky bylo prozkoumat uréité svévolné prvky v nasi vieobecné
prijaté matematice a ucinit vas citlivéjsimi k témto otazkam, stejné jako poukazat na
skutecnost, ze musime mit takovou matematiku, jakou mame, protoze je uzite¢na pro
vysvétleni naseho redlného svéta.

Také jsem chtél naléhavé doporucdit, ze jestlize v budoucnu budete chtit statni granty
a podpory, potom by posledné zminény druh matematiky mél ziskat velkou ¢ast vasi
pozornosti, ale neméli byste se tuplné vzdavat elegance. Argument, Ze v minulosti ¢isty
matematicky vyzkum v protikladu k vyzkumu ucelové zaméfenému vedl k mnozstvi
uzite¢né matematiky, je pravdivy, ale dokud neudinite seriézni odhad matematiky,
kterd jesté nebyla rozvinuta, protoze byla davana prednost Cisté matematice pred
uziteCnou matematikou, pak tento argument neméa zadnou platnost a matematik by
se mél citit zahanben, Ze jej pouzivd. Kromé toho enormni narust vysledkt, vice
nez 100 tisic novych (?) matematickych vét kazdy rok (podivejte se na vSechny
svazky, které pokladate za relevantni pro vas vlastni obor a které vychézeji kazdy
mésic), zpisobuje, Ze vase nadéje vystopovat novy kus ¢isté matematiky a mit jej po
ruce, az jej budete potfebovat, a nemuset jej vytvorit znovu, se neustale zmensuje.
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Znovuvytvoreni je ¢im dal tim vic snadnéjsi nez vyhledani. Dokonce nyni je casto
snadnéjsi znovu vymyslet néjaky druh pojmu nez vyhledat jeho popis v literature —
coz pomaha prudkému mnozeni ,novych vysledku®.

Neméli byste véfit vSemu, co jsem Tekl: tato prednaska méla byt pro vas jen
podnétem a voditkem, abyste si pfehodnotili své nazory na to, co matematika je a co
by méla byt v blizké budoucnosti, v protikladu k tomu, co o tom fikaji knihy a znalci.
Zjistil jsem, zZe takové zamysleni je velmi inspirativni a uzite¢né. Tak jako pravidelné
fikdm svym student@im: ,,V pfirodnich védach a v matematice se nedovolavame autorit,
ale spise jsme odpovédni za to, cemu véFime*. Nechdm vas ted, abyste se zamysleli
nad tim, ¢emu véfite, pokud jde o matematiku.

Podé&kovani. Autor dékuje Peteru Renzovi za jeho peclivé, velmi uZiteéné poznamky,
které vyznamné zlepsily celkovou prezentaci této prednasky.

R. W. HAMMING pracoval v Los Alamos béhem druhé svétové valky ve vypocetni skupiné
podilejici se na vyvoji atomové bomby. Potom na 30 let presel do Bellovych telefonnich
laboratori, byl zde penzionovan a dalSich 21 let stravil pfedndsenim na Naval Postgraduate
School. V dtsledku toho si ostfe uvédomuje potfebu toho, aby nase pfedpovédi byly zalozeny
na tom, Ze matematika bude co nejlépe odpovidat redlnému svétu, ve kterém zZijeme. Tento
clanek je zalozen na neformalnim proslovu, ktery mél profesor Hamming v San Franciscu
22. tnora 1997 na zasedani sekce AMM Severni Karoliny. Dokazal jesté pfipravit ¢lanek do
tisku pred svou smrti 7. ledna 1998. (Poznamka redaktora AMM).

Poznamka prekladatele: Vsuvky v hranatych zavorkach v textu byly pro lepsi srozumitelnost
dodéany prekladatelem. Piekladatel dékuje vSem kolegiim, ktefi svymi pfipominkami ptispéli
ke zlepSeni piekladu, predevsim JIRIMU FIALOVI a JIRIMU VESELEMU.

Pozndmka redakce: R. W. Hamming v roce 1947 vynalezl metodu samoopravujicich se kéd,
aby osetftil nasledky znac¢né nespolehlivosti tehdejsich pocitacti. Dnes mé jeho metoda obrov-
ské aplikace napt. pfi pfenosu dat z meziplanetarnich sond. Rizné typy samoopravujicich se
kédu se pouzivaji k zabezpeceni spravného fungovani paméti nékterych pocitaci, jsou jimi
chranény kompaktni disky CD pfed poskrabanim apod.
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