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P1ib¢éh stodvacetisténu v ]R4

John Stillwell

Jednim z nejkrasnéjsich matematickych objektii je pravidelny polytop (d-rozmérny
mnohostén) v R%, jehoz hranici tvoii 120 pravidelnych!) dvanactisténti. Tento sto-
dvacetistén je raritou mezi raritami, protoze Zije ve tfech velmi zvlastnich svétech.
Domovem je mezi pravidelnymi mnohostény v R*, ale piebjva také na pozoruhodné
sfére S? a jesté i v algebfe kvaterniont H. A navic, jako by to nestacilo, tento stodvace-
tistén také postihuje symetrii dvacetisténu a strukturu homologické sféry Poincarého.
Vsechny tyto skutec¢nosti jsou znamy od tficatych let devatenactého stoleti, ale pribéh
stodvacetisténu lze vypravét elegantnéji soucasnou feci a ilustrovan mize byt 1épe
nez kdykoliv dfive pomoci pocitacové grafiky. Navic nové obrazky stodvacetisténu jej
privadéji do souvislosti s aktudlni problematikou konfiguraci mydlovych bublin; staci
jej prirozenym zptisobem zobrazit v R3.

Vypravéni ptibéhu soucasnou feci v sobé skryva nebezpedi, Ze jisté souvislosti se
stanou tak ,zFejmymi“, Ze je tézko pochopitelné, jak je nasi matematicti predkové
mohli pfehlédnout. Je vSak marné se ohlizet zpét; nedokazeme nevidét vztahy, které
uz nyni zndme, a bude tedy nejvhodnéjsi psat tak, jak nejlépe umime, ale zaroven
priznat, ze pozivame vyhod, jez nasi pfedchidci neméli.

Pribéh zacind prvnim setkanim se ¢tvrtou dimenzi ve ¢tyricatych letech devatenac-
tého stoleti, zaplete se do teorie grup v desetileti nasledujicim a je ovlivnén topologii
kolem roku 1900. Abychom v8ak postavili spravné kulisy, musime zacit prehledem
pravidelnych mnohostént v R2, protoze ty jsou poc¢atkem vieho, o ¢em budeme mluvit.

Pravidelné mnohostény

P&t pravidelnych mnohosténti (viz obr. 1) existovalo v pfirodé jiz pfed pocatkem
lidské historie (napiiklad jako tvary krystalii nebo virt) a do historie matematiky
vstoupilo velmi casné. Jsou vrcholem Eukleidovych Zdkladi.

Existuje cela rada diikazi, Ze jiné pravidelné mnohostény nez tato pétice nemohou
existovat. Jednak klasicky dikaz vypocitavajici, které mnohothelniky mohou byt

Yy Pozn. prekladateli: Slovo pravidelny budeme naddle vétSinou vynechévat.
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sténami a které soucty thlt jsou piipustné ve vrcholech, jednak topologicky dtkaz
ukazujici, ze vSe je fizeno Eulerovou charakteristikou, a také lze uvést krasny dikaz
Legendriv zalozeny na sférické geometrii. Méné elegantni diikaz, pfipoustéjici vsak zo-
becnéni do vyssi dimenze, uvazuje pomeér délek hran k priuméru opsané stéry a uvadi jej
do souvislosti s odpovidajicim pomérem v objektu nizsi dimenze, kterym je vrcholovy
obrazec (konvexni obal vrcholt sousedicich s danym vrcholem).

AHNDOOED

Obr. 1. Pét pravidelnych mnohostént (platénskych téles).

Ozna¢me tento pomér ER (angl. edge ratio). Lze snadno ukézat, ze pokud IT je
mnohostén ohrani¢eny p-tihelniky a pokud II’ je jeho vrcholovy obrazec, pak

o8 (x/p)

ER*(IT) =1 BRI

a musi platit 1 > cos(n/p)/ER(I1"). Kdyz II’ je pravidelny g-thelnik, potom ER(I1") =
= sin(n/q), takze
T . T
COoSs — < Sin — .
p q
Jediné dvojice partt po¢tu hran (p,q) splitujici tuto podminku jsou pravé ty, které
odpovidaji péti standardnim mnohosténtm.

Prednosti tohoto diikazu je sniZeni dimenze pfi pfechodu od IT k II'. Zobecnéni to-
hoto ditkazu umoziiuje vyvodit pravidelné objekty IT v R"*! ze znamych pravidelnych
objektd v R"™.

Jiné snizeni dimenze, uzite¢né pro Gcely zobrazeni, mtze byt ilustrovano také pomoci
pravidelnych mnohostént. Vrcholy pravidelného mnohosténu IT lezi na sféfe S? v R?,
takZe centralni projekce I z jeho stiedu na S? vytvori pravidelnou teselaci?) S?
sférickymi mnohostény. Tato teselace miZe byt poté zobrazena v R? stereografickou
projekci. Felix Klein pouzil této myslenky ke znazornéni grup symetrie pravidelnych
mnohosténti a skvélé obrazky odpovidajicich teselaci tak byly porizeny z jeho podnétu.
Dvé z nich ukazuje obr. 2, pfevzaty z prace [10, s. 105-106], jejiz autofi jsou Klein
a Fricke. Tyto teselace jsou odvozeny z dvacetisténu (a jeho dudlniho dvanéctisténu),
jejichz kazda sténa je rozdélena svymi osami symetrie.

Stejnou myslenku lze pouzit i pro pravidelné mnohostény v R* a tato myslenka
je zvlast uziteénd pro znizornéni stodvacetisténu. Jeho projekce na S?, a pak do R3
dava obrazy, které jsou srozumitelné a matematicky vyznamné. Zejména uvidime, ze
stodvacetistén poskytuje jiny pohled na grupu rotaci dvacetisténu.

2y Pozn. prekladateli: Misto slova teselace se ¢asto téz uziva mozaika, parketaz, kachliko-
vani.
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Obr. 2. Dvacetisténova teselace S? a R2.

Klein zjistil, Zze grupy rotaci ¢ty¥sténu, krychle (a jejiho dudlniho osmisténu) a dvace-
tisténu (a jeho dudlniho dvanactisténu) nejsou nic jiného nez alternujici a symetrické
grupy Ay, Sy a As. Ve svych slavnych Lekcich o dvacetisténu dospél k vyslednym
vztahtim mezi pravidelnymi mnohostény a feSenim rovnic patého stupné.

Avsak jiz v roce 1856, davno pred praci Kleinovou, nalezl William Rowan Hamilton
algebraicky ekvivalent obrazku 2: reprezentaci dvacetisténové grupy pomoci genera-
tord a jistych vztahti. Byl to prvni vyznamny vysledek kombinatorické teorie grup.
V nésledujici praci [8, s. 609] Hamilton zavedl véechny t¥i polyedralni grupy: grupu 7-
rotaci ¢tyfsténu, grupu O rotaci osmisténu (a krychle) a grupu Z rotaci dvacetisténu
(a dvanéctisténu).

Hamilton definoval Z pomoci t¥i symboli ¢, k a A a vztahiu

Symbol ¢ mize byt interpretovan jako poloviéni otocka dvacetisténu kolem osy pro-
chazejici stfedy protilehlych hran. (V obrazku 2 je takovy stied znidzornén bodem,
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v ném7 se stykaji dva ¢erné a dva bilé trojihelniky.) Symbol x piedstavuje otocku
o jednu tfetinu kolem osy prochazejici stfedy protilehljch stén (v obrézku 2 jsou to
vrcholy, v nichz se setkavaji t¥i ¢erné a t¥i bilé trojuhelniky).

Teselace na obrazku 2 tedy zobrazuje Hamiltonovu reprezentaci Z a jako ulita
padne odpovidajicimu dvacetisténu i dvanactisténu. Nicméné se naskyta otazka, zda
neexistuje homogennéjsi obraz Z, totiz takovy, v némz by byl pouze jediny typ vrchola
misto tri. Pozdé€ji uvidime, zZe takovy obraz existuje v trojrozmérném prostoru a je
v podstaté stodvacetisténem.

Hamilton mél po ruce kombinatorickou interpretaci ¢, x a A jako pravidla pro
,brechod ze stény na sténu“ mnohosténu a nemusel je chapat jako rotace. U objevitele
kvaternionové algebry je vSak prekvapivéjsi to, ze nechapal ¢, k a A jako kvaterniony.
Dnes si myslime, Ze kvaterniony jsou idedlnim zptisobem, jak reprezentovat rotace,
a za puvodce této myslenky je povazovan pravé Hamilton.

Kvaterniony

Kvaternionova algebra patfi do uzavieného systému algeber R, C, H a O, které
jsou normovanymi algebrami nad R, tj. k algebram, pro néz sou¢in uv libovolnych
prvkl u a v spliiuje |uv| = |ullv|. Z téchto ¢tyf algeber je H patrné nejuchvatnéjsi.
Komplexni pole C je pro nas uz bézna zalezitost a algebra oktonion®) O mtze byt
chapéana (ponékud nespravedlivé, ale to jiz lezi mimo zadmér tohoto ¢lanku) jako vedlejsi
produkt H.

Piibéh H je ovSem nejen pribéhem Hamiltona, ale i nékolika dalSich matematiki,
ktefi sice siluetu kvaternionti zahlédli, ale dostatecné neporozuméli tomu, co vidi.

Hamilton objevil kvaterniony pfi hledani normovanych algeber nad prostorem R
libovolné dimenze. V roce 1835 zjistil, Ze C mutZe byt abstraktné definovano jako R?
s obvyklym vektorovym souctem, avSak s daleko méné ziejmym soucinem

(a1,b1)(az,b2) = (a1az — biba, bras + a1bs).

Tento vztah je pochopitelné inspirovan pohledem zpét. Je totiz pfesné tim, co do-
staneme, kdyz kazdé komplexni ¢islo a + ib povazujeme za uspofaddanou dvojici (a, b)
redlnych ¢isel a spoéteme, kterd dvojice odpovida (a1 + ib1)(as + ibs), jestlize predpo-
kladame, Ze i? je rovno —1. Vztah v8ak muiZe byt nahlédnut i zevniti: dostateéné chytry
matematik by jej mohl chapat jako disledek dvouctvercove identity. Tato identita rika,
7e soucty ¢tvercli jsou multiplikativni v tom smyslu, ze kazdé ¢islo, které se da vyjadrit
jako souéin soucti dvou ¢tverci

2 122 | 12
(a1 + b1)(az + b3),
je samo o sobé souctem dvou ¢tvercti

(aras — bibo)? + (bras + a1bo)?.

3) Pozn. prekladateli: Alternativni nazev je algebra oktav, velmi ¢asto se pouziva také
termin Cayleyova cisla.
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Tuto identitu patrné znal jiz Diofantos a byla explicitné zminéna pozdéjsimi komen-
tatory jeho dila, jako tfeba Fibonaccim v jeho Knize o ctvercich z roku 1225. Dnes
bychom fekli, Ze identita vyjadfuje multiplikativni vlastnost normy a? + b*> dvojice
Cisel (a,b). (Diofantovo chapani bylo podobné, av8ak konkrétnéjsi: (a,b) byl pravo-
hly trojihelnik se stranami a a b, zatimco a? + b2 byl ¢étverec nad preponou.) Tato
vlastnost déla z C normovanou algebru, a proto Hamilton doufal, Ze ji najde ve vyssich
dimenzich.

Jeho prvnim pokusem bylo hleddni takové souéinové formule pro trojici (a,b,c) =
= a +ib+ jc, kterd by z R? udélala normovanou algebru. Hamilton pracoval na tomto
problému zhruba od roku 1830 do 1843 a piekvapivé si neuvédomoval zndmé obtize
tohoto feseni. Soudinova formule na R? = C implikuje, jak jsme vidéli, Ze soucty dvou
¢tverct jsou multiplikativni. Napfiklad — a je to pravé ta tloha z Diofanta, z niz
pozd€jsi komentatori vyvodili dvouétvercovou identitu —

65 =13-5 = (32 +2?)(2% + 1?),

a proto
65=(3-2—-2-1)2+(2-243-1)2 =42+ 72

Podobn4 souéinovéa formule s multiplikativni normou na R?® by implikovala, Ze celé
¢islo rozkladajici se na soucin dvou souctt tii ¢tvercti je samo souctem tii ¢tvercti, coz
vSak prosté neni pravda. Uvazujme kuptikladu

15=5-3=(22+ 124+ 0%)(1% + 1% + 1?).

Jiny ptiklad, 63 = 21 - 3 (pouzivajici pouze kladné ¢tverce), byl publikovin Legendrem.
Hamilton vSak na néj nenarazil diive, nez se vzdal dalich pokusi s R?. Trojice opustil
16. Tijna 1843, kdyz uvideél, ze potiebuje nikoliv dvé imaginarni jednotky i a j, ale tfi:
i, j a ij = k splnujici

iZ=j?=k® =ijk = —1.

7 téchto vztahl plyne, ze ij = —ji, takZe soucin neni komutativni, avsak Hamilton
byl na takovou moznost pripraven. Setkal se s ni jiz pfi svém netspésném hledani
souc¢inu trojic. Soucin ¢tveric mél spasny dar multiplikativni normy, takZze Hamilton
dosédhl svého hlavniho cile: nalezl normovanou algebru ctvefic, znamou nyni jako
kvaternionovd algebra H.

Diisledkem multiplikativni normy je ctyrctvercova identita, jiz Hamilton v prvni
chvili povazoval za svij objev. Ve skuteCnosti ji vSak znal Euler jiz v roce 1748
a Lagrange ji také pouZil ve svém dobfe zndmém (nékterym matematikim) dukazu, ze
kazdé kladné celé ¢islo je souctem ¢tyt ¢tverci. Navic pozoruhodnym preformulovanim
étyrétvercové identity je komplexni dvouctvercovd identita, objevujici se v nepubliko-
vané praci Gaussové (Werke, vol. 3, s. 383—-384):

(lax]? + [b1]*) (Jaz]* + [b2]?) = |aras — biba|* + |[b1@z + arba|*.
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Gaussova identita svou udivujici podobnosti s identitou Diofantovou napovida defi-
nici kvaternionového néasobeni (ekvivalentniho Hamiltonovu) jako soudinu pért (a, b)
komplexnich ¢isel,

(a1,b1)(az,bs) = (a1as — biba, bias + aibs).

Komplexni dvouctvercova identita je pfibuzna jiné formuli nalezené Gaussem kolem
roku 1819 (a diskutované niZe), takze patrné pochdzi ze stejné doby. Pohlédneme-li
zpét, muzeme tyto Eulerovy a Gaussovy vysledky povazovat za ,tuSeni“ algebry H,
podobna Diofantovu tusSeni algebry C. Jiné tuseni algebry H, jez mél Rodrigues
v roce 1840, bude popsano pii diskusi vztahu kvaternioni k rotacim. Hamiltonovo
prvenstvi je vSak bezpecné; zasluhu jeho objevu jenom zvétsuje skutecnost, Ze tak
velci matematici jako Euler a Gauss kvaternionovou algebru minuli, ackoliv ji zdalky
zahlédli.

Rotace

Jakmile Hamilton objevil kvaterniony, byl si jist tim, Ze stoji za to, aby je studoval
po zbytek svého zivota. Jeho pratelé si tim tak jisti nebyli. V fijnu 1843 napsal
Hamiltonovi John Graves, ktery s nim pracoval léta na normovanych algebrach:

Musel jste mit velmi rozvernou ndladu, kdyz jste se vytasil s takovym ukvapenym
ndpadem, Ze by ij mohlo byt ruzné od ji ... Mdte néjaké aspon slabé zdani o existenci
prirodnich procesi, pusobeni, jevi nebo predstav analogickych tetézci

i =—ji =k,
jo=—kj=1,
ki=—ik=j?

Hamilton ve své odpovédi naznacil aplikace ve fyzice a sdélil, Ze kvaterniony by
jisté mohly byt pouzity pro odvozeni vét ve sférické trigonometrii. Graves vSak nebyl
spokojen:

Jesté stdle je v systému néco, co me uvddi do rozpaku. Dosud jsem si neudélal jasny
ndzor na rozsah, v némz si muzZeme libovolné vytvaret imagindrni jednotky a vybavovat
je nadprirozenymi vlastnostmi ... I kdyzZ vsak maji Vase symboly své fyzikdlni vzory,
které by mohly vést k Vasim kvaterniondm, jakym prdvem mdte takové §tésti, Ze k tomu
systému dojdete pouhym duvtipem?

(Vice o téchto dopisech viz v praci [7], vol. 3, s. 443.)

Samoziejmé, ze Gravesova poznamka o Stésti byla ironicka. Graves sam vstoupil
do této zalezitosti v prosinci 1843 tim, Ze objevil osmictvercovou identitu a s ni
i normovanou algebru oktoniontt @ — ale to je jiny ptibéh. Odpovéd na jeho otéazku
byla, ze ,fyzikdlni vzory* kvaterniond byly jiz dvakrat zaznamenany v literature,
v pracich Gausse a Rodriguese. Jsou jimi rotace v R3.

270 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 46 (2001), ¢. 4



Byl zde opét precedens, a to v historii komplexnich ¢isel, kterd souviseji s rotacemi
v R2. Kolem roku 1590 se zjistilo, Ze Diofantiiv proces generovani dvojice stran
(a1az2 — b1ba, bras + arbe) pravothlého trojthelnika z dvojic stran (aq,b1) a (ag,bs)
7e tento proces nejen nasobi piepony, ale také ,s¢itd“ uhly (mezi prvni odvésnou
a pfeponou). Viete odvodil vztah mezi Ghly a komplexnimi ¢isly, ktery pozdéji nasel
svou podobu v Moivrové véte.

Gaussiiv proces, ktery z dvojic komplexnich ¢isel (aq,b1) a (ag,b2) vytvaii dvojici
(araz — b1ba, bi@s + a1by), kombinuje podobné rotace v R3. Gauss to objevil kolem
roku 1819 (Werke, vol. 8, s. 354-362) tak, Ze stereograficky promitl sféru S? do roviny.
Kdy# rovinu interpretoval jako C, zjistil, Ze kazda rotace sféry S? indukuje zobrazeni
roviny C, jez mé tvar

az+b
2 ——.
—bz+a
Kazd4 rotace sféry S? (tj. rotace R3) se tedy d& parametrizovat dvojici komplexnich
Cisel (a,b). Jestlize se kombinuji rotace parametrizované dvojicemi (ay,b1) a (az,bs),
vysledna rotace je parametrizovana dvojici (a1az — biba, bids + a1bs).

Gauss vSak tento vysledek nepublikoval, takze Cayley ([1], vol. X, s. 153) jej znovu
objevil v roce 1879. Vede k elegantni maticové reprezentaci algebry H, ktera je uz
naznacena v Cayleyové ¢lanku o maticich ([1], vol. II, s. 491) z roku 1858. Misto
linearni lomené funkce z — (az + b)/(—bz + @) se uziva matice

kterou lze rozlozit na soucet
al + Bi+~j+ ok

tak, Ze se polozi a = a+if a b=+ +1d, kde «, B, v a J jsou redlna ¢isla. Matice
1, i, j, k pak maji postupné tvar

1

.0 i, 0 0, 1 0, i
o, 1) \o, —i)> \-=1, 0/ \i o

iZ=j2=k*=ijk=—1.

a splnuji identitu

Cayleyovy matice a1l + Bi+ vj + ok jsou tedy izomorfni s kvaterniony o +i3 + jy + kd.
Piejdeme-li od linearni lomené funkce (az + b)/(—bz + @) ke kvaternionu

g b
-b, a)’

pfipoustime urcitou nejednoznacnost, ktera se tyka rotaci. Téze funkci odpovida ne-
kone¢né mnoho matic, a i kdyZ se omezime na kvaterniony s normou |a|? + |b|*> = 1,
kazda rotace odpovida dvojici
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Tomu nelze zabranit, protoze kvaterniony s normou 1 tvoif S?, kdezto rotace sféry S?
vytvafeji projektivni prostor RP?, ktery neni homeomorfni s S?. Vskutku RP? je
prostor protilehlch dvojic bodi sféry S2, coz jsou pravé svrchu uvedené dvojice matic,
jez se lisi pouze znaménkem.

Protoze kazdé rotaci odpovidaji dva kvaterniony, jsou polyedralni grupy 7, O
a Z ,povySeny“ na kvaternionové grupy dvojnasobné velikosti: bindrni ctyrsténovou
grupu T o 24 prvcich, bindrni osmisténovou grupu O o 48 prvcich a bindrni dvaceti-
stenovou grupu I o 120 prvcich.

MuzZeme si polozit otazku, jaky je vztah ¢tyf redlnych parametra a, 8, v a é ve
dvojici kvaterniont +(« + i3 + jv + kd) ke geometrickym parametrtim odpovidajici
rotace. Odpovéd je pozoruhodné jednoducha:

a:cos%O, ﬁ:)\sinéﬂ, ’y:usinéﬂ, 5:1/sin%97

kde (A, , V) je jednotkovy vektor ve sméru osy rotace a 6 je velikost pootoceni kolem
osy. Dokézali to Hamilton a Cayley nezévisle na sobé v roce 1845 (viz [1], vol. 1, s. 123).
Cayley (jako obvykle ¢itelngjsi nez Hamilton) si také v8iml, Ze stejné parametry pouzil
uz v roce 1840 Rodrigues ve svém pravidle pro vypocet parametri slozené rotace,
coz v podstaté bylo pravidlo pro nasobeni kvaternioni. Pozdéji, kdyz se objevila
nepublikovand Gaussova prace, se ukazalo, ze Gauss toto pravidlo také znal.

V lednu 1863 Cayley (viz [1], vol. V, s. 539) pouzil geometrické parametry, aby
vyjadfil prvky binarnich polyedréalnich grup T, O a I jako kvaterniony. Tvoii totiz
pozoruhodné symetrické mnoziny v R* a — coz Cayley nevédél — byly jiz v geometrii
Znamy.

Pravidelné polytopy?)

Kvaterniony byly soucasti vyrazné vlny geometrie ve vice dimenzich, ktera se pfiva-
lila, z duvodt ponékud tajemnych, v letech 1843-1844. Az do té doby byla geometrie
ve vice nez tfech dimenzich oblibena dokonce jesté méné nez neeukleidovska geometrie.
Nicméné v roce 1843 Cayley zvefejnil, nezavisle na Hamiltonovi, ¢lanek nazvany
»,Chapters in the analytical geometry of (n) dimensions“ a Grassmann psal prvni
vydéani své knihy Ausdehnungslehre, kterd vysla v roce 1844. MiZeme piipustit, ze tyto
posledni prace byly v obecném matematickém védomi zaznamenény jen nepatrné, ale
mozna fungovalo matematické podvédomi. Kolem roku 1852 odpovédél jiny matema-
tik, ktery pracoval spiSe ve skrytu, na vsechny zakladni otazky o vicedimenzionalnich
pravidelnych mnohosténech neboli polytopech, jak se jim nyni rikéa.

4y Pozn. prekladateli: Termin polytop pro polyedry dimenze vyssi nez t¥i zavedl v roce 1852
némecky matematik R. Hoppe, zndmy svou tcasti v feSeni sporu Newtona a Gregoryho o po-
¢tu nejblizsich sousedu koule. Jeho vSeobecné rozsifeni je vSak zasluhou Alicie Boole Stottové
(1860-1940), tfeti dcery George Boolea, kterd, ackoli neméla zadné matematické vzdélani, se
proslavila svymi kartonovymi modely fezii ¢tyfrozmérnymi pravidelnymi polytopy a pozdéjsi
spolupraci s H. S. M. Coxeterem.
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Obr. 3. T¥i nejjednodussi pravidelné polytopy.

Ludwig Schlifli pfedlozil tyto a mnohé dalsi vysledky ve své praci Theorie der
vielfachen Kontinuitdt [13], napsané v roce 1852, v tplné podobé vSak vydané az
v roce 1901, Sest let po jeho smrti. Jeho vysledky o polytopech se staly vSeobecné
znamymi, az kdyZz je jini matematici objevili znovu v osmdesatych letech 19. stoleti.

Hlavni vysledky Schlifli ziskal pomoci poméru ER, o kterém jsme se zminili v od-
stavci o mnohosténech, a daji se v soucasné terminologii vyjadrit takto:

e V kazdém prostoru R™ existuji zobecnéni ¢tyfsténu, krychle a osmisténu, ktera se
nazyvaji n-simplex, n-krychle a n-ortoplex®).
Kromé nich pro n > 2 existuji jen néasledujici pravidelné polytopy: dvanactistén
a dvacetistén v R? a tii specidlni polytopy v R*. Tyto t¥i se naz§vaji ¢tyiia-
dvacetistén, stodvacetistén a Sestisetstén podle poctu svych hrani¢nich stén. Stodva-
cetistén a Sestisetstén jsou vzajemnd dualni®).

e V kazdém prostoru R™ existuje zobecnéni krychlové teselace, které se nazyva
n-krychlova teselace.
Jediné pravidelné teselace, které kromé krychlovych existuji, jsou dvé pravidelné
teselace v R? — dudlni teselace trojihelniky a Sestitthelniky — a dvé pravidelné
teselace v R* — dudlni teselace &tyfiadvacetistény a 4-ortoplexy.

5) Pozn. prekladateli: Presny Cesky preklad terminu orthopler by byl ,ortosplet* z feckého
TA€KTOS — spletity.
8) Pozn. piekladateli: CtyFiadvacetistén v R* je dualni sdm k sobé.
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Schldfliova monografie neobsahuje zadné obrazky, coz mohl byt jeden z davodt, pro¢
byla Spatné pfijata. Stringhamova préce [15] z roku 1880, ve které byly poprvé znovu
objeveny pravidelné polytopy, je doprovazena nékolika ilustracemi véetné perokreseb
4-simplexu, 4-krychle a 4-ortoplexu. Obrazky pravidelnych polytopu generované sou-
c¢asnymi pocitaci lze najit na fadé webovych stranek, casto animované, poptipadé i ve
stereoskopickych parech. Dobra startovaci adresa je

http://www.ics.uci.edu/"eppstein/junkyard/polytope.html.

Tézko prekonatelné jsou vSak podle autorova nazoru obrazky ¢tyr nejjednodussich
polytopt v praci Anschauliche Geometrie autortt Hilberta a Cohn-Vossena [9] z roku
1932. Obr. 3 predvadi jejich naddherné nakresleny 4-simplex, 4-krychli a 4-ortoplex,
které skutecéné vypadaji jako tFfidimenzionalni, jen se jich dotknout. A obr. 4 pfedsta-
vuje jejich znazornéni ctyriadvacetisténu.

Obr. 4. Cty¥riadvacetistén.

Samoziejmé, ze tyto obrazky jsou, presné feceno, projekce vrcholt a hran polytopt
do R?, ale vnimame je jako objekty (,draténé modely“) v R? ukazujici projektivné
zkreslené obrazy trojrozmérnjch stén polytopt v R%. Napiiklad takovym trojrozmeér-
nym obrazem 4-simplexu je velky Ctyfstén se ¢tyfmi mensSimi ¢tyfstény uvniti. Téchto
pét CtyTfsténd jsou obrazy péti tetraedralnich stén 4-simplexu. (Analogicky k obvyklé
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projekci ¢tyfsténu’) do R?, kterd jej zobrazuje jako jeden velky trojthelnik se t¥emi

malymi uvnit¥.)

Dalsi obrazky predvadéji podobnym zpiisobem tato fakta:

e 4-krychle je ohrani¢ena osmi obvyklymi krychlemi a mtize se tedy také nazyvat
osmisténem v R%.

e 4-ortoplex je ohranicen Sestnacti Ctyfstény a muze se tedy také nazyvat Sestnacti-
sténem v R%.

e Ctyfiadvacetistén v R* je ohrani¢en dvaceti ¢tyfmi osmistény a mé dvacet Gty¥i
vrcholy. Polytop k nému dudini, ktery mé vrchol uprostied kazdého hraniéniho
mnohosténu tohoto ¢tyfiadvacetisténu, je opét ctyfiadvacetistén.

Zcela snadno se najdou soutfadnice vrcholi téchto polytopti. Nejjednodussi je to
s 4-ortoplexem, jehoz vrcholy se daji najit jako priseciky soufadnicovych os v R*
s jednotkovou 3-kouli. Ctyfiadvacetistén se da konstruovat ofezanim 4-ortoplexu
nadrovinami, které prochazeji stfedy jeho hran a jsou kolmé k osdm soutadnic.®)
Zvolime-li vhodné méritko, dostaneme Ctyfiadvacetistén, jehoz vrcholy tvori Sestnact
bodu

(3,5, %35 %3)
a osm bodl
(+1,0,0,0), (0,+1,0,0), (0,0,+1,0), (0,0,0,+1).

To je dohromady ¢tyfiadvacet jednotkovych kvaterniont

+i+3i+ij+ gk, £1, +Hi, &), +k,

které neptedstavuji (v parech protilehlych boda) nic jiného nez dvandct rotaci pra-

videlného ¢tyfsténu! Ovérit to je snadné a zabavné, pokud se pouziji Gaussovy-

-Rodriguesovy-Cayleyovy parametry pro rotace uvedené v predchozim odstavci.

Zd4 se, ze Steinitz byl prvni matematik, ktery si (v praci [14], s. 125) vSiml, Ze
mnozina vrchold ¢tyfiadvacetisténu je bindrni ¢tyfsténova grupa T. Poznal také, ze
mnozina vrcholi Sestisetsténu je binarni dvacetisténova grupa I. Je vsak zvlastni, ze
jeho poznamky zustaly bez pov§imnuti, dokud grupa I neprosla mlynem topologické
a kombinatorické teorie grup. Tento neocekdvany obrat v nasem pfibéhu zacal v roce
1904 a budeme o ném hovotit v nésledujicim odstavci.

Homologicka sféra Poincarého

V roce 1895 Poincaré zavedl novy pristup ke geometrii ve vyssich dimenzich tim, ze
se soustiedil na topologii. Ve svém cClanku ,, Analysis situs“ a jeho péti ,,Compléments*

7y Pozn. prekladateli: Zcela béznym znazornénim polytopd v trojrozmérném prostoru je
Schlegeliv diagram, v némz je polytop promitnut centralné z vhodné vybraného bodu leziciho
mimo néj do jedné ze stén. Modely na obr. 3 lze chéipat jako trojrozmérné Schlegelovy
diagramy.

8) Pozn. prekladateli: Podobnou konstrukci vznikne z osmisténu znamy Thompsontv
tetrakaidekaedr (Gtrndctistén) omezeny Sesti ¢tverci a osmi pravidelnymi Sestithelniky.
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predstavil grupy homologii a homotopii jako prostfedky pro topologickou klasifikaci
a polozil si zndmou otézku, kterd zlistdva dodnes oteviena®): Je kazdd kompaktni
trojrozmérna varieta s trividlni fundamentalni grupou homeomorfni s S3? Zpocatku
se Poincaré domnival, ze kazda kompaktni trojrozmérné varieta s trivialnimi homo-
logiemi miiZze byt homeomorfni s S3, coz se viak ukazalo jako nespravné diky objevu
homologické sféry v patém ,,Complément® (1904).

Obr. 5. Tato van Ossova projekce Ses-
tisetsténu datovana rokem 1901 ziskala
§iroké rozsiteni jako titulni list Coxete-
rovy klasické knihy Regular Polytopes
z roku 1948. Pak byla také prekreslena
v jeho Regular Complex Polytopes.

Poincaré tento protipriklad vytvofil tak, Ze slepil dvé télesa ohrani¢end plochami
rodu 2 tak, aby kanonické kiivky splynuly. Z této konstrukce spocital generatory
a vztahy pro fundamentdlni grupu 7 a jeji abelizac{!®) ukazal, Ze homologicka
grupa H; je trividlni (i kdyZ se abelizovanéd grupa ndhodou jevila jako zkolabovand).
Nakonec dokézal, ze zkonstruovanad grupa m; neni trividlni, protoze jejim homo-
morfnim obrazem je grupa Z. Vyskyt ikosaedralni grupy Z na tomto misté je velké
pfekvapeni, protoze Poincaréova konstrukce nemé zadnou ocividnou symetrii.

V roce 1910 podal M. Dehn novou konstrukci homologické sféry, ktera zavadéla
jistou chirurgickou techniku (viz [6, s. 116]). Vyfiznutim trojnasobné zauzleného
toroidu ze sféry S® a jejim odlisnym pfFisitim zpét byl schopen zlepsit konstrukci
Poincarého ve dvou smérech. Grupa H; byla zfejmé trividlni diky vlastnostem uzlu
a w1 mohlo byt explicitné ztotoznéno s binarni ikosaedralni grupou I. Protoze 7 je
homomorfnim obrazem I, bylo myslitelné, ze by Dehnova homologické sféra byla stejna
jako Poincarého, ale tento fakt prokdzali Weber a Seifert [20] az v roce 1933.

V roce 1929 Hellmuth Kneser [11] znovu ozivil zajem o homologickou sféru Poin-
carého zjisténim, ze Dehnova verze muze byt zkonstruovana ztotoznénim protilehlych

%) Pozn. prekladatelu: VyrteSeni tohoto problému je spojeno s cenou 1000000 USD, kterou
vypsal v roce 2000 the Clay Mathematics Institute of Cambridge, Massachusetts.

10y Pozn. prekladateli: Abelizaci se zde rozumi utvoreni faktorové grupy podle komutantu
— normalni podgrupy, kterd je vytvorena vSemi komutatory dané grupy.
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stén dvandctisténu. Threlfall a Seifert [19] vylepsili tuto myslenku tim, Ze uvazovali
univerzalni pokryti S* homologické sféry. Tam miize kazdy vidét teselaci 120 shodnymi
dvanéctisténnymi celami (burikami), z nichz kazda je fundamentalni oblasti pro akci
grupy I. To je podeziele podobné teselaci projektované na S* ze stiedu stodvacetisténu
v R*! Vskutku je to tak. Threlfall a Seifert podali geometrickou konstrukci homologické
sféry Poincarého — jako faktorizaci grupy S® podle jeji podgrupy I — a novou
interpretaci stodvacetisténu jako univerzalniho pokryti S3.

Zprvu viak nevédéli, zda jejich rozdéleni S? na 120 shodnych bunék je skute¢né pro-
jekei pravidelného stodvacetisténu v R%. Chybéjici ¢asti této hadanky byla Steinitzova
poznamka z roku 1916, ze I je mnozina vrcholt Sestisetsténu. Threlfall to ocividné
nahlédl v roce 1932 a dal si dvé a dvé dohromady. V kratkém ¢lanku [18] zlepsil
Steinitztv vysledek tim, Ze ukazal, Ze vrcholy a hrany Sestisetsténu tvori grupovy
diagram I. Tento diagram ma vrchol pro kazdy prvek g € I a kazdy prvek g; z urcité
mnoziny Sesti generatori ma hranu sméfujici z vrcholu g k vrcholu gg;. V dualnim
stodvacetisténu pak 12 sousedti dvanéctisténné buiikky g predstavuje 12 sousednich
prvki ggiil prvku g € I — stejné jako v univerzalnim pokryti homologické sféry.

Na stodvacetistén tak miuzeme nahlizet jako na znazornéni grupy I pro Threlfallovy
generatory gi, ge, .. ., gs, podobné jako je obrazek 2 znazornénim 7 pro Hamiltonovy
generatory ¢ a K.

Threlfalliv vysledek pfinesl predstavu o I jakozto o mnoziné vrcholu Sestisetsténu
(viz obr. 5) zpét do matematického povédomi, coz dale rozvinul Coxeter v [5]. Kva-
ternionové generatory I davaji krasné symetrické souradnice vrcholi Sestisetsténu.
Podobné jako vrcholy dvacetisténu, jejichz symetrie reprezentuji, mohou byt popsany
velice jednoduse a symetricky pomoci zlatého fezu 7 = (14 1/5)/2. Takto nedosta-
neme jen konstrukci Sestisetsténu a stodvacetisténu, ale téZz konstrukci, kterou by
podepsal i Eukleidés, nebot zahrnuje pouze konstruovatelna ¢isla.

Nez opustime téma topologie, méli bychom poznamenat, ze kvaternionové nasobeni
¢ini ze sféry S? jednotkovych kvaternionfi spojitou grupu, protoze soudin a inverzni
operace jsou ziejmé spojité funkce polohy v S3. Podobné je sféra S' jednotkovich
komplexnich é&sel spojitou grupou s operaci nasobeni komplexnich éisel. Elie Cartan
v roce 1933 ukazal, Ze za4dn4 jind sféra nemd strukturu spojité grupy, takze S a St
jsou vlastné v tomto ohledu jedinecné. Mtze ndm vrtat hlavou, zda jejich pozice je
vyjimecna diky vyjimecnosti algeber C a H ... anebo je to naopak?

Stodvacetistén

Navzdory duadlnimu vztahu mezi Sestisetsténem a stodvacetisténem se posledné
jmenovany obtiznéji graficky znazornuje. Jeho obrazky v Coxeterové knize z roku
1948 jsou fotografiemi dratovych modelt zhotovenych Paulem Donchianem. Prvni
jeho zobrazeni, o némz vim, je obrazek ¢. 6 pochazejici od B. L. Chiltona publikovany
v Coxeterové knize [3].

Obrazek je obyéejnou projekei z R* do R?, jak lze nahlédnout z jeho hran. Je to
velice pékny graf, ale také velice plochy; snadno zde nalezneme pétithelniky, ale jen
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obtizné mtizeme spatfit dvanactistén, a tim mén€ si je dovedeme slozit do projekce
stodvacetisténu na R3.

Pfesvédéivéjsi ,trojrozmérny® obraz stodvacetisténu lze ziskat projekci na S? a na-
slednou stereografickou projekci na R2. Projekce stodvacetisténu z jeho stfedu na S3
totiz vytvoii teselaci S® pravidelnymi sférickymi dvanactistény.

Tato teselace mé stejnou kombinatorickou strukturu jako stodvacetistén, ale jeji
trojrozmérné stény tvorené dvanactistény jsou mirné ,nafouklé“. Tyto stény jsou
¢astmi hlavnich sfér v S* (coz jsou analogie hlavnich kruznic na S?), a protoze kazda
hrana je sdilena tiemi trojrozmérnymi sténami, jejich diedrélni dhly'!) jsou 120°.
(Diedrélni thly eukleidovského dvandctisténu jsou pfiblizné 116°34’, takze ,nafouk-
nuti“ je jen velmi malé.) Kazdy vrchol stodvacetisténu je sdilen ¢tyfmi trojrozmérnymi
sténami, coz odpovida Ctyfem dvojrozmérnym sténdm dudlniho Cétyisténu v Sesti-
setsténu.

Kdy# se tato stodvacetisténnd teselace sféry S? stereograficky promitne na R3, sféry
se zobrazuji opét na sféry a také thly se zachovavaji diky zakladnim vlastnostem
stereografické projekce. Takto dostaneme rozdéleni R® na 120 oblasti ohranic¢enych
¢astmi sfér. Sférické plochy se navic protinaji pod thly 120° podél kazdé hrany a ¢tyii
z nich se stykaji v kazdém vrcholu.

To je vsak presné to, co délaji mydlové bubliny! VSechny pozorované shluky my-
dlovych bublin se takto chovaji, a délaji to i jejich matematické modely, jak plyne
z hluboké véty Jeana Taylora [17], jez byla dokdzdna teprve v roce 1976. A tak
je v principu mozno modelovat projekci stodvacetisténu pomoci shluku mydlovych
bublin! Ptitom diky poéitacové grafice ani nemusime pracovat se skuteénym mydlem.
John M. Sullivan vytvoril nadherné simulace mydlovych bublin stodvacetisténu zna-
zornéné na obrazku 7.

1y Pozn. prekladatelu: Diedralni thel je thel mezi dvéma sténami.
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Obr. 7. Stodvacetistén z mydlovych
bublin.

Matematické a programovaci detaily 1ze nalézt v Sullivanové ¢lanku [16] z roku 1991.
Témeér presné 100 let od publikovani klasickych obrazka Frickem a Kleinem maji nyni
matematici dokonalé nastroje ke znazornovani trojrozmérnych objekti.

Podékovani. Dékuji Johnu Sullivanovi z University of Illinois za povoleni publikovat jeho
obrazky stodvacetisténu a H. S. M. Coxeterovi za historické informace a povoleni pouzit
obrazky z jeho knihy. Konecné dékuji Abe Shenitzerovi a recenzenttim za mnoho uziteénych
pfipominek.
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Proc¢ se zabyvat fyzikou?

Anatole Abragam

Predstavitelé Francouzské fyzikalni spolecnosti (SFP) se rozhodli v letosnim Bulle-
tinu SFP (Cervenec—srpen 2001, ¢. 130, str. 12-14) pripomenout projev, ktery v roce
1978 u prilezitosti stého vyroci zaloZeni Spolecnosti prednesl prof. Anatole Abragam,
jeji tehdejsi predseda.

Proc¢ se zabyvat fyzikou? Zacne-li si néjaka profesni skupina klast takovouto otazku,
znamena to, ze tato profese je v krizi. Prvni z nasich otevfenych ran je rana financéni
a mohla by se Casem stat ranou smrtelnou. Nebudu zde snéaset statistické iidaje, kazdy
zné ty své. Ministerstva, Fidici komise, Narodni centrum védeckého vyzkumu (CNRS)
a Komisaridt pro atomovou energii (CEA), kazdy méa svij zpisob, jak definovat
vyzkum, investi¢ni a provozni naklady, ménové pohyby atd. Dvé véci jsou vSak jisté.
Ve Francii podil ndkladi na fyzikalni vyzkum na hrubém domacim produktu vytrvale
klesad. V poslednich t¥ech letech dochdzi k ro¢nimu poklesu o vice nez 10%. Za
druhé, pocet pracovnich mist a moznost uplatnéni pro mladé védce se stale zmensuji

ANATOLE ABRAGAM, profesor College de France, ¢len Francouzské akademie, byl jednim
z prukopnikt jaderné magnetické rezonance a zakladatelem oboru jaderného magnetismu.
Vybudoval a vedl Laborator fyziky pevnych latek a magnetické rezonance (SPSRM) ve
Stiedisku jaderného vyzkumu (CEN) v Saclay ve Francii.

Se svolenim autora a redakce ¢asopisu Bulletin de la SFP ptrelozil MILOS ROTTER.
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