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Tychona se vsak Hajkiav pristup piilis nedotkl a ve své odpovédi z 23. zaii 1582
zistal neméné velkorysy. Klidné odpovida: ,,...od Witticha jsem se dozveédél, ze hledas
novy zivot, ale ted vyrozumivim, ze se Ti ve vlasti vede zase lépe a ja Ti k tomu
blahopfteji“3?). Po této episodé, kterou dosavadni literatura o Hajkovi dosud neznala,
se oba védci ve vzajemné korespondenci na tii roky odmlceli. Jejich pratelskych vztahi
ani néasledné korespondence se vsak toto pferuseni nedotklo. Naopak v letech 1586 az
1591 byla jeji frekvence viibec nejvétsi.

Pokusili jsme se analyzovat alespon ve struc¢nosti prvnich 5 listl ze vzajemné kore-
spondence obou védct. Jejich pocet je vsak daleko vétsi, bylo uz feceno, ze dosahuje
celkem 35 dopist. Dikladné je prostudovat a nalézt v nich dalsi dulezité a dosud
neznamé skutecnosti pro Hajkovu biografii je jednim z tkold, které cesti historici
pfirodnich véd svému nejvétsimu védci 16. stoleti — Tadeasi Hajkovi z Hajku —
dosud dluzi.

Nejen zakovské predstavy o funkcich

Alena Kopackovd, Liberec

Vidycky jsem Zasl nad faktem, Ze ucitelé prirodovédnych predméti — jesté vice nez
ostatni ucitelé — nechdpou, Ze lidé nechdpou. Nikdy neuvaZovali nad faktem, Ze
Zak prichdzi do tridy s uZ hotovymi empirickymi poznatky. Pak uZ nejde o to ziskat
védeckou kulturu, ale prejit do jin€ kultury, odstranit z cesty prekdzky nahromadéné
kaZdodennim Zivotem.

(GASTON BACHELARD, Utvafeni védeckého mysleni, 1938)

Uvod

vvvvvv

stupné i jednim z nejfrekventovanéjsich pojmi skolské matematiky. Pfi studiu fyloge-
neze tohoto pojmu vidime, jak téZce a pomalu se pojem funkce do matematiky dosta-
val; formulaci samotné definice a obecnéjsimu pohledu na funkéni zavislost predchézela
staleti vyvoje kauzalniho mysleni a diikladné prace s konkrétnimi reprezentanty funkeci.

30y Tamtéz, str. 68.
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V cCeskych skolach se Zaci s obecnym pojmem funkce ve formé definice setkavaji
poprvé v 9. ro¢niku zékladni skoly, pfipadné v kvarté viceletého gymnézia. Vyzkum
provadény autorkou tohoto ¢lanku na skolach vSech typt ukazal, Ze pro zaky a studenty
je velmi obtiZzné konstruovat si obecny model pojmu funkce; nékteri zaci a studenti
ve svych pfedstavach setrvavaji dokonce na zcela konkrétnich reprezentantech sepa-
rovanych modelt funkce a definice je pro né formalita bez obsahu. Ve svém ¢lanku
se budeme snazit na nejéastéjsi z potizi, které zaci s obecnym pojmem funkce mayji,
poukézat a hledat jejich mozné pfic¢iny. Velmi cenné pouceni je mozné nalézt v historii
matematiky, proto se nejprve budeme vénovat struc¢né fylogenezi pojmu funkce.

Vyvoj pojmu funkce v historii matematiky

Prvni doklady o funkénim mysleni a matematickém vyjadieni zavislosti pochézeji
z Babyldnie ze 2.—1. tisicileti pf.n.1l. Dochovaly se tabulky funkci, které Babylénané
vyuzivali v astronomii, zemédélstvi, stavebnictvi, obchodé i pti vypoctu dani; slo napt.
ofunkce n s 1/n, n— n% n— /n, n—n? n— ¥n, n—n?+n, kden € N. Re-
kové si v 6.—5. stol. pf.n.l. jiz uvédomovali rozdil mezi diskrétni a spojitou veli¢inou,
rozvijeli infinitesimdlni Gvahy, studovali konkrétni zmény proménné veli¢iny (pohyb),
ale nikde nevystupovala idea obecné funkce ¢i proménné veli¢iny. Pythagorejci se
pokouseli vyjadiit vztah mezi délkou a tloustkou struny a vyskou zvuku. Geometii stu-
dovali kfivky vzniklé spojitym pohybem bodu a formulovali kinematické zékony jejich
vzniku. Menaechmos a Apollénios se ve 4.—2. stol. pt.n. 1. snazili pomoci geometrické
terminologie, tzv. symptomt, slovné popsat obecnéjsi kiivku jako libovolnou elipsu,
parabolu, hyperbolu, Dioklés a Nikomédés objevili ve 2. stol. pf.n.l. v souvislosti
s fesenim problému zdvojeni krychle a trisekce tthlu kfivky kisoidu a konchoidu,
Ptolemaios ve 2. st. n.l. tabeloval chorddlu.

Idea funkce poprvé vystoupila az ve stifedovéku. Indové v 5. stol. n. 1. zacali pouzivat
funkci sinus. Arabsky matematik al-Birtni (973-1048) vedl uvahy o obecné kiivce,
ve svych tvahach vSak ztstal osamocen. V Evropé se v 11.-15. stol. vyuzivalo
odkazu rtecké a arabské matematiky, prekladala se arabskd a feckd matematicka
dila do latiny, prohlubovala se pocetni technika, pouzivaly se indicko-arabské c¢is-
lice a symboly 4, —; matematika zpracovavala zménu a pohyb. Scholastici Robert
Grosseteste (asi 1168-1253), Thomas Bradwardinus (asi 1290-1349), Nicole Oresme
(asi 1323-1382) a Richard Swineshead (14. stol.) na univerzitdch v Oxfordu a Pa¥izi
zkoumali a popisovali pfirodni déje a pohyby a uvazovali o kontinuu. Oresme rozvijel
ucent o intenzité forem a pojimal proménnou veli¢inu jako intenzitu ¢i stupen. Funkéni
zavislost popisoval slovné vyjadienym pravidlem nebo graficky, pro zavislost veli¢in
uzival ve svych traktatech ,Tractatus proportionum®, , Algorismus proportionum®
termin proportio (pomér, vztah) a fikal: ... jakgkoliv vztah by se ukdzal mezi jednou
intenzitou a druhou, tentyZ vztah se nachdzi i mezi proni a druhou édrou® (]9,
str. 141). Mezi udenci se zacinala postupné vytvaret predstava o zdkonech piirody
jako o zdkonech funkéniho typu a vznikaly rtizné obecnéjsi teorie zmény veli¢iny jako
funkce casu.
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V 16. stoleti objevil John Napier (1550-1617) logaritmy, které se staly vhodnym
nastrojem pro rozsahlé numerické vypocty v astronomii a navigaci. Jeho pristup
k logaritmu znovu dokazuje, ze koncepce fyzikalniho pohybu byla stale zakladni bazi
pro uvahy o kvantitativnich zménach spojité proménné.

V 17. stoleti zazivala matematika pfechod od konstantnich veli¢in a ¢isel k proménné
veli¢iné a nechavala se inspirovat technickymi problémy. Dnes lze fici, Ze koncepce
(pfevazné ptirodni) zdkonitosti za¢inala prertistat v pojem funkéni zdvislosti. Profese
,Cistého* matematika v té dobé neexistovala, matematik byl zaroven fyzikem, hvézda-
fem, mechanikem, lékafem ¢i filozofem. Nové vznikld analytickd geometrie (Pierre
de Fermat 1601-1665, René Descartes 1596-1650) umoziiovala popis zavislosti mezi
dvéma proménnymi prostfednictvim rovnice v x i y na zdkladé souradnicové metody
(z naseho dnesniho pohledu §lo o implicitni zadani funkce, kde ovSem ¢asto bylo mozné
jednu proménnou vyjadfit pomoci druhé). Descartes zacal uzivat pojmy (ne)zdvisle
proménnd. Newton a Leibniz pokladali zaklady diferencidlnimu a integralnimu poctu,
ale pojem funkce stale jesté nebyl definovian. Newtonovy uvahy pfitom vychéazely
z popisu pohybu hmotného bodu, Leibniz se inspiroval hledanim tecény ke kfivce.
Riuzné infinitesimalni tvahy a vypocty se objevovaly v matematice jiz ve starovéku
a pfed Newtonem a Leibnizem na né navazovali Johannes Kepler (1571-1630), jiz
zminiovany Fermat, Blaise Pascal (1623-1662), Gilles Roberval (1602-1675) i jini, ale
Newton s Leibnizem své metody vypracovali do obecné pouzitelnych algoritmt a byli
také prvni, ktefi rozpoznali souvislost mezi tecnou a kvadraturou.

Isaac Newton (1643-1727) ve svém rukopise ,,Method of Fluxions and Infinite
Series“ (1671, vydéno vSak az 1736 po jeho smrti) uzivd pojmui fluentes quantitates,
coz jsou neurcité veli¢iny zavislé na Case, které stale rostou nebo ubyvaji za sou¢asného
vzniku kiivek nasledkem mistniho pohybu, a fluzio, ¢imz oznacuje rychlost ristu nebo
ubyvani. Pozdéji vsak Newton pojmenovani obou velié¢in zobecriuje a abstrahuje do
urcité miry od zavislosti na case: fluentu nazyva quantitas correlata, fluxi quantitas
relata. Pripousti vyjadireni fluenty analyticky anebo ve formé souctu nekonecné rfady,
»jeho* funkcemi jsou vlastné polynomy.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) zakldda své pojeti diferencidlniho poctu
na myslence charakteristického trojihelnika se stranami dz, dy, ds (¢imZ zobectiuje
d¥ivéjsi Pascalovu ideu), na Descartové analytickém vyjadfeni geometrickych k¥ivek
a na teorii nekoneénych rad.

V roce 1673 Leibniz poprvé uziva termin funkce v rukopise ,,Methodus tangentium
inversa, seu de functionibus®, slovo funkce mé vSak jiny vyznam neZ dnes; vychéazi
z geometrie, pojem je tésné svazan s kiivkou a jeji tecnou v daném bodé kiivky
a funkcemi Leibniz nazyva rizné ,cdsti primek a car® vznikajicich pfi konstrukei
této tecny. Slova funkce je zde uzivano ve dvojim vyznamu: jednak ve vyznamu jisté
vlastnosti ¢i role a jednak jako pojmenovéani vysledku ¢i objektu s touto vlastnosti.
Zda se, ze Leibnizovo chapéani tohoto nového matematického terminu dobte odpovida
latinskému vyznamu slova: fungor znamend vykonavat, provadét, byt ¢inny, functio
zna¢i ¢innost, vykonadvani. V nésledujicich desetiletich se slovo funkce nékolikrat
objevilo v korespondenci matematiki, zpravidla vsak stale v pivodnim Leibnizové
uz$im vyznamu, vedle toho vSak v roce 1694 Johann Bernoulli (1667-1748) oznacuje
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pismenem n ,libovolné mnozstvi jakkoliv vzniklé z neur¢itych a konstant“ (,posito n
esse quantitatem quomodocunque formatam ex indeterminatis ex constatibus®), ale
neuziva pfi tom slova funkce ([9], str. 146; [18], str. 57). Vyznamné encyklopedické dilo
»,Mathematisches Lexicon“, které vydal v roce 1716 v Lipsku prof. Wolff, slovo funkce
nijak nezmifiuje, je zde pouze kapitola o konstanté a proménné. (Pojmy proménnd
a konstantni velicina zavedl Leibniz, vedle toho se vSak dale uzivalo i pojmu neurcitda
velidina.)

Poprvé zformuloval definici funkce v roce 1718 Johann Bernoulli v Mémoires de
I’Académie des Sciences de Paris: ,On apelle ici fonction d’une grandeur variable,
une quantité composée de quelque maniéere que ce soit de cette grandeur variable et
de constants®, tj. ,Funkci proménné veliciny se nazyvd veliéina sestavend libovolngm
zptisobem z této proménné velidiny a konstant®. ([3], str. 457; [18], str. 60; [9], str. 147;
[17], str. 52.)

Tato definice znamenala prvni pokus regulérné novy pojem zavést. Jaké funkce
vSak meéli matematici 18. stoleti vlastné na mysli? Funkce byla vniména vétSinou
geometricky jako k¥ivka (zpravidla takova, kterou lze nacrtnout volnym pohybem
ruky, aniz by se zvedla ruka z papiru, coz bylo tehdejsi kritérium spojitosti) anebo
geometricko-kinematicky jako drdha pohybujiciho se bodu. Uvedme nyni ve stru¢ném
prehledu, jak vnimali pojem funkce néktefi dalsi vyznamni matematici, jak se jejich
pohled postupné rozsifoval a definice funkce se stale zobeciovala tak, aby obsah
definice kopiroval jeji tehdy zndmy rozsah.

Leonhard Euler (1707-1783) definoval funkci proménné veli¢iny r. 1748 nejprve
jako ,analyticky viraz sestaveny jakymkoliv zpisobem z této promeénné a cisel nebo
konstantnich velicin® (4], str. 22; [18], str. 61; [10], str. 250; [13], str. 36; [16], str. 8),
pficemz za nezavisle proménnou pfipoustél i komplexni ¢isla. Za veli¢inu sestavenou
(compositum) z druhych veli¢in povaZoval takovou, kterou lze z téchto veli¢in obdrzet
pomoci ¢tyT elementarnich operaci, dale odmocnénim, popf. ,jakoukoliv jinou mys-
litelnou operaci”. Rozsahlé diskuse o obsahu pojmu funkce vedené mezi matematiky
v 18. stoleti a mald obecnost pfedchozi (vySe uvedené) definice vedly r. 1755 Eulera
k formulaci obecnéjsi definice funkce, v niz je zdtraznén fenomén zavislosti veli¢in
a nikoliv zptsob vyjadreni: ,JestliZe nekteré veliciny zdviseji na druhiych takovym
zpusobem, Ze pri zméné téchto samy podléhaji zméné, pak pruni nazyvdme funkcemi
druhych. Tento ndzev md mimorddné Sirokou povahu; zahrnuje vSechny zpusoby, ja-
kymi lze jednu velic¢inu vyjddrit pomoct jingch®. ([18], str. 70; [10], str. 254; [16], str. 8.)

Je zajimavé pfipomenout, Ze pro Eulera byla napf. funkce x — 1/x vSude spojitou
funkci (je totiz déna jedinym pfedpisem), zatimco funkci x — |z|, jejiz analytické
vyjadfeni vnimal pomoci dvou pfedpisi z — x (je-li > 0) a  — —zx (je-li £ 0),
povazoval Euler za nespojitou. Pro srovnani uvedme, ze dnesni pohled na spojitost je
jiny; spojitost je lokdlni vlastnosti dané funkce a neni viibec rozhodujici, zda je mozno
na celém definiénim oboru funkci popsat jedinym analytickym vyrazem ¢i zda tento
vyraz viubec existuje. Funkce byla v 18. stoleti chdpana a priori jako ménici se veli¢ina
a napr. konstantu Euler mezi funkce nezarazoval.
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Dalsi vyvoj pojmu funkce zaznamenéame jiz velmi stru¢né.') Hlavnim dfivodem toho,
7e pri popisu dalsitho vyvoje budeme jiz stru¢néjsi, je to, ze jsme méli v imyslu svij
historicky exkurz vztahnout ke $kolské matematice (zejména k matematice zakladni
skoly) a k zdkovu vnimani funkce a obecnéjsi pohledy na funkci (napft. strukturalis-
ticky) tyto zaméry jiz vétsinou presahuji. Dokladem existence fylogenetické a ontoge-
netické paralely ve vyvoji pojmu funkce je predevsim obdobi zrodu a prvnich diskusi
o pojmu funkce (ukoncené dnes klasickym pojetim funkce u Dirichleta a Lobadev-
ského); piekéazky, které pocitovali tehdejsi matematici na cesté k obecngjsimu chapani
pojmu, se podobaji potizim dne$niho zdka. Poznamenejme vsak, Ze i naSe Skolska
matematika zaznamenala kratsi obdobi strukturalistického pristupu k pojmu funkce,
a to v ,mnozinové ére“ 60. a 70. let pravé uplynulého stoleti. Ze zamyslené souvislosti
se Skolskou matematikou také plyne, Ze se dale soustfedujeme na redlnou funkci (jedné)
realné proménné, a¢ to explicitné neni zdirazinovano, a pouzivame pouze jednoslovné
oznaceni funkce.

Do dalsich diskusi o obsahu pojmu funkce pfispéli v 19. stoleti vyznamné napf.
G. F. Bernhard Riemann (1826-1866), Peter Gustav L. Dirichlet (1805-1859) — mimo
jiné i tim, Ze obohatili matematiku o nékteré ,,patologické* funkce, Sylvestre F. Lacroix
(1765-1843), Joseph Fourier (1768-1830) a Nikolaj Ivanovi¢ Lobadevskij (1793-1856)
— ten r. 1834 poprvé zdtraznil fenomén jednoznacnosti zavisle proménné. Lobacev-
ského a Dirichletovo pojeti funkce jakoZto jednozmaéného pfifazeni jsou v dnes$ni
matematice povazovana za klasicka.

Vznikajici teorie mnozin na pfelomu 19. a 20. stoleti umoznovala pohlizet na funkce
jako na zobrazeni jedné mnoziny do druhé. Richard Dedekind (1831-1916) sice definuje
r. 1887 pojem zobrazeni systému, ale nedavé jej vibec do souvislosti s tradi¢nim po-
jetim funkce; tuto souvislost vice zdtiraziiuje Georg Cantor (1845-1918) ¢i Constantin
Carathéodory (1873-1950).

Mnohym matematiktim vadilo, Ze tradi¢ni definice funkce obsahuji vagni, nedefi-
nované terminy, jako napt. zdkon, pravidlo, vztah, pfifazeni, korespondence, operace,
ale nové i mnozina a zobrazeni a pozadovali redukovat pocet nedefinovanych ter-
mint. Takto postupoval napf. Giuseppe Peano (1858-1932), kterému stacil jediny
nedefinovany pojem mnozina a ktery funkci chapal jako specialni binarni relaci, ¢ili
jako mnozinu uspotfadanych dvojic. Vyrazné strukturalisticky pfistup k funkci méla
skupina francouzskych matematikt vystupujici pod pseudonymem Nicolas Bourbaki.
Na obtiznost definovani tak obecného pojmu, jimz funkce je, upozornovali ve 20. stoleti
zejména nékteri logici (F. L. Gottlob Frege 1848-1925, Alonzo Church 1903-1995)
a doporucovali funkci zavadét jako primitivni pojem za pomoci opist, piikladt a histo-
rickych exkurza. Ve snahach logiki zavadét funkcei jako primitivni nedefinovany pojem
je mozno hledat cenné pouceni pro didaktiku matematiky, i kdyz jejich nazor byl
motivovan spiSe pocity netspéchu pii pokusech nalézt ,¢istou” matematickou definici
pojmu, kterd by byla soucasti konzistentniho systému.

1) Tomuto tématu se podrobnéji vénujeme v rozsahlejsi praci, ktera byla nedavno publiko-
véna v edici JCMF Déjiny matematiky ([12]), a existuje mnoho dalsi literatury, kterd mapuje
vyvoj pojmu funkce od pielomu 18. a 19. stoleti; na nékteré z tituld odkazujeme na konci
clanku.
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Cim v&im funkce ve svém historickém v¥voji byla, jakym zptisobem se v matematice
projevovala a jaké terminy se pfi jejim vymezovani objevovaly? Pohled do historie
pojmu ukéazal, Zze funkce byla veli¢inou, vzorcem, analytickym vyrazem, posloupnosti
hodnot, ale také zavislosti, intenzitou, vatahem, (bindrni) relaci ¢ili mnozinou (dvojic),
byla vnimana jako kf¥ivka nebo draha pohybujiciho se télesa ¢i bodu a pohlizelo se na
ni jako na primitivni, nedefinovany pojem. Misto pfimé definice funkce byla nékdy
popsana tzv. funkéni situace, za niz je funkce déna. Byla-li fe¢ o funkci, mohly byt
na mysli tabulka diskrétnich hodnot, slovni popis, graf, vzorec (jeden & nékolik),
popf. rovnice ve dvou proménnych. Ve vztahu k funkci se prolinala ¢asto geometricka
i kinematickd terminologie. Jako funkce byly casto studovény (zejména zpocatku)
déje zavislé na Case, z ¢ehoz vyplyvala spojitost, nezdpornost argumentu, velmi ¢asto
i hladkost. Piedstava spojitého plynuti v ¢ase (nazvéme tento jev podle Newtona
fluentnost) byla zpocétku velmi silnd, vedle toho neménnost byla vnimana jako néco
patologického a konstanta za funkci povazovana nebyla. Jev zavislosti a proménlivosti
byl v souvislosti s funkci dominujici, pozadavek jednoznacnosti funkéni hodnoty se
v definicich zacal objevovat az pozdéji.

Kratkym historickym pfehledem a zdiraznénim nékterych fenoménti spojenych s fy-
logenezi pojmu funkce jsme chtéli upozornit na velkou pestrost nazort na tento pojem
a ukéazat tak na mozné myslenkové zdroje vyuzitelné ve skolské matematice. Historie
nam muze poskytnout pouceni, zZe pravdépodobné neni mozné kvalitné vybudovat
u zakt pojem funkce na zakladé jediného pohledu za pouziti forméalné vyslovené
definice. Pouceni z historického exkurzu muze také pomoci lépe rozumét chybam
a prekazkam, které zaci v souvislosti s pojmem funkce maji.

Funkce ve Skolské matematice

Skolska matematika byla véi vyvoji matematiky jako védy v oblasti matematické
analyzy velmi dlouho imunni. V podstaté az do zacatku 20. stoleti na vznik této
matematické discipliny viibec nereagovala a ani pojem funkce nebyl ve stfedoskolské
matematice obsazen. Dulezitym impulsem pro zavadéni funkci do stfednich skol v na-
sich zemich byly reformni snahy Felixe Kleina (1849-1925) a shromazdéni némeckgch
pfirodovédci v Meranu r. 1905. Na shromazdéni byl kladen diraz na prostorovou
predstavivost a logické ,funkéni mysleni“ a byl tam zformulovin reformni navrh na
tupravu stfedoskolského vzdélavani, ktery pozadoval mimo jiné i zavedeni zékladi
matematické analyzy do skol.

U nés se k této otazce vyjadril Karel Zahradnicek r. 1906 ve své prednasce , K otazce
infinitesimalniho po¢tu na rakouské stfedni skole“: ,Je velmi Zddouci, aby ve stiedo-
skolské matematice byl obsazen pojem funkce a prvky diferencidlniho a integrdlniho
poctu; je to nutné pri modernim pojeti didaktiky matematiky, mad-li odpovidat sou-
casnému védeckému pojeti, a je to mutné€ i pro pouZiti matematiky ve fyzice, kterd
svym charakterem spadd do oblasti infinitesimdlni analyzy, jejiz metody zde mohou
byt jednoduse uzity.“ ([15], str. 9.)
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Po reformé skolnich osnov v roce 1909 se konecné pojem funkce a zéklady diferen-
cialniho a integralniho poctu v rakouské stfedni skole objevily. Vyznamnou tlohu zde
sehrala Jednota ¢eskych matematiki a fysiki, pod jejiz patronaci vychazely ucebnice,
v nichz se odrazely modernéjsi ndzory na vyuku a ve kterych se dbalo na preciznost
a systemizaci uciva. Dilezitou zédsadou bylo cyklické uspotadani latky. Prvnimi ucéeb-
nicemi, které si kladly za cil rozvijet u zakd funkéni mysleni, byly napf. uéebnice
Bohumila Bydzovského a Jana Vojtécha. V sekundé gymnazii se vyucovaly tlohy, na
nichz se sledovala zavislost zmén velikosti ploch rovinnych dtvard na zménéch jejich
urcujicich prvki, pojem linearni funkce se objevil v kvarté, kvadraticka funkce v sexté;
probiraly se vsak pouze konkrétni modely funkci, obecnd definice funkce na stredni
skole vyslovena nebyla. Obecny pojem funkce se do $kolské matematiky dostal az po
dalsi zméné osnov v roce 1920 (funkce byla definovdna pomoci pfedpisu). Ale i po
této zméné byly obecné vlastnosti funkci véetné zaklada diferencidlniho a integralniho
poctu studovany na konkrétnich funkcich a napt. pojem inverzni funkce byl do Skolské
matematiky zaveden az r. 1945. V letech 1949-1953 se vyucovani matematiky dale i po
obsahové strance modernizovalo. Zaslouzil se o to kolektiv matematikti pod vedenim
akademika Eduarda Cecha. Do vyuky se dostdvaly mnoziny a poprvé se objevil termin
definicni obor funkce. V letech 1953-1960 vyvrcholily pojetim vyuky na jedenactileté
stredni Skole snahy vykladat stFfedoskolskou matematiku védecky presné, ale pfitom za
vyuziti motivaci z praxe a vlastnich zkuSenosti zakd. Funkce se probiraly v devatém
ro¢niku této vybérové stredni skoly, byly zatazeny do algebry a pojem byl zaveden jako
predpis. Po vzniku ZDS (zékladni devitileta $kola) se funkce staly souc¢asti povinného
ufiva i na nizs$im stupni skoly. Od té doby se zaci zékladni skoly poprvé s pojmem
funkce setkavali v osmém, dnes devatém roc¢niku, ale v 70. letech bylo i obdobi, kdy
byl pojem funkce na velmi obecné tirovni zavadén jiz v ro¢niku sedmém. Na ucivo
o funkcich méla prosazovanim mnozinového pristupu vyznamny vliv ,modernizace
matematiky“ (zejména v 70. letech).

Podivejme se, jaky pohled je na (redlnou) funkci (zpravidla jedné redlné proménné)
v nasi skole dnes. Poznamenejme jesté, Ze nékteré konkrétni modely funkci (pfimé
a nepfimé tmeérnost) jsou zpravidla do ucebnic zafazovany diive, nez se pojem funkce
definuje, a dokonce jiz ve vyuce matematiky na prvnim stupni zakladni skoly jsou
obsaZeny vyznamné propedeutické prvky ve vztahu k pojmu funkce (tabulky, grafy).

V 9. ro¢éniku ZS, kvarté gymnézii, na nékterych stiednich $kolach (zpravidla ve
druhém roéniku) a vzacnéji i na nékterych fakultach vysokygch skol je funkce definovana
jako predpis (pravidlo, prirazeni), ktery kazdému prvku z jisté mnoziny (nikoliv
nutné ¢iselné) piifadi pravé jedno redlné éislo.

Na vyssim gymnéziu i dalSich stfednich skolach i na vétsiné vysokych skol se na
funkci pohlizi jako na mnoZinu usporadangch dvojic redlnych ¢isel s nésledujici
vlastnosti: ke kazdému prvnimu prvku dvojice (argumentu, nezavisle proménné) exis-
tuje pravé jeden druhy prvek (funkéni hodnota, zévisle proménna).

Zpravidla na gymnéziich i vysokych skolach, kde je matematice vénovana vétsi
pozornost, se predchozi pojeti funkce zasazuje do sirsiho kontextu a zavadi se hierarchie
pojmui kartézsky soucin—bindrni relace —zobrazeni a funkce je pak definovana jako
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zobrazeni do ¢iselné mnoziny neboli jako specidlni bindrni relace. V tom pfipadé
se uzivaji také pojmy wvzor a obraz pro oznaceni nezavisle a zavisle proménné.

Vyzkum a jeho vysledky

Neékolik let se vénujeme vyzkumu toho, jak CeSti zaci a studenti pojem funkce
vnimaji, co pro né funkce znamena, co si pod timto slovem vlastné predstavuji.
Zajimaji nas pfedevsim zaci, ktefi byli jiz na nékterém ze skolnich stupiiti s obecnou
definici funkce sezndmeni. Soustiedujeme se na to, zda po probréani definice jsou zaci
schopni na funkei pohliZzet jako na univerzum (zda si vytvareji tzv. univerzalni model
reprezentace pojmu), anebo zda je pro né funkce pouze souborem nékolika konkrétnich
prikladd, s nimiz se ve $kole setkali (tj. zda zistavaji ve svych reprezentacich ve stadiu
tzv. separovanych model). V pribéhu let se do vyzkumu zapojilo témér Sest set zakt
a studentt zdkladnich $kol a gymnézii severoceského regionu (zejména v Liberci a Tep-
licich) i nékterych fakult Technické univerzity v Liberci. Vyzkum byl zaméfen zejména
na patnactileté zaky, starsi vékové skupiny do néj byly zapojeny piivodné pro srovnani;
ukézalo se v8ak, Ze mnoho jevi spojenych s pojmem funkce mé obecnéjsi platnost
a neni védzano na urcitou vékovou skupinu respondentti. Hlavni ¢ast vyzkumu, z néhoz
Cerpame v tomto ¢lanku, probihala v letech 1999-2001, drobnéjsi vyzkumné sondy
probéhly i dfive. Metodou vyzkumu jsou prevazné pisemné testy, diskuse a interview
s zaky a nasledné analyza ziskaného materidlu. Testy zkoumaly porozumeéni rtiznym
aspektim pojmu funkce; zjistovaly, jak Zaci rozuméji skolské definici, jaky vyznam ji
prikladaji, jaké vlastnosti funkcim zéaci obvykle pfipisuji, jak funkci vnimaji graficky,
zda jsou schopni funkéni zavislost rozpoznat ze slovniho zadéani (pfipadné i v kontextu
nematematickém) a jak reaguji na méné standardni dlohy o funkcich. Otazky, které
jsme si kladli na zacatku vyzkumu, byly:

e Vytvareji si Zaci univerzalni model reprezentace pojmu funkce?

e Jaké fenomény muZeme v souvislosti s vytvafenim reprezentace pojmu funkce
u zaku pozorovat?

e Jaké piekazky brani Zakum ve vytvareni reprezentace pojmu? Je mozna reedukace?

Po prvnich sondach se nas pohled na véc trochu rozsifil a vyse uvedené otazky byly
doplnény o néasledujici:

e Cim mohou bjt pirekazky, které Zaci p¥i vytvareni univerzalniho modelu pojmu
funkce maji, zpusobeny? Je jejich odstranovani vidy smysluplné?

e Je soucasny zpusob zavadéni funkce na naSich zakladnich $kolach vhodny a je
v souladu s poznatky kognitivni psychologie? Je v silach prumérného Zika, aby
si univerzalni model pojmu funkce vytvoril?

vevs

byly vyvozeny na zakladé kvantitativniho zpracovani testd, a neni-li poznamenano
jinak, tykaji se jakékoliv vékové skupiny zakh a studentt.
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e Definice funkce je zaky pocitovana prevazné jako formalita, kterd jejich predstavy
o funkci pfili§ neovliviiuje.

e Pro zaky i studenty je funkce vice souborem konkrétnich prikladu neZ obecnou
kategorii. Ukazalo se dokonce, ze za funkce jsou ¢astéji povazovany specialni pripady
téchto konkrétnich pfipadi — napf. u grafu linedrni funkce je preferovana piimka
s kladnou smérnici prochézejici poc¢atkem souradného systému, u grafu kvadratické
funkce je to parabola s vrcholem v poéatku a s kladnym koeficientem u kvadratu =2,
zatimco ostatni pripady grafa téchto funkci jsou obcas oznacovany za grafy ,ne-
funkci“.

e Dulezitou roli pfi rozhodovéni zaka (napt. je-li dany graf grafem funkce ¢i ne) hraje
yznamost“ modelu (ze gkoly, ucebnice) a podobnost se zndmym modelem.

e Fenomény, které Zaci nejéastéji s funkci spojuji, jsou spojitost, urcitd pravidelnost
a symetrie grafu (dana napt. periodi¢nosti funkce), hladkost.

e Jako nejcastéjsi vlastnosti, které byly u zdk spojovany s pocitem ,nefunkce”,
se ukdzaly nespojitost, diskrétnost (redlnd posloupnost nebyla za funkci povazo-
vana dokonce i nékterymi vysokoskolskymi studenty, zejména nebyl za graf funkce
oznacovéan jeden izolovany bod v kartézském soufadném systému) a konstantnost.
Také posunuti znamého grafu funkce vzhledem k zékladni poloze, ,nekompletnost*
znamého grafu ¢i ,slepenost® grafu z vice znamych grafi mély velmi casto za
nasledek zafazeni grafu mezi grafy ,nefunkci.

e Test, v némz méli respondenti za kol identifikovat funkce mezi relacemi popsanymi
slovy (bez uziti analytického vyjadfeni ¢i grafu), ukdzal na néktera jazykova neporo-
zuméni (vyznam slova pocet, vazba pfifazovat demu co), na ob¢asnou neschopnost
identifikovat defini¢ni obor a na zameénovani nezavisle a zavisle proménné. Néktefi
zaci méli tendenci nazirat na funkci vyhradné jako na viditelnou aktivitu, zejména
spojenou s ¢asem. Nékteré zaky vedlo k rozhodnuti, Ze slovné popsana relace je
funkci, to, ze pro ni zkonstruovali vzorec; pokud vzorec nenasli, stala se jeho
absence argumentem pro opa¢ny zavér (relace neni funkci). (Tento test se netykal
vysokoskolskych studenti.)

e Velké rozdily ve vysledcich tloh, kde byly relace popsany pouze slovy anebo naopak
znézornény pouze graficky, svédéily o nerovnovaze mezi auditivnimi a vizudlnimi
schopnostmi nékterych zaki (ZS, SS).

Mozné pri¢iny zkreslenych predstav zaka o funkcich

Ziskany vyzkumny materidl je mozné analyzovat z rtiznych thld. Bylo velmi zaji-
mavé sledovat individualni zédkovské prace i argumentace zaku pfi naslednych disku-
sich. V tomto pfispévku jsme vSak dali pfednost globalnimu shrnujicimu pohledu,
nebof méme v dmyslu se zamyslet nad moZnymi pfi¢inami nékterych ,chybnych
predstav® zakt. Netvrdime, Ze jde o jedind mozna vysvétleni nékterych jevi, na néz
jsme pri svém vyzkumu narazili, a uvédomujeme si zcela jasné, ze podobné analyzy jsou
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vzdy ponékud spekulativni. Na§ pohled je pouze jednim z pohledi na véc a nabizime
jej prostfednictvim tohoto ¢lanku k diskusi.

Povaha pojmu. Pojem funkce je velmi obecny, jeho uchopeni a vytvoreni univerzalniho
modelu v mysli zéka vyzaduje, aby zak byl pfedtim schopen vnimat jako univerzum
téch nékolik méalo typt funkci, s nimiz se na zékladni skole setkava (pfimé Gmérnost,
funkce linedrni, kvadratickd, nepfima timérnost, pfip. funkce goniometrické). Vyzkum
ukazal, Zze tomu tak neni a Ze na tyto konkrétni typy funkci zaci ¢asto nepohlizeji
jako na t¥idu (napf. vSech linedrnich ¢i kvadratickych funkci), ale jako na jednotlivé
priklady. Méné frekventované reprezentanty téchto funkci pfitom za funkce nepovazuji.
Zda se tedy, ze misto vytvareni obecné predstavy o pojmu funkce se mmnozi zaci
nachézeji ve stadiu ,konkrétné konkrétnich“ modeld. Zejména u tloh s grafy bylo
zietelné, ze hlavnim faktorem pfi zakove rozhodovani, zda dany graf je grafem funkce,
je to, zda tento graf je v ,seznamu® zakovi zndmych modelii (anebo zda se mu alespon
spodobéd®). Jestlize se pfedlozeny graf v tomto seznamu nenachdzi, je Casto zafazen
mezi ,nefunkce®.

Slozitou otazkou je zpusob definovani funkce. V soucasné dobé prevazujici prvni
definice funkce pomoci predpisu odpovidd moznostem patnactiletého zaka 1épe nez
definice pomoci mnoziny usporadanych dvojic, ale na druhé strané jej muze i omezovat
a branit mu ve vytvofeni dostateéné obecné predstavy o funkéni zavislosti, nebot
predpis je ¢asto ztotoznovan s analytickou formuli, vzorcem. Nezdurazni-li se pfi vyuce,
7e napf. i analyticky pfedpis nékdy nemusime mit k dispozici (at jiz proto, Ze je zatim
zédkovi nezndmy ¢i nesrozumitelny nebo Ze neexistuje), anebo naopak, ze predpist muze
byt na jednom defini¢nim oboru vice, mize si zak odnaset predstavu, ze bez vzorce neni
funkce. Odpovédi nékterych zaku ziskané vyzkumem tento zavér podporuji. Samo slovo
predpis neni pfesné vymezeno a mize byt pfijimano pomérné vigné. (Mnohé dnesni
ucebnice vSak nabizeji jako predpisy i tabulky ¢i grafy, a to jesté pfed formulaci obecné
definice.) Obecnéjsi definice funkce pomoci mnoziny uspofadanych dvojic neklade sice
implicitné diraz na existenci analytické formule, ale je statictéjsi a s dalSimi pojmy
analyzy, které zpravidla nésleduji (jako je napf. monotonie, limita, derivace apod.)
neni organicky spjata.

Historické paralely. Nékteré prekazky a potize, které zaci a studenti p¥i vytvéareni
univerzalniho modelu pojmu funkce maji, vykazuji zajimavé souvislosti s fylogenezi
pojmu. Pojeti funkce u nékterych zaka je velmi podobné nékterym ranym pojetim
tohoto pojmu v historii matematiky. Jak bylo naznaceno v ¢asti vénované historii,
vyvijel se v matematice pojem funkce doslova od ,pfirozenosti k nepfirozenosti®
a neni nic podivného, napodobuji-li néktefi zaci ve svych predstavach tuto cestu,
resp. pozorujeme-li u nich stejné prekdzky pii vytvareni univerzalniho modelu pojmu
jako u starych matematiki.

Zarazeni tématu v kurikulu. Doba zafazeni uéiva o funkcich se v nagich osnovach
Casto meénila, nyni se s definici funkce zadk poprvé setkava zpravidla v 9. ro¢niku
zékladni skoly ¢i v kvarté viceletého gymnazia. Uc¢ivo o funkcich vétsinou zac¢ind po
kratsim motiva¢nim tvodu (ale také po konkrétnich piikladech z pfedchozich roéniki,
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které vSak jsou uvadény bez uziti slova funkce) definici a teprve potom se zavadi
pojem linearni funkce. Myslime si, ze neni vhodné zacinat vyklad na zakladnim stupni
skoly definici — kratky prehled fylogeneze pojmu funkce ndm ukézal, ze ani v historii
matematiky tomu tak nebylo, pojem funkce stejné jako mnoho jinych fundamentélnich
pojmu se v matematice definici nezrodil (a dokonce se s funkcemi v matematice velmi
intenzivné pracovalo a bylo dosazeno mnoha skvélych vysledku diive, nez byla prvni
definice funkce vyslovena). Néco jiného je napf. matematickd monografie ¢i literatura
pro profesiondly v daném oboru. Mize dokonce vzniknout otdzka, zda vibec na
zakladni Skole obecnou definici formulovat, vime-li, Ze nebude prostor na mnozstvi
riznorodych a dostateéné obecnych priklada (z hlediska kognitivni psychologie je tak
redukovana faze separovanych modeld).

Ve vysledcich vyzkumu jsme uvedli, ze néktefi studenti stfedni i vysoké skoly
explicitné uvadéli, ze posloupnost neni funkci (toto se neobjevilo viibec u zaku za-
kladni gkoly, ktefi pojem posloupnost z matematiky vét$inou neznaji). I zde mize byt
divodem zafazeni obou témat v kurikulu stfedni, pfip. vysoké skoly. Obé témata se
probiraji oddélené, s pojmem funkce jsou studenti seznadmeni dfive nez s pojmem
posloupnost (i kdyZ napf. limita posloupnosti se vyklad4d zpravidla pfed limitou
funkce) a pro funkci, ktera je posloupnosti, se navic téméf vyhradné uziva jiny termin
i symbolika. Mnozi zaci i studenti si nedokéazi spojovat do souvislosti poznatky ziskané
v riznych tématech i v pfedmétech v rizném case a predklddané ucivo vnimaji
v oddélenych disjunktnich davkach.

Formalismus vyuky. Autofi mnohych fad uéebnic se jisté snazi respektovat pfirozenou
cestu od separovanych modeld funkci k modelu univerzalnimu a pokouseji se co
nejlépe transformovat matematiku-védu do skolské matematiky a mit pfitom na pa-
méti fylogenezi pojmu, problémem vsak byva didakticka interpretace uciva. Mnozstvi
prikladt funkei uvedenych v ucebnicich pro pfedchozi ro¢niky (pfipadné i v jinych
pfedmétech) jesté diive, nez se vyslovi definice funkce, nebyva zpravidla s definici
dodatecné propojeno a velmi ¢asto se tak stava, ze zak zacne funkce explicitné vnimat
teprve od okamziku, kdy se zacne ve skole probirat kapitola s nazvem Funkce. Samotny
vyklad uc¢iva o funkcich za¢ina na zakladni Skole zpravidla jednim ¢i dvéma priklady
zévislosti z ,redlného zivota“, jako je napft. graf zavislosti teploty na cCase pofizeny
termografem ¢i nékteré zavislosti demografické ¢i ekonomické, v dalsi vjuce se vsak
tyto piirozené zdroje ptili§ nevyuzivaji a zaci (ZS) pracuji prevazné s funkei linearni,
pfip. kvadratickou, které jsou dany jednim vzorcem na celém definiénim oboru. Jed-
noznacnost prifazeni zavisle proménné neni dostateéné zdidraznovana, pozornost je
vice vénovana pfedpisu, analytické formuli ¢i technickym kroktm pfi rysovani grafu
funkce. Samotna definice funkce je malo konfrontovana s konkrétnimi ptiklady funkeci
(zejména i s piiklady praktickymi), téméf se ve $kole neukazuji piiklady, kde pfedpis
chybi, pripadné kde jich je na jednom definiénim oboru vice. Malo pozornosti se vénuje
konstrukci protipfikladd. Definuje-li se jakykoliv objekt pomoci jistych vlastnosti,
nemeélo by se zapominat na hledani takovych objektt, které nékteré z téchto vlastnosti
nemaji. Neni divu, Ze zdk prijima definici jako formalnost, povazuje ji za néco, co
s dalsimi priklady funkci nesouvisi.
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ZAvér

Analyza materialu ziskaného vyzkumem ukézala na zajimavé jevy, které v souvislosti
s funkcemi muzeme u zaku i studentd pozorovat. Po poc¢ateénim piekvapeni z nékte-
rych vysledk® jsme se naucili divat na zédkovo tapani a ,chybovani“ jinyma ocima
nez piedtim. Cim déle jsme se tomuto tématu vénovali, tim vice jsme poznavali,
7e nékteré ,chybné“ reakce zakti jsou vlastné zcela pfirozené (proto také uzivime
uvozovek) a Ze mohly vzniknout i jako nésledek pojeti funkce v Ceské Skole nebo
jako opakovani fylogeneze pojmu. Spise nas potom udivilo, kdyz si napf. zadk teprve
patnactilety ,,stihl“ o funkci dobrou predstavu vybudovat. Budeme velmi radi, jestlize
jsme i svymi testy a otazkami nékteré zaky a studenty podnitili k hlubsimu pfemysleni
o tom, co to ta funkce vlastné je. V zadném pripadé vsak vyznam svého vyzkumu nijak
neprecenujeme, nebot vime, Ze i kdyz vSechno na nééem zavisi, nejsou na svété vse jen
funkce. Vime, Ze pouhé konstatovani spiSe neutésené skutecnosti a spekulovani o jejich
pfi¢indch na situaci nic neméni. Nékteré cesty vedouci k reedukaci jsme naznacili
strané ucitell1, tak na strané zakt. Vyzkum celkem ztetelné ukazal, ze zaci a studenti
si zpravidla své predstavy o funkci nebuduji na zakladé definice, proto se zde mohou
nabizet i otdzky o vhodnosti, dobé zafazeni i zptsobu definovani pojmu (zejména na
zékladni skole). Véfime vSak, Ze dostane-li se zaktim ve Skole prostfednictvim jejich
aktivni prace i spoluobjevovani pestiejsi palety ptriklad riznych zavislosti popisujicich
realné situace a vyuzivajicich pfitom grafickych, analytickych, slovnich i rtznych
yobrazkovych“ vyjadfeni (a nezapomene-li se pfitom na funkce s vlastnostmi, které
nas vyzkum odhalil jako podeztelé), budou-li se pfipominat zdroje z jinych pfedméti
i z ostatnich témat uvniti matematiky, mohou vzniknout podminky pro to, aby si
postupné vétsina z nich vytvorila dostateéné obecnou predstavu o pojmu funkce, ktera
nebude pouze formalnim a izolovanym poznatkem.
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Osmy ro¢nik mezinarodni vysokoskolské
matematické soutéze

aneb

Nechcete si zasoutézit?

Jaroslav Lukes, Praha

Ve dnech 19.-25. ¢ervence 2001 se v Praze konal jiz 8. ro¢nik Mezindrodni matema-
tické soutéze vysokoskolakt IMC 2001. Uspotradala ho katedra matematické analyzy
na Matematicko—fyzikalni fakulté Univerzity Karlovy, jejiz rektor prof. Ivan Wilhelm
nad nim prevzal zastitu. Hlavnim organizatorem pak byla University College London,
predsedou prof. John Jayne z této univerzity.

Podivejme se nejprve do historie poradani téchto mezindrodnich matematickych sou-
téz1 vysokoskolskych studentti. Jejich pocatky jsou svazany s oslavou Mezinarodniho
dne studentstva 4. dubna a mezi prvni poradatele patfili organizatori z Jugoslavie.
Prvni ro¢nik se konal v roce 1967, ale teprve pocinaje 9. ro¢nikem, kdy se soutéz

Prof. RNDr. JAROSLAV LUKES, DrSc. (1940), Univerzita Karlova, Matematicko-fyzikalni

fakulta, Sokolovska 83, 186 75 Praha 8 —Karlin, e-mail: lukes@karlin.mff.cuni.cz
Podporovano grantem GAUK 165/99 a vyzkumnym zadmérem MSM 1132 00007.
Autorem fotografii je RNDr. Jikf KotTas, CSc.
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