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Osmy ro¢nik mezinarodni vysokoskolské
matematické soutéze

aneb

Nechcete si zasoutézit?

Jaroslav Lukes, Praha

Ve dnech 19.-25. ¢ervence 2001 se v Praze konal jiz 8. ro¢nik Mezindrodni matema-
tické soutéze vysokoskolakt IMC 2001. Uspotradala ho katedra matematické analyzy
na Matematicko—fyzikalni fakulté Univerzity Karlovy, jejiz rektor prof. Ivan Wilhelm
nad nim prevzal zastitu. Hlavnim organizatorem pak byla University College London,
predsedou prof. John Jayne z této univerzity.

Podivejme se nejprve do historie poradani téchto mezindrodnich matematickych sou-
téz1 vysokoskolskych studentti. Jejich pocatky jsou svazany s oslavou Mezinarodniho
dne studentstva 4. dubna a mezi prvni poradatele patfili organizatori z Jugoslavie.
Prvni ro¢nik se konal v roce 1967, ale teprve pocinaje 9. ro¢nikem, kdy se soutéz
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konala v Bélehradé pod nazvem ISTAM 1977, se soutéZ stala mezinarodni. Tehdy
se soutézilo ve dvou kategoriich. I. kategorie byla urcena vysokoskolskym studentim
prvniho dvouleti studia, zatimco II. kategorie byla vyhrazena pro posluchace vyssich
ro¢nikd.

Mezi absolutnimi vitézi najdeme i jména studentti tehdejsiho Ceskoslovenska. Jan
Maly zvitézil hned pfi prvni nasi Gcasti v I. kategorii v roce 1977, v dalsim roc¢niku
ho nésledoval Jifi Navratil. Pavlovi Pyrihovi se podafilo dokonce zvitézit v obou
kategoriich, v roce 1980 v I. kategorii, o rok pozdé&ji v II. kategorii. Mezi vitézi jsou
zapsani i Jan Nekovaf (dvojndsobny vitéz II. kategorie v letech 1983 a 1984), Jifi
Witzany (vitéz I. kategorie v letech 1985 a 1986) a Igor K¥iz (1987 — II. kategorie).

V roce 1981 se konal i u nas 1. ro¢nik Matematické soutéze vysokoskolakd MSV.
Soutéz se uskutecnila v dubnu v Harrachové jako nova doplikové forma studentské
védecké a odborné Cinnosti, byla organizovana MFF UK Praha a z(castnilo se ji
17 tficlennych druzstev. V dalSich letech se o poradatelstvi u néas délili poradatelé
z Prahy, Bratislavy, Brna a Olomouce.

Po roce 1990 byly tyto soutéze preruseny, ovsem jiz v roce 1994 se chopili iniciativy
kolegové z Bulharska a za nemalé podpory programu Tempus usporadali prvni ro¢nik
obnovené soutéze v Plovdivu. Dalsi léta podoba soutéze krystalizovala a v roce 1999
se tato soutéz poprvé konala mimo Bulharsko, a to v madarském Keszthely na bfehu
Balatonu. V roce 2000 byl mistem konani Londyn. Tohoto ro¢niku se tehdy ztcastnilo
rekordnich 117 studentt.

Studenti pfi FeSeni tloh.
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Porota méla nesnadnou praci pfi opravovani tloh. Na snimku LUDEK ZAJICEK z MFF
UK Praha (vlevo) a GEzA KOs z Budapesti.

\ : :\

i\
PAvEL PODBRDsKY v diskusi s pfedsedou poroty TONY GARDINEREM (University of
Birmingham) a autorem ¢lanku.
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Jako poradatelské misto pro konani 8. ro¢niku jsme nabidli Prahu. Soucasné se doba
trvani soutéze prodlouzila o jeden den a do Prahy se sjelo rekordnich 185 studenti
z celého svéta. Soutéze se zucastnili studenti ze 48 univerzit z Anglie, Béloruska,
Bulharska, Finska, Francie, Chorvatska, Iranu, Estonska, Kolumbie, Litvy, Madarska,
Mongolska, Polska, Rumunska, Ruska, Slovenska, Srbska, Ukrajiny, USA a Ceska.

A nyni k vlastni soutézi. Ucastniky jsou vysokoskolsti studenti 1. az 4. roéniku,
soutézi se pouze v jedné kategorii. Kazdy soutézici fesi celkem 12 tloh rozlozenych po
Sesti do dvou soutéznich dnii, pficemz na kazdych 6 tloh je vymezeno pét hodin casu.
Zadani uloh je v angli¢tiné a v tomto jazyce museji soutézici vypracovat i sva feSeni,
kterd se jesté tyz den opravuji. Maximélni pocet bodt, které lze ziskat za spravné
vyfeseni jednoho problému, je 20. Celkem lze tedy ziskat 240 bodi.

Vice nez 150 bodu dosahli 4 tcastnici soutéze, ti ziskali Grand Prix. Prvni cenu
ziskalo celkem 26 castnikd s vice nez 100 body, studenti na 31.—74. misté ziskali
druhou cenu za vice nez 70 bodid a konec¢né soutézici na 75.—124. misté ziskali za vice
nez 50 bodu treti cenu.

Vysledky 8. roéniku:

1. ALEXANDER METELICENKO Odé&sa National Ukrajina 168 b. Grand Priz
Mechnikov University
2. IvaN IvaNov Trinity College V. Britanie 163 b. Grand Priz
Cambridge
3. GABOR LIPPNER Lorand E&tvos Madarsko 156 b. Grand Prixz
University Budapest
9. PAVEL PODBRDSKY Karlova Univerzita CR 132 b.  First Prix
Praha
37. LUKAS VOKRINEK Masarykova Univer- CR 93 b. Second Prix
zita Brno
38. LIBOR BARTO Karlova Univerzita CR 92 b. Second Prix
Praha

SoutézZni priklady prvniho dne

> Problém 1. Uvazujme n X n matici (n je celé kladné ¢islo), jejimiz prvky jsou ¢isla
1,2, ..., n? psané za sebou po fadcich shora dold, v kazdém Fadku pak zleva doprava.
7 matice vybereme n prvkua tak, Zze v kazdém fadku i sloupci je vybran pravé jeden
prvek. Jaké jsou mozné hodnoty souctu téchto prvka?

> Problém 2. Budte r, s, t celd kladn4 ¢isla, kterd jsou po dvou vzajemné nesoudélné.
Necht a a b jsou prvky komutativni multiplikativni grupy s jednotkovym prvkem e,
pro néZ plati a” = b* = (ab)! = e. Ukazte, 7e a = b = e.

Plati stejné tvrzeni, i pokud budeme uvazovat danou grupu nekomutativni?
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> Problém 3. Naleznéte

=t
li 1-— E .
t—lgl,( 2 — 14t

> Problém 4. Necht & je celé kladné éislo. Necht p(x) je polynom n-tého stupné, jehoz
koeficienty jsou —1, 1 nebo 0 a ktery je délitelny vyrazem (z — 1)*. Necht ¢ je prvoéislo,
pro néz plati
k
Ing < In(n+1)°

Ukazte, Ze komplexni ¢-té odmocniny z 1 jsou kofeny polynomu p(z).

> Problém 5. Necht A je n x n komplexni matice. Ukazte, Ze pokud A # Al pro
vSechna A € C, potom A je podobna matici majici nejvyse jeden nenulovy prvek na
hlavni diagonale.

> Problém 6. Necht a, b, f, g jsou diferencovatelné funkce R — R spliiujici vztahy
f@)z0, f(z)20, g(x)>0, ¢'()>0
pro vSechna x € R. Necht déle
lim a(z) =A >0, lim b(z)=DB >0,

r—00 Tr—00

lim f(z) = le g(z) = o0

@) T,
7@ "D g =@
Ukazte, ze
f@) B

oo g(z)  A+1

Soutézni priklady druhého dne

> Problém 7. Budte r,s = 1 celd ¢&isla, ag,a1,...,ar—1, bg,b1,...,bs—1 reidlnd neza-
porné ¢isla spliujici

(ap + a1z + asz® + -+ ap_12" 4 ") (bg + brz + bor? + -+ b1 L+ x%) =
:1+x+x2+“‘+xr+571+xr+s'

Ukazte, ze kazdé z €isel a; a b; je rovno bud 0, nebo 1.
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> Problém 8. Necht ap = v/2, by = 2,

2b
ny1 =\/2—V4d—a2 a b= —r——.
A oy Jato2
(a) Dokazte, ze posloupnosti {a,} a {b,} jsou klesajici a konverguji k 0.

(b) Ukazte, Ze posloupnost {2"a,} je rostouci, posloupnost {27b,,} je klesajici a Ze
obé tyto posloupnosti maji stejnou limitu.

(c) Ukazte, ze existuje takova konstanta C' > 0, Ze 0 < b, — a,, < C/8™ pro vse-
chna n.

> Problém 9. Najdéte maximalni pocet bodi na sféfe o poloméru 1 v R™, které maji
tu vlastnost, ze vzdalenost mezi libovolnymi dvéma z nich je ostfe vétsi nez v/2.

> Problém 10. Necht A = (aki)k,1=1,....n je 7 X n komplexni matice a necht pro kazdé
me{l,...,n}al =< ji <-- < jm < nje determinant matice (aj, j,)k,i=1,...,m nulovy.
Ukazte, ze A™ = 0 a Ze existuje takova permutace o € S, pro niZz matice

(Ao(k),o() ) ki=1,...,n

ma vS8echny nenulové prvky nad hlavni diagonélou.

> Problém 11. Ukazte, Ze neexistuje funkce f: R — R takovd, aby f(0) >0 a aby
platilo

f@+y) 2 fa) +yf(f(2))
pro vSechna z,y € R.

> Problém 12. Definujme pro kazdé pfirozené ¢islo n

fn(¥) = sind - sin(299) - sin(449) - - - sin(2"49).

#(5)]

Ukazte, ze
2
()] £ —
£0) <

Podrobné vysledky vsech soutézicich, informace o minuljch roc¢nicich a rovnéz dalsi
informace lze ziskat na webovych strankach

http://www.imc-math.org/

Podivate-li se tam podrobné na tspésnost vyteseni jednotlivych prikladi, zjistite,
ze prvni dva priklady byly skutecné ,zahfivaci“ a studenttim nedé€laly piilis velké
problémy. Na druhé strané priklady 4 a 12 jsou jiz znacné trikové a vytesilo je spravné
pouze par soutézicich.

Kolik prikladt byste zvladli vy?
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