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Detekce zmén v casovych radach
a jeji aplikace v ekologii

Daniela Jaruskovd a Jaromir Antoch, Praha

Abstrakt

V pfirodnich védach, ekonomii i v technice se Casto objevuji problémy spojené se zjis-
tovanim nestacionarniho chovani ¢asovych rad. Je pfitom prirozené, ze k tomuto studiu se
pouzivaji metody matematické statistiky. Na druhé strané je pro fadu uzivateld prekvapenim,
ze k danému tcelu zpravidla nevystaci ani s klasickymi metodami linedrni a nelinearni regrese,
ani se standardnimi postupy analyzy casovych fad. Naopak odhalovani a odhadovani bodu
zmény vyzaduje vétsinou zvlastni aparat. Ctenaf miize byt udiven, ze jednoduse formulované
problémy, jejichz feSeni kazdy ,vidi“, vyzaduji v fadé pfipadu (velmi) slozitou teorii.

Cilem tohoto ¢lanku je ¢tenafi na nékolika piikladech z meteorologie, hydrologie a ekologie
predvést, jak lze v ramci matematické statistiky zformulovat problém tykajici se zjistovani
nestacionarniho chovani casové fady pomoci teorie testovani hypotéz. Pro odvozeni testovych
statistik jsou popsany dvé zdkladni metody, a to metoda maximéalni vérohodnosti a metoda
pseudo-bayesovska, spolu s postupy umoziujicimi aproximovat prislusné kritické hodnoty.
Pokud nulovou hypotézu zamitneme, tj. pfiklonime se k nazoru, ze ke zméné modelu doslo,
nasleduje druhy krok statistické inference — urceni ¢asu, kdy ke zméné doslo. Takovy casovy
okamzik se nazyva bod zmény (anglicky change point). K odhadu bodu zmény, stejné jako
ostatnich parametri modelu, které napfiklad odpovidaji velikosti zmény, k niz doslo, se
pouziva statistickd teorie odhadu. Uvedené postupy jsou nakonec pouzity k vySetfovani, zda
mohou byt ¢asové fady, s nimiz se ¢tenar seznamil v ivodu ¢lanku, povazovany za stacionarni,
pfipadné kde a k jak velké zméné doslo.

1. Uvod

V meteorologii, klimatologii, hydrologii a studiich o Zivotnim prostifedi se pomérné
dlouhou dobu pravidelné zaznamenéavaji veli¢iny jako teplota, tlak, mnozstvi atmosfé-
rického ozénu, pritoky vody danym profilem apod. Pozorované ¢asové fady pritom
zcela prirozené vykazuji ndhodné fluktuace, a tudiz jejich chovani mize byt popsano
stochastickymi modely. Pti studiu téchto rad vyvstava dtlezita otazka, zda pozorované
casové fady jsou ,stabilni“ v Case, tj. zda pozorované fady jsou staciondrni, ¢i zda
v néjakém okamziku (obdobi), zpravidla pozorovateli nezndmém, zménily své chovani.
Zdtraznéme, ze termin ,staciondrni chovani casové fady“ zde pokryva mnohem 8irsi
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situaci, nez statistikové pod timto pojmem vétsinou chapou. Pro potifeby tohoto pii-
spévku povazujeme Casovou fadu za stacionarni naptiklad i tehdy, kdyz jeji pramérny
prirtstek zistava tyz v case apod. Ze statistického hlediska se zména v Casové Fadé
vyskytne, jestlize existuje takovy casovy moment, Zze chovani fady do tohoto okamziku
1ze popsat jednim pravdépodobnostnim modelem, zatimco po ném modelem jinym.

V praxi jsou samoziejmé nékteré z téchto zmén zpiisobeny ,,prirozenou variabilitou®.
Tak napfiklad je zndmo, Ze se v minulosti st¥idala obdobi s chladnym pocasim (tzv.
doby ledové) s obdobimi teplejsimi. V jinych pfipadech mohou byt zmény zptisobeny
lidskou ¢innosti, jako je napfiklad odlesnovéani, zvysovani spotieby fosilnich paliv,
pfesun lidi do velkych mést, nadmérné pouzivani automobilti atd. Toto vSe vede
fadu badatelti k diskusim o tom, zda nedochézi k rozsahlejSim zménam klicovych
klimatickych veli¢in. Nékteré ,zmény* mohou byt naproti tomu zptisobeny vymeénou
meéficich pristroji, zménou metodiky méteni, zménou celkové situace v okoli méticiho
bodu apod.

TFida modeli pouzivanych v oblasti detekce strukturalnich zmén je velice Siroka.
Zmény se mohou vyskytovat v parametru polohy nebo méfitka, regresnich koefi-
cientech, korela¢ni struktuie apod. Navic zména muze byt ne jen jedna, ale mize
jich nastat i vice. Odhadovani poctu zmén je velmi obtizny statisticky problém, ktery
nebyl dosud zcela vyfesen.

Statisticka inference se zpravidla sklada ze dvou kroki. Nejprve je tfeba rozhodnout,
zda ke zméné vibec doslo. Rozhodnuti je zaloZeno na testovani hypotéz, kde nulova
hypotéza tvrdi, ze fada je stacionarni, tj. k popisu fady lze pouzit jeden stochasticky
model, zatimco alternativa tvrdi, Ze existuje casovy okamzik — bod zmény — takovy,
7ze Tadu pred bodem zmény lze popsat jednim modelem a po bodu zmény jinym
modelem. Uzivatel tedy musi mit pfedem predstavu, jaky typ zmény mutze v dané
situaci nastat. Pokud byla zména detekovana, je v druhém kroku tfeba nalézt cas,
v némz nastala. Nalezeni okamziku (¢i okamzik®) zmény je dlohou teorie odhadu.
Kromé bodového a intervalového odhadu bodu zmény nas mize rovnéz zajimat odhad
parametri modelu pfed zménou i po ni, které mohou naptiklad slouzit k posouzeni
toho, k jak velké zméné doslo.

Pro ilustraci metod detekce bodi zmény ve stochastickych modelech uvedme nékolik
konkrétnich piikladt tykajicich se analyzy zivotniho prostiedi, které jsme v minulosti
studovali.

Priklad 1.

Nehomogenity v ¢asové fadé zptsobené nekontrolovanymi zménami méficiho pro-
cesu se Casto zjistuji porovnanim této fady s referenéni ¢asovou fadou, o které se
predpoklada, Ze se v ni z&dné nehomogenity nevyskytuji, a ktera se chova podobné jako
studovana rada. Zakladnimi idaji v nasem ptikladu jsou dvé Casové fady mési¢nich
prameéru atmosférického tlaku spoc¢tené z dennich méfeni ve dvou neptilis vzdélenych
svycarskych meteorologickych stanicich — Séntis a Giitsch. Problém spoc¢iva ve zjis-
téni pripadnych nehomogenit ve stanici Giitsch, pfi¢emz fada mési¢nich primeéra ve
stanici Séntis slouzi jako referenc¢ni fada. Jestlize ve stanici Giitsch nedoslo ke zménam
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meéfticiho procesu, pak by se vzhledem k rozdilné nadmotské vysce stanic mély obé fady
lisit, az na malé ndhodné odchylky, o konstantu.

Statistickd analyza byla zalozena na n = 240 pozorovanych rozdilech mezi fadami
naméfenymi na jednotlivych stanicich (po odstranéni sezénnosti). Pfedpokladali jsme
pritom, Ze zména mériciho procesu mohla zptisobit ndhlou zménu ve stfedni hodnoté
uvazovanych diferenci méfeni, o které predem nelze fici, zda muze byt kladnd nebo
zaporna. Cilem statistické analyzy bylo rozhodnout, zda k takovému posunu doglo,
a v pripadé kladné odpovédi odhadnout ¢as, v némz ke zméné doslo, spoleéné s velikosti
této zmeény.

Podivejme se na celou otazku ponékud formalnéji a ozna¢me Y7, ...,Y,, studovanou
casovou fadu, v nasSem piipadé Fadu sledovanych diferenci. Nulova hypotéza H;
a alternativni hypotéza A; zde mohou byt stanoveny nasledovné:

H :Y,=p+te, i=1,...,n, (1)
Y;l:.u“+6ia 7::17"'am7

Ay dme{l,...,n—1} takové, ze
1 { J {Yi=u+6+ei7 i

Il
3
Jr
“)—‘
3

Proménné {e;} jsou ndhodné chyby, § # 0 a u € RL.

Piiklad 2.

Mnoho klimatologti se domniva, ze zemské klima je ohrozeno globalnim oteplovanim.
Pro acely studia efektii globalniho oteplovani byla vytvorena fada ,,umélych ¢asovych
fad“, blize viz Jones et al. [22]. Autofi téchto fad si kladou za cil popsat vyvoj
»globalni zemské teploty* kombinaci teplotnich fad ziskanych na mnoha meteorologic-
kych stanicich po celé zemékouli. Jednou z nejznédméjsich teplotnich fad pouzivanych
pro tyto ucely je tzv. series of global world temperature anomalies, kterou sestavil
Jones et al. [22]. Tato uméle zkonstruovand fada zacind v roce 1854 a skldda se ze
140 hodnot, pfi¢emz jedna hodnota odpovida jednomu roku. Cilem statistické inference
je zde rozhodnout, zda je mozno Jonesovu fadu povazovat za stacionarni. Ocekavana
zména pritom ma tvar postupného rastu v priaméru studované fady. Jestlize pred-
pokladame, Ze v neznamém cCasovém okamziku doslo ke vzniku spojitého linearniho
trendu (coz je nejjednodussi typ postupné zmény), je mozné nulovou hypotézu Hs
a alternativu As zapsat nasledovné:

Hy: Yi=a+e¢e, 1i=1,...,n, (2)
Yi=a+e;, i=1,...,m,
Ay dme{l,...,n—1} takové, ze j —
2 { } Yi:a—f—b-Z m—&-ei, i=m+1,...,n,

a € RY b+#0a{e;} jsou ndhodné chyby.
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Piiklad 3.

Rozsahla odlesnovani, jichz jsme v celém svété kazdodennimi svédky, mohou zpt-
sobit, ze piida ztraci svou schopnost zadrzovat vodu. Pracovnici Vyzkumného tstavu
lesniho hospodarstvi a myslivosti v Jilovisti-Strnadech studovali vliv kontrolovaného
odlestiovani na vztah mezi srdzkami a odtoky. Cilem statistické analyzy bylo roz-
hodnout, zda se vztah mezi srdzkami a odtoky v dtsledku odlesiioviani méni. Pro
zjednoduseni modelu predpokladejme, ze vztah mezi srdzkami a odtoky je linedrni.
Uloha pat#i mezi mnoho jinych problémti detekce zmény v modelu linearni regrese. Lze
si polozit otazku, zda doslo ke zméné pouze v parametru posunuti nebo v parametru
sklonu, resp. v obou parametrech, tj. v posunuti a/nebo sklonu. Problém detekce
zmény v alespon jednom z regresnich parametri mizeme fesit testovanim hypotéz:

Hy: Yi=a+bx;+e;, t=1,...,n, (3)
Y, =a+bx; + e, i=1,...,m,

As: dm e {2,...,n— 2} takové, Ze { ]
Yi=ao+box; +e;, i=m-+1,... n,

kde {e;} jsou ndhodné chyby, a # ag a/nebo b # by. Pro rozhodnuti, zda doslo ke
zméné v parametrech linearni zavislosti mezi srazkami a prutoky, jsme méli k dispozici

36 dvojic dat ro¢nich thrnt srazek v dané oblasti a odpovidajicich odtoki potoku Mala
Réaztoka v Beskydech.

2. Jak rozhodnout, zda Fada je stacionarni

Jak jsme jiz ukézali, rozhodnuti, zda ke zméné doslo, nebo ne, je mozné zalozit na
vysledku statistického testovani hypotéz. Vlastni rozhodnuti, zda zamitnout nulovou
hypotézu, jez tvrdi, zZe ke zméné nedoslo, zavisi na hodnoté testové statistiky. Ke
konstrukei testovych statistik se zde zpravidla pouzivd bud metoda maximalni véro-
hodnosti, nebo pseudo-bayesovska metoda. Na nasledujicim jednoduchém ptikladu si
ukazme, jak lze tyto postupy pouzit.

Priklad 4.

Necht tataz veli¢ina je méfena pomoci dvou riiznych méficich zafizeni. Jelikoz mé-
feni je ovlivnéno ndhodnymi chybami, ziskané hodnoty se ¢asto lisi. Predpokladejme,
7Ze na pocatku procesu meéfeni ani jedno z méficich zafizeni nema systematickou
chybu, tj. rozdily mezi méfenimi {Y;} jsou zpusobeny pouze ndhodnymi chybami,
a tudiz kolisaji okolo nuly. Nicméné naptiklad vlivem zavady na jednom z méricich
zafizeni nebo zmény podminek, za jakych se méfeni provadi, mtze dojit k tomu, ze
se po né€jakém case rozdily mezi méfenimi zac¢nou pohybovat kolem néjaké nenulové
hodnoty u.

Vsimnéme si, zZe tento ptriklad je velmi podobny prikladu 1. Rozdil spociva v tom,
ze v piikladu 1 nebyly méfici pristroje umistény na témze misté, a proto nebylo
mozno predpokladat, ze rozdily naméfenych hodnot kolisaji kolem nuly, ale museli jsme
predpokladat, ze kolisaji kolem néjaké neznamé hodnoty, kterou bylo tfeba odhadnout.
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Vratme se zpét k piikladu 4 a predpoklddejme navic pro vétsi jednoduchost a pri-
hlednost vykladu, Ze se rozptyl studovanych diferenci béhem doby sledovani nezménil.
Potom je nasi tlohou testovat hypotézu H, proti alternativé Ay:

Hy: Yi=¢;, i=1,...,n, (4)
)/;:61‘7 i:l,...7m,

Ag: Am e {0,...,n— 1} takové, ze { )
Yi=pu+e, i=m+1,...,n,

kde p # 0. Nékdy mé smysl uvazovat misto oboustranné alternativy pouze alternativu
jednostrannou, tj. 4 > 0 nebo p < 0. Je tomu tak tehdy, je-li znaménko pripadného
posunu znamo piredem. JelikoZ v nasem piikladu jsou ndhodné chyby {e;} chybami mé-
feni, mizeme piedpokladat, ze jsou nezavislé a normalné rozdélené. Pro jednoduchost
navic predpokladejme, Ze jejich rozptyl je roven jedné. Pokud je rozptyl znamy a neni
roven nule, mizeme standardizaci prejit k veli¢inam, které maji jednotkovy rozptyl.
Lze tedy pfedpoklddat, ze ndhodné veliiny {e;} jsou nezdvislé, stejné rozdélené
a Fidi se standardnim normalnim rozdélenim N(0,1) s hustotou ¢(z) a distribuéni
funkci &(z), tj. pro x € R!

o(x) = \/% exp{—2%/2} a &(z)= /_; o(t) dt.

Metoda maximalni vérohodnosti

Metoda maximalni vérohodnosti je jednim z nejpouzivanéjsich postupt pri testovani
hypotéz. Jeji hlavni myslenkou je pouziti vérohodnostniho poméru, pfipadné statis-
tiky s nim ekvivalentni k testovani nulové hypotézy proti alternativé. Podrobnéjsi
vysvétleni této metody nalezne ¢tenaf v knize Hatleho a Likese [15].

Jestlize je p # 0, potom logaritmus vérohodnostniho poméru pro testovani Hy
proti A4 ma tvar

o(Y3) ﬁ o(Y; — p) ) 2
i—k+1 B # |
o e (2 %)

7) i=k+1

:]w

i=1

<.

max suplog
0<k<n—1 o

.:]3

=1

takZe pro oboustrannou alternativu p # 0 mé testova statistika, kterd je ekvivalentni

} ()

Pro jednostrannou alternativu s p# > 0 1ze obdobné odvodit testovou statistiku ve tvaru

Y, (6)
a5
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0Sk<n—1
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Tyto statistiky patii mezi tzv. testové statistiky maximdlniho typu. Velké hodnoty
testové statistiky vedou k rozhodnuti nulovou hypotézu zamitnout. Vice se o principu
testovani statistickych hypotéz lze dozvédét napiiklad z knih Andél [3] nebo Hatle
a Likes [15].

Pseudo-bayesovska metoda

Metoda je zalozena na predpokladu, ze nezndmy bod zmény m a neznama velikost
posunu p jsou nadhodné veli¢iny se znamym apriornim rozdélenim. Velmi ¢asto se pred-
poklada, ze apriorni rozdéleni m je rovnomérné, tj. P(m=4)=1/n,i=0,...,n— 1,
a W se ¥idf normélnim rozdélenim N (0,~?). Za piedpokladu, Ze hustota Y7, ...,Y, pfi
daném p = p a m = k je také normdlni, dostavame

k n
Fls o lu=p,m=k) =[]ew) [ o -mw,
=1 i=k+1

takZe nepodminénda hustota muize byt vyjadiena ve tvaru

f(y17~--7yn)=2%/_ Hw yi) H wly \}%eXp{—ﬁ/?vQ}du:

i=k+1

=Zf[1<p(yz (Z /me {—% <—2M'Z yi+(n—k)u2+5—z>} du)

i=k+1

a odpovidajici vérohodnostni pomér ma tvar

2 n

fA(Y17...7Yn) _ n l 1 o v | 2
fr(¥i,..., Yn) 25 1+ (n - k)y? p{2(1+(n—k)v)2<zyl>}'

i=k+1

Pouzijeme-li limitni prechod v — 0 a aplikujeme-li Taylortv rozvoj, je testova sta-
tistika, kterou dostaneme pii pouziti vérohodnostniho poméru pro oboustrannou
alternativu, ekvivalentni testové statistice

,;%(%;HY) ' ()

Ziskana statistika patfi mezi tzv. testové statistiky souctového typu.
Pro jednostrannou alternativu s g > 0 mtizeme analogicky odvodit testové statistiky
souctového typu tvaru

> 255 2 %) -5 gr e ©

k=1 i=k+1

3

Pseudo-bayesovskd metoda byla navrzena Kanderem a Zachsem [23].
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Kritické hodnoty

Pro rozhodnuti, zda zamitnout nulovou hypotézu, potiebujeme kritické hodnoty
pouzité testové statistiky. Pro jejich nalezeni musime znat rozdéleni odpovidajicich
testovych statistik za platnosti nulové hypotézy.

Zacénéme nejprve s testovou statistikou (5). Pokud jsou velic¢iny {Y;} nezavislé, stejné
rozdélené a Fidi se standardnim normalnim rozdélenim N (0, 1), potom statistiky

1 n
Y, k=0,...,n—1, 9)
Vi —k S,

maji téz standardni normélni rozdéleni N(0,1). Abychom stanovili pfesné rozdéleni
statistiky (5), je tfeba nalézt rozdéleni maxima absolutnich hodnot ndhodnych veli¢in
se standardnim normaéalnim rozdélenim, jez jsou velmi silné€ korelované. Zdanlivé by
nemél byt velky problém rozdéleni statistiky (5) odvodit. Bohuzel toto rozdéleni je
natolik komplikované, ze odpovidajici kritické hodnoty (kvantily) mohou byt spocteny
pouze pro velmi malé hodnoty n.

V nékterych pripadech lze skute¢né kritické hodnoty dostateéné presné (z hlediska
praktického pouziti) aproximovat. Jednou z nejjednodussich cest, jak je moZno pfi-
blizné kritické hodnoty nalézt, je pouziti Bonferroniho nerovnosti

P(Ua) =3 pea (10)
i=1 i=1
kde {A;} jsou libovolné ndhodné jevy. Odsud dostaneme
1 n n—1 1 n
ol 200> s B lla 2o
Aplikujeme-li tento postup na testovou statistiku (5), potom nam 100(1 — a/(2n)) %

i i=k+1
kvantil standardnfho normélniho rozdéleni N(0,1) mtze poslouzit jako horni odhad
hledané kritické hodnoty na hladiné vyznamnosti o pro problém (4). Pfiblizné kritické

hodnoty ziskané touto cestou jsou dobré pouze pro malé rozsahy vybéru, tj. pro malé

hodnoty n, ale jsou pfilis konzervativni pro n velka. V takovém piipadé je lepsi pouzit

misto Bonferroniho nerovnosti vysledkii o asymptotickém chovéni statistiky (5).
Uzijeme-li zdkon iterovaného logaritmu, lze dokazat, ze

1 n
max —_— Y:| p — oo skoro jisté pro n — oc.
nggn—l{‘\/nk,z l} ) P
i=k+1
Z uvedeného vyplyva, ze limitni rozdéleni statistiky (5) neexistuje a ze kritické hodnoty
rostou do nekonecna, pokud n — oco. Problém je zptisoben chovanim posloupnosti

{(n —k)"Y2 3 Y, k=0,1,...,n— 1} pro k blizkd n. To byl také diivod, pro¢
=kt 1
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néktef{ autofi navrhli pouzivat misto statistik (5) a (6) testové statistiky tzv. useknu-
tého mazimdlniho typu:
-

YR o SR S N (= o
kde 8 je mald kladnd konstanta (mensi nez jedna) a |xz| oznacuje celou ¢ast .
Statistiky (11) lze pouzit v situaci, kdy je zndmo, Zze ke zméné zcela jisté nedoslo
v poslednich 1005 % ¢asovych obdobich. Je vyhodné, Ze statistiky (11) maji limitni
rozdéleni. Diky tomu miZeme k rozhodnuti, zda nulovou hypotézu zamitnout ¢i

nikoliv, pouzit kritickou hodnotu odpovidajiciho limitniho rozdéleni.
Néktetri autofi dale doporucuji pracovat s maximem vazenych statistik (9) nebo

}

Vahy w(k) odpovidaji apriorni informaci o moZzném bodu zmény, kterou zname ze

s jejich absolutnimi hodnotami, tj. se statistikami tvaru:

og%lffA {w( Jro— Z Y} 0<rl£1<ar}fl{ (k) |\/n— Z§1Y

i=k+1

zkusSenosti s obdobnym typem problémi nebo kterou nam poskytl nezavisly expert.

Pfejdéme nyni k trose teorie. Asymptotické chovani maxima posloupnosti ndhod-
nych veli¢in je v pripadé nami uvazovaném dano limitnim gaussovskym procesem.
Tyto limitni procesy se nanestésti pro rtizné testové statistiky lisi, a tudiz se lisi
i pravdépodobnosti pfekroceni Grovné (exceedence level probabilities). V uvedeném
piikladu 1 je limitnim procesem {%7 te|o, 1)}, kde {W(¢), t = 0} oznacuje
Wieneriv proces. Vice se lze o Wienerové procesu, jeho vlastnostech a pouziti dozvédét
z knihy Stépéan [27].

Pfiblizné kritické hodnoty pro statistiky (5) a (6) se mohou pocitat pomoci prav-
dépodobnosti pfechodu pro limitni proces takto:

x+b, 1, )
Pl {30 ) ool e e

k+1

T+ by _ L
P max Y; ~1—exp{—e®}, reRY, (13
<0§k§n—1{‘\/n Z } an > p{ J (13)

i=k+1

kde
1 1
an = v/2loglogn a b, =2loglogn + §log10glogn — §logn.

Pfiblizné kritické hodnoty pro useknuté statistiky maximélniho typu (11) se mohou
pocitat z aproximaci:

1 1
P Yi>z| ~ —ap(x)log=, zcR', (14
(ﬁ 3 5] <o "

P ( max {
0Sk<S((1-8
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} > ~ zp(z) log % , r R (15)

— Y;
n_ z;l



Kritické hodnoty ziskané z (12) a (13) nejsou pfili§ dobré, nebot jsou pfili§ kon-
zervativni. Naproti tomu aproximace (14) a (15) davaji mnohem piesnéjsi priblizeni
spravnych kritickych hodnot. Bohuzel tyto kritické hodnoty jsou vyznamné ovlivnény
volbou hodnoty f. Kritické hodnoty ziskané pomoci (14) a (15) lépe odpovidaji sku-
te¢nym kritickym hodnotam v piipadé, Zze mtizeme useknout vice ¢asovych okamziki,
tj. B je vétsi, coz znamend, ze mame presnéjsi predstavu o tom, kde ke zméné mohlo
dojit.

Pro statistiky souc¢tového typu, viz napiiklad (7), jez ziskdme pi¥i pouziti pseudo-
-bayesovského pristupu, lze limitni kritické hodnoty ziskat diky konvergenci v distri-
buci (definici lze nalézt napiiklad v knize Stépéan [27])

i%(% Zn: Yi>2 &/Olw/?(t) dt. (16)

k=1 i=k+1

Rozdéleni fol W2(t)dt studoval MacNeill [24, 25]. Poznamenejme, e aproximace
(12)—(16) 1ze pouzit i pro nezavisla pozorovani, kterd nemaji normélni rozdéleni.

Vypocet kritickych hodnot pro statistiku (8) je velmi jednoduchy, nebot tyto sta-
tistiky maji normalni rozdéleni N (0, 1/3 — 1/(2n) + 1/(6n?)).

Poznamka: Potfebné kritické hodnoty je téZ mozno ziskat pomoci simulaci. V préaci
Antoch et al. [5] lze nalézt mnoho simulovanych kritickych hodnot pro metody jiz
popsané spolu s mnohem podrobnéjSim popisem téchto metod.

Poté, co jsme si alesponi stru¢né vysvétlili nékteré zdkladni myslenky, se vratme zpét
k nasim piikladim.

Priklad 1 (pokracovani).

Jestlize nahodné chyby {e;} jsou nezéavislé s tymz normalnim rozdélenim N (0, o?),
kde o2 nezname, potom maji statistiky maximalniho typu odvozené metodou maxi-
malni vérohodnosti tvar

k
1 n —
il Y, - Y, =
1<r1?<a§1{ sk |V k(n —E) ;( ) }
1 k(n — k) — =0
N 1§Il?§§—1 {5 n ¥ —2) } (40
resp.
1 n b
max — |/ Y; - Y, =
|Bn) Sk ((1-B)n] { sk |\ k(n — k) ;( ) }
1 kin—k) = —o
- max - M(Yk A IR SRNGT))
[Bn]Sk=|(1-B)n] | Sk n
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kde

Podobné jako v situaci, kdy byl rozptyl 2 znam, miizeme i zde nalézt ptiblizné kri-
tické hodnoty pouzitim Bonferroniho nerovnosti (10). Pro pevné zndmé k je statistika
1 [k(n—k)

Ty = —
Sk n

x5 >0
(Ve —Y)
bézné uzivanou testovou statistikou pro dvouvybérovy problém. Staci si tedy pouze
uvédomit, ze vSechny statistiky {7} jsou rozdéleny podle Studentova t¢-rozdéleni
s n — 2 stupni volnosti.

Pro velkd n mohou byt asymptotické kritické hodnoty nalezeny aproximacemi

(x €RY, a, =+2loglogn, b, =2loglogn + % logloglogn — % logn):
1 = z + by B
P — > ~1— —2e77Y. (20
<1<rl?<a§1{8k ) } > exp{—2e~"}, (20)

k(n—k) an
P max
[Bn]SkS|(1-B)n] Sk

1/ n—k Z }>x> %2x<p(x)loglgﬁ.(21)

Priblizné kritické hodnoty pro statistiky sou¢tového typu mohou byt ziskany z apro-
ximaci (z € R!)

P Z (\szzl >2>a: ~

V2 j+3) 1 (45 + 1)2 (45 + 1)?
~1— 2.\ J2j+ = T U (L
YN F Ty VT eXp{ 162 } 1/4< 162 )

kde K/4(-) oznacuje modifikovanou Besselovu funkci druhého typu (viz napiiklad
funkce besselk(nu,z) v Matlabu nebo BesselK v Mathematice).

V pfipadé dat z Giitsche a Séntisu statistika (17) z pfikladu 1, resp. statistika (18),
kde 8 = 0,05, nabyva hodnoty 12,9, jez je vysoce vyznamna bez ohledu na to, ja-

kou aproximaci kritické hodnoty pouZijeme. Znamend to, ze sledované rozdily {Y;}
nekolisaji kolem stale stejné hodnoty.
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Priklad 2 (pokracovani).

Statistiky maximélniho typu pro problém (2) maji tvar

max bAk a max bA , (22)
1Zk<n S(bk) 1SkS[(1-B)n] S(bk)

kde by, je odhad b ziskany metodou nejmenSich ¢tvercli a s(gk) oznacuje odhad
standardni odchylky b; za predpokladu, Ze se zména vyskytla v case k. Testovou

statistiku gk/s@k) bychom mohli pouzit pfi testovani nulové hypotézy Hs proti
alternativé A, v pfipadé, ze bychom c¢as zmény m piedem znali a védéli, ze m = k.
Jde o jednoduchy problém linearni regrese, popsany napiiklad v knize Andél [3]. Pro
aplikace Bonferroniho nerovnosti (10) si v8imnéme, Ze pokud chyby jsou nezavislé,
stejné rozdélené s normalnim rozdélenim, potom za platnosti Hy se veli¢iny

11 =2 —=.\i—k
3 % Vn (¥ = o)
Sk /T n
> = i bt , k=1,...,n—1,
s(bx) n—k)(n—k+1)(n—k+3) (n—k)?n—k+1)>
3n3 4n4
tidi t-rozdélenim s n — 2 stupni volnosti, ptficemz s;, k=1,...,n — 1, jsou obvyklé

odhady o zalozené na rezidudlnim souctu ¢tvercti.
Pro velka n 1ze kritické hodnoty ziskat aproximacemi (z € R!):

b b
P( max { - }> vt ’2> ~ 1 —exp{—e "}, (23)
s

1SkSn-—1 (bk) Ap
kde
V3
an =+/2loglogn a byo= 2loglogn+log4—,
T
resp.

/l;k N 1 1-5 V6t
P <1§k§HL1(?}EB)nJ{%} > x) ~ ﬁ 2<P($C)/0 —(1 D 130 dt.

Obé statistiky (22) pro Jonesovu teplotni fadu nabyvaji hodnoty 17,7, jez je opét
vysoce vyznamnd bez ohledu na pouzitou aproximaci kritickych hodnot.
Piiklad 3 (pokradovani).

Statistiky maximalniho typu pro problém (3) jsou tvaru

xR} e e 24

Fi. = —= + _

S\ Tk T Qn® T Qnk) Qe

1 (%(?k?nf Q% (k) QP (k) %(n)),
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s% jsou obvyklé odhady rozptylu ndhodnych chyb o? zaloZené na rezidualnim soudtu
¢tvercil za predpokladu, Ze zména se vyskytla v Case k, a

k k
Qua(k) = 3 (i = ) (i = ), Quy (k) = Y (i — ) (¥i = Vi),
k) = > (@mi—T) (@ -70), Q) =D (m-7) (Y- %)
i=k+1 i=k+1

Jestlize ndhodné chyby {e;} jsou nezavislé, stejné rozdélené s normalnim rozdélenim,
potom za platnosti Hs se vSechny veli¢iny {Fy : k =2,...,n — 2} ¥idi F-rozdélenim
s 2 a n — 4 stupni volnosti. Pro velké hodnoty n mohou byt kritické hodnoty spoc¢teny
aproximaci (z € R1):

P ( max {Fi} > (%b”i’) ) ~1—exp{-2e "}, (25)

25k<n—
kde 1
an = +/2loglogn a b,3=2loglogn + 3 logloglogn,
resp.
P( max {F} >x> %xe*%xlogliﬁ (x > 0). (26)
LBn|<k<[(1-B)n] B

Statistika (24) nabyva pro data z pfikladu 3 hodnoty 31,78. PouZzijeme-li Bonferro-
niho nerovnost, potom horni odhad tzv. p-hodnoty je roven 8,24 - 10~7, takZe miizeme
zamitnout nulovou hypotézu, ze vztah mezi srazkami a odtoky je stacionarni.

Vedle metody maximalni vérohodnosti je pro rozhodnuti, zda existuje linearni vztah
mezi zavisle a nezavisle proménnou, téz velmi popularni tzv. metoda rekurzivnich
reziduf, kterou navrhli Brown et al. [9]. Metoda je zaloZena na rozdilech mezi pfed-
povédi hodnoty c¢asové fady o jeden krok dopfedu a skutecné namérenou hodnotou.
Pokud soucet takovych odchylek (rekurzivnich rezidui) je pfilis velky, pak to ukazuje
na nestacionaritu sledované rfady. Velkd pfednost této metody spociva v tom, Ze neni
lzce vazana na urcité specifické poruseni stacionarity, jako je tomu u popsanych metod.
Vysvétleni této metody vSak presahuje ramec tohoto ¢lanku.

3. Odhady bodu zmény

Nejpopularn€jsi metodou pro odhadovani bodu zmény je metoda maximalni vé-
rohodnosti, popsana napiiklad v knize Andél [3]. Jestlize doslo ke zméné ve stiedni
hodnoté normaéalniho rozdéleni, jako je tomu v nasich pfikladech, potom jde o od-
had parametr v nelinedrnim regresnim modelu, pro jehoz nalezeni lze uzit metodu
nejmensich ¢tverci. V pripadé, kdy se studovana posloupnost neridi normalnim rozdé-
lenim, je lep$i uzit néktery neparametricky postup nebo robustni odhad. Pokud mame
k dispozici apriorni rozdéleni bodu zmény, je vhodné pouzit bayesovsky pristup.
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Statistici obvykle nejsou spokojeni s pouhym bodovym odhadem bodu zmény, nybrz
déavaji pfednost intervalu spolehlivosti. Je tfeba fici, ze pfesné rozdéleni odhadu bodu
zmény je témér vzdy natolik slozité, ze ke konstrukci intervalu spolehlivosti je t¥eba
uzit rozdéleni asymptotické. Bohuzel limitni rozdéleni se podstatné lisi model od
modelu a rovnéz zavisi na tom, zda jde o zménu nahlou nebo postupnou atd.

Piiklad 1 (pokradovani).

Oznacme [1, m a 5 odhady metodou nejmensich ¢tverct parametria u, m a 6, tj.
hodnoty, které minimalizuji

k n
S i-wi+ Y (i-u-0) (27)
i=1 i=k+1

a &2 necht je odhad o2, tj.

S;ni2{z(n%>2+_z (n?ﬁf)?}. (28)

02
<52 (mm)§x>zP(VSx), r €RY, (29)
kde
r _1 Tz +5 1 3
14,/ L e 8" - qs(f— m)Jr—em@(f— m) x>0,
p(V < m) = 2n 2 2\/_ 2 2 Ve (30)
1-P(V < —x), <0
3
1_
0.5
0_
\}I Al
-0.5 | 1\/!
1}k
1 1 1 1 1 1 >
0 50 100 150 200 250

Obr. 1. Data a model pro Giitsch-Séantis.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 47 (2002), ¢. 4 319



Pro data z Giitsche a Séntisu dostdvame nésledujici odhady: m = 120, 5= 0,4791
a 02 =0,083. Aplikujeme-li (29) a vezmeme v tvahu, ze 97,5% kvantil rozdéleni (30)
je 11,033, dostdvame, Ze se spolehlivosti 95 % se zména vyskytla mezi 116. a 124. po-
zorovanim.

Piiklad 2 (pokradovani).

Ozna¢me m a /l;’rﬁ odhady metodou nejmensich ¢tverci pro m a b, a sz odhad o
zalozeny na reziduich. Potom plati

m m—m [(m/n)(1—m/n)

P (S%A) Tn T+ 3m/n < at) ~ P(x) (x € RY). (31)

Pouzijeme-li (31) s m = 54, coz odpovida roku 1907, bey = 0,694 a sz = 0,117, mtZeme
se spolehlivosti 95 % ucinit zavér, Ze linearni trend se objevil mezi 1éty 1906-1908.
Obrazek 2 ukazuje data spolu s ,,optimalnim“ modelem.

04

0.2 |

—0.2 F

—0.4

I I [,
1850 1900 1950 2000

Obr. 2. Data a model pro Jonesovu radu.

Priklad 3 (pokracovani).

Odhad bodu zmény m ziskany metodou nejmensich ¢tvercii je roven m = 26. Existuji
té%z asymptotické metody, které umoziiuji nalézt limitni rozdéleni m, bliZe viz Antoch
et al. [5]. NaneStésti pocet pozorovani, kterd mame k dispozici (n = 36), je prilis
maly pro jejich pouziti. Obrazek 3 ukazuje linedrni vztah mezi srazkami a odtoky jak
v prvnim, tak v druhém ¢asovém obdobi, tj. y = —193,6 +0,8x a y = —33,1 4+ 0,82 x.
Symbolem ,x“ jsou oznac¢ena pozorovani vztahujici se k prvnim 26 letim pozorovani,
zatimco symbolem ,,0“ pozorovani z poslednich deseti let.
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Obr. 3. Data a model pro Malou Raztoku.

4. Zavislost

vvvvv

mezi ¢asové blizkymi pozorovanimi. Zavislost ma obecné velky vliv na rozhodnuti,
zda fada je staciondrni, a na délku intervalu spolehlivosti pro odhad bodu zmény.
V modelech odpovidajicich pfikladim 1 a 2 je mozné za predpokladu, ze studovana
fada tvori ARMA posloupnost, ukéazat, ze kritické hodnoty pro testové statistiky odvo-
zené principem maximalni vérohodnosti musi byt vynasobeny konstantou 4/2nh(0)/c,
kde h(-) oznacuje spektralni hustotu procesu {e;} a ¢ = var e;. Hranice konfiden¢nich
intervalu je pritom tfeba adaptovat odpovidajicim zptisobem. Detailnéjsi popis lze
najit napfiklad v pracich Antoch et al. [6] nebo Bai [7].

5. Vicenasobné zmény

Je-li pocet moznych zmén znamy, mizeme opét pouzit metodu maximalni vérohod-
nosti. Naproti tomu je-li pocet zmén neznamy, je urceni jejich poc¢tu a mist velice
obtizné. Nejcastéji se zde pouziva kombinace statistickych postupi a informacnich
kritérii. Pokud si mizeme byt (vice ¢i méné) jisti, Ze okamziky zmén se nevyskytuji pii-
li§ blizko sebe, ukazaly se vhodnym nastrojem modifikované neparametrické postupy
vyuzivajici klouzavé okénko, jimz se na data divame. Pro situace popsané v prikladu 1
Ize casto s tspéchem pouzit metodu sekvenéniho déleni studované posloupnosti dat.
Yao a Au [31] doporucuji naopak urcit i zde poéet zmén pomoci informacéniho kritéria.

Podé&kovani. Tento prispévek byl pfipraven za podpory grantii GA CR 201/00/0769,
MSM 210000001, MSM 321100008. Autofi déle chté&ji podékovat kolegovi JANU
KLASCHKOVI za velmi peclivé precteni tohoto ¢lanku a podnétné pripominky.
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Informace a entropie z pohledu fyzika

Milan Marvan, Praha

1. Uvod

Entropie jako fyzikdlni pojem byla zavedena jiz v 19. stoleti nejdfive ve fenomeno-
logické termodynamice pfi studiu ucinnosti tepelnych stroji. O statisticko-fyzikalni
interpretaci pojmu entropie (odst. 2) se jesté v témz stoleti zaslouzil L. Boltzmann,
ktery ukazal souvislost pojmu entropie s pravdépodobnosti. Spise nez jeho matema-
ticky vzorec pronikla do Sirsiho povédomi jeho nézorna ,definice* entropie. Podle
této definice je entropie mirou neusporadanosti stavu systému. Poznamenejme, Ze pro
entropii existuje i druhd nazorna interpretace: entropie je mira neurcitosti podrobného
stavu (mikrostavu) systému. Posledni interpretace je bliz§i pojeti, které je zndmo
v teorii informace, nikoliv ve fyzice.
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