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Pseudoprvocisla

Michal Krizek, Praha, a Lawrence Somer, Washington

Cisla jsou jedind univerzdlni fe¢ ve vesmiru.

NATHANAEL WEST

1. Uvod

Studiem prvocisel a jejich mnohdy prekvapivymi vlastnostmi se zabyva lidstvo uz
nékolik tisicileti. Teprve ve 20. stoleti se vSak prislo na to, Ze prvocisla maji také
fadu uziteénych aplikaci. Napf. rodna ¢isla od roku 1986 jsou utvarena tak, aby byla
délitelnd prvocislem 11. Pocitac totiz okamzité odhali chybu, jakmile se pfi zadévani
rodného é&isla zmylime v jedné jeho cifie.!) To je jeden z piikladii tzv. samodetekujicich
se kédt. Ponékud komplikovanéjsim jedenactkovym kédem jsou chranéna proti pii-
padné chybé i ¢isla bankovnich uc¢t, identifikacni ¢isla organizaci, ¢isla ISSN ¢asopisi,
¢isla ISBN publikaci aj. Vétsi prvocisla, jez maji aZ sto cifer, se pouzivaji v modernich
kryptografickych systémech s vefejnym Sifrovacim klicem (napf. v metodé RSA pro
prenos tajnych zprav). Také digitalni podpis, jehoZ zavedeni do zivota nedavno schvalil
nas parlament, je zalozen na velkych prvocislech. Pomoci prvocisel lze konstruovat
efektivni generatory pseudondhodnych ¢isel nebo navrhovat algoritmy pro velmi rychlé
nasobeni velkych ¢isel. Prvocisla maji fadu aplikaci i pfi zpracovani signalu pomoci
¢iselné teoretickych transformaci a byla jiz nékolikrat pouzita v poselstvich mimozem-
skym civilizacim. Jejich dalsi aplikace 1ze nalézt napf. v [17].

V tomto ¢lanku si predstavime specidlni tfidu sloZzenych ¢isel — pseudoprvodisla,
kterd vykazuji nékteré vlastnosti jako prvocisla. Podame pfehled jejich zdkladnich
charakteristik, uvedeme mj. tvrzeni o jejich asymptotické hustoté a ukazeme, zZe jejich
vyskyt je mnohem vzacnéjsi nez vyskyt prvocisel. Naptiklad jen 3 pseudoprvocisla
jsou mensi nez 1000, zatimco ve stejném intervalu je 168 prvocisel. Zavedeme také za-
jimavou mnozinu Carmichaelovych ¢isel a popiseme nékteré algoritmy pro generovani
pseudoprvocisel.

1y Pak rozdil mezi spravnym a 3patné zadanym &slem bude £c - 10%, kde ¢ € {1,2, ..., 9},
coz nikdy neni délitelné 11 (ale muze byt délitelné slozenymi &isly 12, 14, 15, 16, ..., a proto
slozen4 ¢isla nejsou pro tyto Géely vhodnd). Jestlize se zmylime ve vice cifrdch, potom s velkou
pravdépodobnosti pfiblizné 10/11 pocita¢ rovnéz odhali chybu.
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2. Co je pseudoprvoéislo?

Pro definovani pojmu ,,pseudoprvocislo“ budeme potiebovat Malou Fermatovu
vétu, kterd urcuje zakladni vlastnosti prvocisel a na niz je zaloZena vétSina prav-
dépodobnostnich algoritmii pro testovani prvociselnosti.?) Mald Fermatova véta tak
hraje klicovou roli v teorii Cisel. Vétsinou se uvadi ve dvou ekvivalentnich verzich.
Prvni verze tiké, Ze pokud p je prvocislo, pak

a? = a (mod p)

pro vSechna celd ¢isla a (jinymi slovy, p déli a? — a beze zbytku). Podle druhé verze,
kdyz p je prvocislo nesoudé€lné s a, pak

a?™' =1 (mod p). (1)

Obracené tvrzeni k Malé Fermatové vété bohuzel neplati. Pro libovolny zaklad a > 1
existuje slozené ¢islo n nesoudélné s a tak, ze

n

a”™ = a (mod n). (2)

Naptiklad slozené ¢éislo n = 341 = 31 x 11 splituje (2) pro a = 2. Snadno totiz vy-
pocteme, Ze 219 =1 (mod 341). Umocnénim na t¥icatou ¢étvrtou dostaneme 2340 =1
(mod 341), tj. plati (1). Vyndsobime-li jesté posledni kongruenci dvéma, dostaneme

2341 = 2 (mod 341), (3)

tj. plati i vztah (2). Pro jiny zaklad a = 3 lze odvodit, Ze 3%4° = 56 (mod 341), coz
podle (1) znamend, 7ze 341 je slozené ¢islo (aniz bychom provadéli jeho rozklad na
prvodisla).

Definice. Slozené prirozené ¢islo n se nazyva pseudoprvocislo o zdkladu a, pokud
plati (2), tj. jestlize n déli a™ — a.

Poznamenejme jesté, Ze pokud jsou ¢isla a a n nesoudélnd, pak (2) plati, pravé kdyz

a" ' =1 (mod n). (4)

3. Nékolik historickych poznamek

Prvni pseudoprvocéislo 341 o zakladu 2 bylo nalezeno v roce 1819 Pierrem F. Sarru-
sem?) (viz [8, s. 92] nebo Annales de Math. 10 (1819), 184-187), ktery ukdzal platnost
kongruence (3).

2) V roce 2002 M. Agrawal, N. Kayal a N. Saxena zvefejnili ¢lanek Primes is in P, kde je
popsan novy deterministicky algoritmus pro testovani prvociselnosti, ktery je polynomialni
v Gase. Pro zadané ¢islo n je jeho vypocetni slozitost O((logn)'?), a proto se zatim pro
praktické ucely nepouziva.

3) Pierre Frédérique Sarrus je znadmy zejména svymi jednoduchymi vztahy pro vypocet
determinantii ¢tvercovych matic fadu 2 nebo 3.
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Podle [26] vlastnost (3) ¢isla 341 byla rovnéz zaznamendna anonymnim autorem
clanku Théorémes et problemes sur les nombres, ktery byl publikovan v Journal fiir
die reine und angewandte Mathematik 6 (1830), 100-106.

Také Janos Bolyai (1802-1860), jeden ze zakladateld neeuklidovskych geometrii,
informoval svého otce (viz [14]) o objevu pseudoprvoéisla 341 v dopise z kvétna
1855. Navic podle [14, s. 72] Bolyai byl prvni, kdo ukdzal, Ze Fermatovo ¢islo
F5 =232 + 1 =641 x 6700417 je pseudoprvodéislo o zakladu 2. Jeho dtikaz byl zaloZen
na kongruenci

232

27 =1 (mod F3).

V roce 1909 T. Banachiewicz publikoval 5 pseudoprvocisel o zdkladu 2 mensich
nez 2000 a pozdé&ji objevil jesté dvé zbyvajici v tomto intervalu (viz [3], [8, s. 94],
[35]). Jejich (tplny) seznam m4 tvar:

341 = 11 x 31,
561 =3 x 11 x 17,
645 = 3 x 5 x 43,

1105 = 5 x 13 x 17,

1387 = 19 x 73,

1729 = 7 x 13 x 19,

1905 = 3 x 5 x 127.

Pseudoprvodisla o zakladu 2 byla objevena nejdfive a jsou také nejcastéji studo-
vana (viz napf. monografie [33]). Proto pro jednoduchost budeme pseudoprvoéisla
o zékladu 2 nazyvat jen pseudoprvocisla.t)

Pseudoprvodéisltim se kdysi také fikalo ,skoro prvoécisla“ (angl. almost primes) (viz
[10]) nebo téz Pouletova éisla (viz [9]), nebot byla intenzivné studovdna P. Pouletem
v [27], kde jsou tabelovéna viechna pseudoprvoéisla az do 108. Viz té7 [18].

V fadé publikaci (viz napt. [3], [8, s. 59], [12]) se uvadi, Ze stai{ Cifiané jiz 500 let
pr.n. L. vérili, ze

2" =2 (mod n) (5)

plati, praveé kdyz je n prvocislo. Zajimavé vysvétleni, jak tato témér jisté nepravdiva
historka vznikla, je popséno v [29, s. 103-105] ¢i v [28, s. 86]. Hlavni protiargument
je ten, ze staii Cifiané nikdy neformulovali pojem ,prvoéisla®. Tato chyba se poprvé
objevila pravdépodobné v ¢ldnku [12] a byla pak opakovana mnoha autory.

Podle D. Mahnkeho (viz [19]) v letech 1680-1681 G. W. Leibniz rovnéz chybné
tvrdil, Ze kongruence (5) plati, jen kdyz je n prvoéislo.

Nésledujici vétu, jez je uvedena v [35] a [38], lze pouzit k rekurzivnimu generovani
nekone¢né mnoha pseudoprvocisel.

4) Pseudoprvoéisla o jinych zékladech jsou tabelovana napt. v [29].
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Véta 1. Jestlize n je liché pseudoprvocislo, pak 2" — 1 je také liché pseudoprvocislo.

Diikaz. Protoze n je slozené, existuje pfirozené ¢islo ¢, 1 < ¢ < n, které déli n. Pak
2¢ — 1 déli ¢islo 2™ — 1, tj.
2¢—11]2" -1,

a tudiz 2™ — 1 je také slozené. Nyni staci dokézat, ze
2" 12272 1. (6)
Jelikoz n je liché pseudoprvodislo, podle kongruence (4) plati
(2" —2)/2=2""1—1=kn
pro néjaké celé ¢islo k. Potom
2n — 12 —1=20""2/2 1

a vztah (6) je tedy splnén, nebot 22" ~2 — 1 = (2(2"=2/2 _ 1)(22"-2)/2 1 1). O

Diky této vété miizeme explicitné stanovit pseudoprvocislo, které je vétsi nez li-

bovolné predem zadané prirozené Cislo. Podobné tvrzeni pro prvocisla prozatim neni

znamo, i kdyz vime, Ze prvocisel je nekoneéné mnoho. Do roku 2002 nejvétsi znamé

prvodislo bylo Mersennovo prvoéislo 213466917 _ 1 jez m4 vice nez 4 miliony cifer.

Poznamenejme jesté, ze v roce 1903 vétu 1 dokédzal E. Malo (viz [21]) pro ptipad, ze
n je prvocislo a 2™ — 1 je slozené.

Prvni sudé pseudoprvoéislo (o zdkladu 2)
161038 =2 x 73 x 1103

bylo nalezeno D. H. Lehmerem v roce 1950 (viz [10]). O rok pozdéji N. G. W. H. Beeger
dokézal, Ze existuje nekone¢né mnoho sudych pseudoprvodisel (viz [4]).

4. Hustota a rozloZeni pseudoprvodéisel

I kdyZ je pseudoprvoéisel nekoneéné mnoho (viz véta 1), je jich mnohem méné
nez prvodisel. Napiiklad K. Szymiczek [40] dokdzal, Ze pokud n-té pseudoprvodéislo
(o zékladu 2) oznaéime P,,, pak je fada

o0
>3
P,
n=1""
konvergentni, zatimco je dobfe zndmo, ze pokud p,, znac¢i n-té prvocislo, pak je fada

=01

n:lpn
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divergentni. Pozdé&ji vSak A. Makowski v [20] pro pseudoprvodisla ukazal, ze fada

=1
ngl log P,

je divergentni.

Necht () oznacuje pocet prvocisel nepfevysujicich z. Pak podle zndmé prvociselné
véty, kterou formuloval C. F. Gauss a kterou az v r. 1896 dokazal J. Hadamard
a nezavisle téz Ch. de la Vallée Poussin, je

m(x) &

pro x — oo.
logx

Ozna¢me déle IT,(x) pocet pseudoprvodéisel o zakladu a, kterd nepfevysuji z. Potom
nejlepsi zndmy odhad hodnoty II,(x) pro dostateéné velka x je

T

(€<x>)1/2 ’

kde ((z) = elog@logloglogz/loglog 5 1ze zvolit jako 0,68/1,68 > 2/5 (viz [23], [24]
a [29, s. 312-313]). Horni odhad v (7) je mnohem mensi nez z/logx pro dostateéné
velkd z. Poznamenejme jests, Ze tabulka v [25, s. 1005] uvadi, ze I15(10'°) = 14884,
zatimco podle tabulky v [29, s. 237] je w(1010) = 455052511. Jestlize tedy ndhodné zvo-
lime é&fslo n < 1019 pronéz 2"~ = 1 (mod n), pak pravdépodobnost, Ze n je prvoéislo,
bude vice nez 30 000krat vétsi nez pravdépodobnost toho, Zze n je pseudoprvocislo.

e(logac/loga)o‘ g Ha<.%‘)

A

(7)

Dalsi vlastnost, ktera je spolecné jak prvocisltim, tak i psedoprvocisltim, je vyjadiena
v nasledujici vété, kterou dokazal A. Rotkiewicz v [30] a [32].

Véta 2 (Rotkiewiczova). Jestlize a 21 a d 21 jsou nesoudélnd éisla, pak existuje
nekoneéné mnoho pseudoprvocisel v aritmetické posloupnosti {a + kd}32 .

Podobny vysledek pro prvocisla udava znama Dirichletova véta, kterd ma stejné
znéni jako véta 2, kdyz vypustime predponu ,pseudo“.

5. Carmichaelova é&isla

Obrovska fidkost pseudoprvocisel o pevném zdkladu a ve srovnani s prvocisly po-
skytuje rozumny dtvod pouzivat Malou Fermatovu vétu pro testovani prvociselnosti
(viz [26, s. 81]). Existuji v8ak slozend ¢isla n, nazyvand Carmichaelova &isla nebo
téz absolutni pseudoprvocisla, kterd jsou pseudoprvocisly pro kazdy zaklad a, tj.
kongruence

a” = a (mod n)

plati pro vSechna pfFirozena cisla a.
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Pocitacova prvociselné sita zalozend na Malé Fermatoveé vété nam tedy kromé prvo-
¢isel propusti®) i slozend Carmichaelova é&isla. Proto se piislusné testy prvociselnosti
musi jistym zptisobem modifikovat (viz napt. [17]).

V roce 1899 A. Korselt dokazal nasledujici nutnou a postacujici podminku pro to,
aby slozené pfirozené ¢&islo n bylo absolutnim pseudoprvoéislem (viz [16]).

Véta 3 (Korseltova). SloZené ¢&islo n je absolutni pseudoprvocislo, pravé kdyZ n nent
délitelné étvercem Zadného piirozeného éisla (vétsiho nez jedna) a p — 1 déli n — 1 pro
vSechny prvocinitele p cisla n.

7 Korseltovy véty 3 naptiiklad okamzité plyne, Ze 561 = 3 x 11 x 17 je absolutni
pseudoprvoéislo, nebot 3—1=2, 11 —1=10, 17—1 =16 a vSechna tato tii &isla
deli 560.

Oznad¢me ged(m, n) nejvétsi spoleény délitel pfirozenych éisel m a n. Potom mizeme
modifikovat zndmou Eulerovu funkci

p(n) = card{m € N: gecd(m,n) =1}

na tzv. Carmichaelovu lambda funkci A(n), ktera byla poprvé definovéna v roce 1912
(viz [6]).

Definice. Necht n je pfirozené ¢islo. Pak Carmichaelova lambda funkce A(n) je defi-
novana takto:

A1) =1=¢(1),
A2) =1=¢(2),
A4) =2 =¢(4),
A2%) =272 = $p(2¥) prok =3,
Ap*) = (p—1)p* 1 = p(»*) pro kazdé liché prvocislo p a k > 1,
)

= lcm()‘(pllﬁ)v >‘<p12€2>7 s )‘(pﬁ7‘>)7

kde p1, p2, ..., pr jsou vzdjemné riznd prvocéisla, k; = 1 pro 1 < ¢ < r a lem oznaduje
) ) ) K = = =
nejmensi spoleény nasobek.

Z definice funkce A(n) vidime, ze A(n) | ¢(n). Néasledujici ekvivalence (viz [17]) je
zobecnénim slavné Eulerovy-Fermatovy véty: Cisla a € N a n € N jsou nesoudélnd,
pravé kdyz

o™ =1 (mod n)

(srov. (1)).

Je zajimavé, ze kdyz Korselt dokézal vétu 3, neuvedl ani jeden priklad absolutniho
pseudoprvocisla. V roce 1910 R. D. Carmichael nezavisle objevil uvedené Korseltovo
kritérium a preformuloval je nasledujicim zptsobem, i kdyz nepouzil terminu , Car-
michaelovo ¢islo* (viz [5]):

%) Zndmé Wilsonova ekvivalence: ,p je prvocislo <= (p—1)! = —1 (mod p)“ se k testo-
vani prvociselnosti nehodi, nebot neni znam efektivni zpisob vypocétu faktoridlu modulo p.
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Véta 4 (Carmichaelova). SloZené éislo n je Carmichaelovo cislo, prdvé kdyZ n nent
délitelné ctvercem Zddného ptirozeného cisla (vétsiho neZ jedna) a A(n) | n — 1.

V élanku [5] Carmichael také ukazal, Ze kazdé Carmichaelovo ¢islo mé alespon t¥i pr-
vociselné délitele, a uvedl ¢tyri priklady Carmichaelovych ¢isel, které obsahovaly i dvé
nejmensi: 561 a 1105. V jeho dalsim ¢lanku [6] je uvedeno jiz patnact Carmichaelovych
¢isel. Podle [25] existuje jen 2163 Carmichaelovych &isel mensich nez 25 - 10°.

V préci [1] je ukdzano, Ze existuje nekoneéné mnoho Carmichaelovych ¢isel. Navic
je dokézano, ze pokud C(x) oznacuje pocet Carmichaelovych ¢isel nepfevysujicich x,
pak pro dostatecné velké x plati

C(z) > z/7.

6. Zavéreéné poznamky

Existuje nékolik zajimavych souvislosti mezi Fermatovymi cisly F,, = 22" +1,
m=0,1,2,..., a pseudoprvoéisly. V roce 1904 M. Cipolla dokézal, Ze n | 2" — 2 pro
n=22"4+1,m=0,1,2,.... O pét let pozd&ji Banachiewicz konstatoval, Ze viechna
Fermatova ¢isla jsou bud prvodcisla, anebo pseudoprvoéisla o zdkladu 2 (dikaz je
uveden napf. v [17, s. 36]). Mozn4, Ze pravé tento fakt vedl Fermata k jeho nespréavné
domnénce, Ze vSechna Fermatova ¢isla jsou prvocisla. Poznamenejme jesté, ze rovnéz
kazdé slozené Mersennovo cislo My, = 2P — 1, kde p je prvocislo, je pseudoprvocislo
(dtkaz je uveden napf. v [17, s. 44]).

Fermatova ¢isla pouzilo nékolik autord (viz [7], [11], [12], [31] a [39]) ke generovani
nekone¢né mnoha pseudoprvodisel. Nasledujici véta z roku 1904 dokdzana v [7] ukazuje,
jak 1ze Fermatova ¢isla pouzit k vytvoreni nekoneéné mnoha pseudoprvocisel, ktera
maji libovolné velky pocet prvociniteli.

Véta 5 (Cipollova). JestlifZe a >b>--->s>1an=F,Fy---Fs, pak n je pseudopr-
vocislo, pravé kdyz 2° > a. Pro libovolné velké m > 1 tedy existuje nekonecné mnoho
pseudoprvocisel, kterda magi alespon m rizngych prvociniteli.

V roce 1949 P. Erd6s dokéazal, Ze pro kazdé m > 1 existuje nekonecné mnoho
pseudoprvocisel, kterd maji pravé m rdznych prvocinitelt. Je zajimavé, ze prvni
dikaz nekone¢ného poctu pseudoprvocisel podal J. H. Jeans uz v roce 1897. V praci
[12] ukézal, ze kdyZz a > b a 2° > a, pak F,F, je pseudoprvoéislo. Tento vysledek je
specidlnim pripadem véty 5.

Poznamenejme jesté, ze pro libovolné slozené prirozené ¢islo n je podle binomické
véty rozdil a — a délitelny n pro a =n + 1. Odtud a ze vztahu (2) plyne, ze n je
pseudoprvocislo o zakladu n + 1.

Vyzkum v oblasti pseudoprvocisel je nyni znacné rozsahly. Existuje cela fada rozlic-
nych tiid pseudoprvodisel (viz [2], [13], [15], [17], [22], [34], [36], [39]), napf. jiz zminéna
absolutni pseudoprvocisla, Eulerova pseudoprvocisla, Fermatova d-pseudoprvodisla,
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Frobeniova pseudoprvocisla, Lehmerova pseudoprvocisla a Lehmerova superpseudo-

prvocisla, Lucasova pseudoprvodisla, Lucasova d-pseudoprvocisla a Lucasova super-

pseudoprvocisla, silnd pseudoprvodisla, superpseudoprvocisla aj. Teprve cas ukaze,

zda nékdy najdou uplatnéni také v praktickjch situacich podobné jako prvocisla.

Podé&kovani. Prace byla podpofena grantem A 1019201 GA Akademie véd CR.
Autori dékuji Mgr. HELENE HoLovskE, RNDr. KARLU Mickovi, DrSc., a Mgr. Ing.
JAKUBU SOLCOVI za cenné pfipominky.
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