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Matematika ve 20. stoleti

Michael Atiyah, Edinburgh

Hovotime-li o konci jednoho stoleti a zacatku druhého, mame na vybér dvé moznosti.
Obé jsou obtizné. Jedna z nich je podat prehled matematiky za poslednich sto let,
druhé je pfedvidat vyvoj matematiky béhem pfistich sta let. V tomto ¢lanku jsem si
tu nebudeme, abychom zjistili, jestli jsme se zmylili. Ale popsat sviij dojem z minulosti
je néco, s ¢im je velmi snadné nesouhlasit.

Vse, co mohu udélat, je vyjadiit zde sviij osobni nazor. Neni mozné popsat vSechno,
a tak vynechdm nékteré podstatné ¢asti pribéhu; castec¢né proto, Ze nejsem expert,
castecné proto, ze jsou zvefejnény jinde. Nezminim se napriklad o velkych udalostech
v oblasti mezi logikou a informatikou spojenych se jmény osobnosti, jako byl Hilbert,
Godel a Turing. Prave tak nefeknu mnoho o aplikacich matematiky, s vyjimkou apli-
kaci v ¢asticové fyzice, protoze je jich prili§ mnoho a protoze vyzaduji specialni zpiisob
vykladu. Kazdé z téchto témat by vyzadovalo samostatnou prednasku. Navic nema
zadny smysl pokusit se napsat seznam vét nebo dokonce seznam slavnych matematiki
za poslednich sto let. To by bylo dost nudné ¢teni. A tak misto toho chci zkusit vybrat
néktera témata, o kterych si myslim, Ze se dotykaji vice oblasti a jsou zadkladem jejich
vyvoje.

Dovolte mi nejprve uc¢init jednu obecnou poznadmku. Stoleti jsou hruba ¢isla. Neni
mozné opravdu veérit, Zze po sto letech se nahle néco zastavi a pak znovu za¢ne. Takze
pokud popisuji matematiku dvacatého stoleti, budu s daty zachizet pomérné volné.
Pokud néco zacalo v devadesatych letech 19. stoleti a pokracovalo to po zacatku stoleti
dvacatého, budu takovéto detaily prehlizet. Budu se chovat jako astronom a budu
pracovat s pribliznymi ¢isly. Ve skutecnosti mnoho udéalosti zacalo v devatenictém
stoleti a dozréalo az ve stoleti dvacatém.

Jednim z problému tohoto pokusu je to, Ze je velmi tézké se vcitit do situace
matematika na pocatku dvacatého stoleti. Béhem poslednich sta let totiz mnoho
véci z matematiky vrostlo do nasi kultury a do naseho zpiisobu uvazovani. Je velmi
obtizné se vcitit do doby, kdy lidé nepfemysleli v nasich pojmech. Naopak, pokud
udélate opravdu dulezity objev v matematice, budete tplné vynechan, budete prosté
absorbovan do obecného zdkladu. A tak je tfeba zkusit se vratit zpét a predstavit si
tu odlisnou dobu, kdy lidé nepremysleli stejné jako my dnes.

Z anglického origindlu MICHAEL ATIYAH: Mathematics in the 20th Century, Amer. Math.
Monthly 108 (2002), 654-666, ptelozil VLADIMIR SOUCEK.

Michael Atiyah byl ocenén Fieldsovou medaili v roce 1966. Tento ¢lanek vznikl prepisem
zdznamu jeho slavnostni fieldsovské pfednasky na svétovém matematickém kongresu v To-
rontu 7.—9. éervna 2000 (Svétovém roce matematiky).
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1. Od lokalniho ke globalnimu

Zacnéme tim, ze budu probirat néktera témata a strucné o nich pojednam. Prvni
téma by bylo mozné nazvat pifechod od lokalnich problémi k problémim globalnim.
V klasickém obdobi se matematikové vénovali zpravidla otdzkdm v malém méfitku,
napriklad v lokalnich soufadnicich. Ve dvacatém stoleti se diraz posunul k pokusim
zkoumat a rozumét chovani ve velkém méfitku, globalnimu chovani. A protoze je tézsi
porozumét globalnimu chovani, podstatna ¢ast zkouméni se stala vice kvalitativni
a vliv topologickych myslenek podstatné vzrostl. Byl to Poincaré, kdo nejen ucinil
prvni pionyrské kroky v topologii, ale zaroven predpovédél, ze topologie bude pod-
statnou soucasti matematiky 20. stoleti. Mimochodem to nebyl pfipad Hilberta a jeho
slavného seznamu problému. Na tomto seznamu lze topologii jen tézko nalézt. Ale
Poincaré vidél zcela jasné, ze topologie bude podstatnym faktorem budouciho vyvoje.

Zkusme projit n€kolik oblasti, pak bude vidét, co mam na mysli. Uvazujme napfiklad
komplexni analjzu (,teorii funkei®, jak byla tenkrdt nazyvana). Tato teorie byla ve
stfedu zajmu matematikt 19. stoleti, je dilem velkych osobnosti, jako byl Weierstrass.
Pro né slovo funkce znamenalo funkci jedné komplexni proménné a pro Weierstrasse
byla funkce mocninné fada, néco, na co je mozné si sdhnout, napsat a popsat zcela
explicitné; nebo také funkce zadana konkrétnim predpisem. Funkce byly dany expli-
citnimi vzorci, byly to zcela konkrétni objekty. Dilo Abela, Riemanna a jejich dalsich
nasledovnikt nas ale preneslo jinam. Funkce jiz nebyly popsany konkrétnimi vzorci,
ale spis jejich globalnimi vlastnostmi: tim, kde mély singularity, kde byly definovany
a kde mély své hodnoty. Tyto globélni vlastnosti byly vyzna¢nymi charakteristickymi
rysy prislusnych funkei. Lokalni rozvoj byl jen jednim ze zptsobi, jak se na né divat.

Podobna véc se stala v oblasti diferencidlnich rovnic. Vyfesit diferencidlni rovnici
puvodné znamenalo najit explicitni lokalni feSeni: néco, co lze konkrétné napsat
a sdhnout si na to. S dal$im vyvojem véci se feseni stavalo implicitnim. Nebylo nutné
tfeba je popsat hezkym konkrétnim vzorcem. Singularity feSeni byly tim, co opravdu
urcovalo globalni vlastnosti feSeni. To je ideové velmi podobné, i kdyz v detailech
odlisné, tomu, co se stalo v komplexni analyze.

V diferencidlni geometrii byly klasické prace Gaussovy a dalSich vénovany popisu
malych ¢asti ploch, lokalni kfivosti a lokélnim rovnicim popisujicim lokalni geometrii.
Posun odtud k velkym méritkim je zcela prirozeny, pokud je tfeba rozumét celkovému
globalnimu obrazu zaktivenych ploch a topologii s nimi spojené. Po ptfechodu od
malého k velkému se stanou topologické vlastnosti dominantnimi.

Ackoli to zdanlivé nepatii do téhoz schématu, také teorie ¢isel prodélala podobny
vyvoj. Odbornici v teorii ¢isel rozlisuji to, co nazyvaji ,lokalni teorii“, kde mluvi
o kazdém prvocisle zvl4st, o jednom prvocisle po druhém; a ,globalni teorii“, kdy
uvazuji vSechna prvocisla najednou. Tato analogie mezi prvocisly a body, mezi lokal-
nim a globalnim, sehrala dilezitou tlohu ve vyvoji teorie Cisel a myslenky, které se
objevily béhem rozvoje topologie, ovlivnily vyvoj v teorii ¢isel.

Ve fyzice se samoziejmé klasicka teorie zabyvala lokdlnimi otdzkami, kde napisete
diferencialni rovnici, ktera popisuje chovani systému v malych ¢asovych tsecich, a pak
musite studovat jeho asymptotické chovani. Celd fyzika se ve skutecnosti zabyva
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snahou predpovédét, co se stane pii pfechodu od malych méritek, kde véci dobfe
chapeme, k méritkim velkym a k celkovym zavéram.

2. Rust dimenze

Druhé téma je odlisné, nazval bych ho zvétsovani dimenze. Zacnéme opét s klasickou
teoril funkeci: klasickd teorie komplexnich funkci byla pfedevsim teorii funkei jedné
komplexni proménné, kterd byla studoviana do detailu a do velké hloubky. Ptechod
ke dvéma nebo vice proménnym nastal v podstaté az ve 20. stoleti; v této oblasti se
objevily zcela nové jevy. Teorie funkci mnoha komplexnich proménnych se postupné
stavala ¢im déle, tim vice dominantni. Je to jedna z nejlaspésnéjsich teorii v matematice
dvacatého stoleti.

V diferencialni geometrii byly podobné v minulosti studovany zejména kiivky a plo-
chy. Dnes je samoziejmosti studium geometrie n-dimenzionalnich variet a musite se
potadné zamyslet, abyste si uvédomili, jak podstatny krok to byl. V zacatcich byly
kiivky a plochy objekty, které bylo mozno opravdu vidét v prostoru. Vyssi dimenze
byly trochu fiktivni, objekty v této oblasti bylo sice mozné si predstavit matema-
ticky, ale nebyly brany prilis vazné. Fakt, Ze tyto objekty je tfeba uvazovat seriézné
a podrobné je zkoumat, pfineslo az 20. stoleti. Podobné nebylo pro nase predchidce
z 19. stoleti tak iplné samoziejmé uvazovat o ristu poctu funkei, studovat ne jednu,
ale vice funkci najednou, tj. zajimat se o vektorové-hodnotové funkce. Takze doslo
k ristu poctu jak nezavislych, tak zavislych proménnych.

Linearni algebra sice vzdy studovala vice proménnych, ale rist dimenze zde byl
od vektorového prostoru konecné dimenze k Hilbertovu prostoru, ktery mél dimenzi
nekone¢nou. Zde ovSem také hrala roli matematicka analyza. Po funkcich vice pro-
ménnych prisly na fadu funkce funkci aneb funkcionaly. To jsou funkce na vekto-
rovych prostorech funkci. Tyto vSechny prostory maji v jistém smyslu nekonecné
mnoho promeénnych, prislusna teorie dostala nazev variacni pocet. Podobné situace
nastala u obecnych (nelinedrnich) funkci, coz byl stary obor, ktery se ale stal opravdu
dilezitym az ve 20. stoleti.

3. Od komutativniho k nekomutativnimu

Posun od komutativnich teorii k teoriim nekomutativnim je pravdépodobné nej-
typic¢téjsi rys matematiky dvacatého stoleti, zejména pak algebry. Nekomutativni
aspekty algebry se staly extrémné dtlezité, jejich kofeny ovSem sahaji do 19. stoleti.
Tyto kofeny jsou rtzné. Hamiltonovy prace o kvaternionech byly pravdépodobné
nejvétsim prekvapenim a mély obrovsky dopad motivovany myslenkami souvisejicimi

s fyzikou. Byly zde vysledky Grassmanna o vnéjsich algebrach — coz je dalsi alge-
braicky systém, ktery je v soucasné dobé zahrnut do moderni teorie diferencialnich
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forem. Dal$imi vyzna¢nymi objevy tohoto obdobi byly samoziejmé Galoisova teorie,
ktera se opirala o teorii grup, a Cayleyovy prace o maticich, zalozené na linearni
algebre.

Vsechny tyto objevy jsou riznymi proudy a cestami, které vytvotily zaklad pro
zavedeni nekomutativniho nasobeni do algebry, které je samoziejmou soucasti alge-
braickych systémut dvacatého stoleti. My uz si to ani neuvédomujeme, ale jiz uvedené
priklady tvotily, kazdy svym zptsobem, zcela zasadni prilomy. A aplikace téchto mys-
lenek ovSem pfisly zcela neocekavané z rtiznych stran. Pouziti teorie matic a nekomu-
tativniho nasobeni mélo dulezitou roli pfi zrodu kvantové mechaniky. Heisenbergovy
komutac¢ni relace davaji nejvyznamnéjsi priklad podstatného pouziti nekomutativni
algebry ve fyzice, ktery pozdéji von Neumann pfetvoril do teorie operatorovych
algeber.

Teorie grup byla také dominantnim rysem dvacatého stoleti. Vratim se k ni pozdéji.

4. Od linearniho k nelinearnimu

Moje dalsi téma je pfechod od linearnich teorii k teoriim nelinedrnim. Velké soucasti
klasické matematiky jsou v podstaté linearni, a pokud nejsou linearni zcela, jsou za-
lozeny na linedrni aproximaci svého perturba¢niho rozvoje. Podstatné nelinearni jevy
jsou mnohem tézsi. Prislusné teorie se dockaly vyznamného rozvoje az ve dvacatém
stoleti.

Pribéh zacina geometrii: eukleidovskd geometrie, tj. geometrie roviny, prostoru, pii-
mek, to vSe je linedrni teorie. Ta pak pokracuje né€kolika rtiznymi stadii neeukleidovské
geometrie az k Riemannové obecnéjsi geometrii, ktera je jiz podstatné nelinearni.
V oblasti diferencidlnich rovnic pfineslo dikladnéjsi studium nelinedrnich pfipadua
celé spektrum novych jevi, které nehraly zadnou roli v klasickych spisech. Abych
uvedl dva z nich: solitony a chaos, dva velmi odlisné aspekty teorie diferencialnich
rovnic, které se staly vyjimecné dulezitymi a popularnimi ve dvacatém stoleti. Jsou to
dva opacné extrémy. Solitony reprezentuji necekané organizované chovani nelinearnich
diferencidlnich rovnic a chaos reprezentuje necekané chaotické chovani. Oba typy se
objevuji v ruznych rezimech a jsou zajimavé a dtlezité, ale jsou to zasadné nelinearni
jevy. I v tomto pfipadé je mozné najit vyskyt nékterych ¢lankt o solitonech jiz na
samém konci devatenactého stoleti.

Ve fyzice jsou Maxwellovy rovnice, zakladni rovnice pro elektromagnetické pole,
linearni parcialni diferencialni rovnice. Jejich protipdl, slavné Yangovy-Millsovy rov-
nice, jsou nelinedrni parcialni diferencidlni rovnice, které se pouzivaji pri popisu
sil, jez plisobi na nejjemnéjsich tirovnich hmoty. Jsou to rovnice nelinearni, protoze
Yangovy-Millsovy rovnice jsou v podstaté maticovou verzi Maxwellovych rovnic. Ze
soucin matic neni komutativni, je divodem pro existenci nelinedrniho ¢lenu v téchto
rovnicich, coz je velmi zajimavy piiklad souvislosti mezi nelinearitou a nekomutativ-
nosti. Nekomutativita vytvafi nelinearitu zvlastniho druhu, kterd je obzvlast zajimava
a dulezita.
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5. Geometrie proti algebre

Doposud jsem vybral nékolik obecnych témat. Ted se chci vénovat dichotomii v ma-
tematice, ktera je neustale s ndmi a osciluje sem a tam a ktera mi dava prilezitost pridat
nékolik filozofickych spekulaci a poznamek. Jde o dichotomii mezi geometrii a algebrou.
Jsou to dva formalni pilife matematiky a oba jsou velmi starodavné. Geometrie pochazi
z obdobi feckych klasikl a jejich pfedchtudct. Za algebru vdécime Arabum a Indum.
Obé tvori zaklad matematiky, ale jejich vztah nebyl vzdy jednoduchy.

Zacnéme vsak od pocatku. Eukleidovska teorie je prvni a zakladni pfiklad mate-
matické teorie. Byla to teorie po vytce geometrickd az do casti Descartovych, ktery
zavedl algebraické soufadnice v roviné, jez nyni nazyvame kartézské souradnice. To
byl pokus redukovat geometrické uvazovani na algebraické manipulace. Byl to ovSsem
velkolepy objev a silny ttok na geometrii ze strany algebraikti. Pokud porovname
analyzu v dile Newtona a Leibnize, kazda z nich se hlasi k jiné tradici: Newton byl
ve své podstaté geometr, zatimco Leibniz byl svym zaloZzenim algebraik a oba pro
to méli dobré divody. Pro Newtona byla geometrie, nebo kalkulus v jeho pojeti,
matematickym pokusem o popis zakont pfirody. Jeho zdjmem byla fyzika v Sirokém
slova smyslu. Pokud chcete rozumét tomu, jak véci funguji, pfemyslite v pojmech svéta
kolem sebe, v geometrickych obrazech. Kdyz si Newton vymyslel kalkulus, chtél najit
jeho formu tak, aby byla co nejblize fyzikalnimu obsahu za nim. To byl duvod, pro¢
uzival geometrické argumenty, aby byl co nejblize k vyznamu véci. Na druhé strané
Leibniz mél cil, velmi ambiciézni cil, formalizovat celou matematiku a vytvorit z ni
velky algebraicky systém. To bylo pravé v protikladu Newtonovu pfistupu. Oba také
uzivali velmi odlisné oznaceni. Jak vime, ve velkém sporu mezi Newtonem a Leibnizem
vyhralo oznaceni zavedené Leibnizem. Dodnes pouzivame jeho zptisob oznacovani
derivace. Duch Newtonova pfistupu je zde stéle, ale byl po dlouhou dobu pohiben.

Pred sto lety, koncem devatenactého stoleti, vynikaly dvé hlavni postavy v mate-
matice — Poincaré a Hilbert. Uz jsem se o nich zminil, byli velmi zhruba feceno zaky
Newtona, resp. Leibnize. Styl Poincarého byl blizsi duchu geometrie a topologie, uzival
tyto nastroje jako zaklad své intuice. Hilbert byl vice formalista; chtél mit matematiku
zaloZenou na axiomech, formalné presnou, s dikladnou a precizni prezentaci. Kazdy
z nich néalezel k jiné tradici, i kdyz je tézké velké matematiky zaradit do pfedepsanych
kategorii.

Pri ptiprave této pfednasky jsem si uvédomil, ze bych mél pridat jesté dalsi jména ze
soucasné generace, kterd by reprezentovala pokracovani téchto tradic. Je velmi tézké
mluvit o Zijicich osobdch — koho pfidat do seznamu? Ale pak jsem si fekl: komu by
vadilo mit své jméno na kterékoliv strané tak slavného seznamu? A tak jsem vybral
dvé jména: Arnolda — dédice tradice Newtona a Poincarého, a Bourbakiho — podle
mého nazoru nejslavnéjsiho zaka Davida Hilberta. Arnold se nikterak netaji tim, Ze
jeho pristup k mechanice, nebo spis k fyzice, je v podstaté geometricky, s kofeny
jdoucimi zpét k Newtonovi; a Ze vSe, co bylo mezi tim, s vyjimkou nékolika osobnosti,
jako byl Riemann (ktery tak trochu vybocoval), poklada za slepou ulicku. Bourbaki
se pokusil pokracovat v Hilbertové programu axiomatizace a formalizace matematiky
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ve velkém rozsahu a s jistym tspéchem. Kazdy z téchto pristuptt méa své prednosti,
ale je mezi nimi napéti.

Rad bych ted vysvétlil sviij vlastni ndzor na rozdily mezi geometrii a algebrou.
Geometrie popisuje samoziejmé prostor, o tom neni pochyb. Kdyz se podivam mezi
posluchace v této mistnosti, mohu vidét velmi mnoho, v jedné vtefiné nebo zlomku
vtefiny mohu ziskat obrovské mnozstvi informaci, coz neni ovSem nahoda. Nas mozek
je uzpusoben tak, ze se prednostné vénuje tomu, co vidime. Podle informaci pratel,
ktefi pracuji v neurofyziologii, pouziva zrak kolem 80 ¢i 90 procent kiry mozkové.
Existuje zde asi 17 rtznych center a kazdé z nich zpracovava rizné c¢asti zrakovych
informaci; nékteré z nich se soustfeduji na informace o svislych liniich, dalsi o liniich
vodorovnych, jina zpracovavaji idaje o barvé, perspektivé a kone¢né dalsi z nich jsou
odpovédnéa za vyznam a interpretaci. Porozuméni a pochopeni svéta, ktery vidime, je
velmi dilezita soucast naseho vyvoje. Proto je prostorova intuice a prostorové vnimani
mimofadné Uc¢inny nastroj a to je divod, pro¢ je geometrie tak podstatnou casti
matematiky — nejen pro ty ¢asti, které jsou zfejmé geometrické, ale i pro ty ostatni.
Pokousime se je prevést do geometrickych pojmi, abychom mohli uzivat svou intuici.
Nase intuice je na$ nejmocnéjsi néstroj. To je zcela jasné, kdyz se pokusite vysvétlit
néjakou matematickou otazku studentovi nebo kolegovi. Mate dlouhou a obtiznou
diskusi, az koneéné student porozumi. A co fekne? Rekne ,Uz to vidim!“ Vidét
je synonymum pro chadpani a slovo ,vnimani“!) pouZivAme pro obé véci soucasné.
To je pfinejmensim pravda v anglickém jazyce a bylo by zajimavé to porovnat se
situaci v jinych jazycich. Povazuji za zcela podstatné, Ze se lidsky mozek vyvinul
s mimoradnou kapacitou pojmout ohromné mnozstvi informace pomoci okamzitého
zrakového vjemu. Matematika to pfejimé a zdokonaluje.

Na druhou stranu algebra (a na to moznd muzete mit i jiny nézor) podstatné
z4visi na pribéhu ¢asu. At péstujete jakykoliv druh algebry, posloupnost operaci je
vykonavana jedna po druhé a souslovi ,jedna po druhé“ znamend, Ze vSe probiha
v Case. Ve statickém vesmiru si nelze predstavit algebru, ale geometrie je v podstaté
staticka. Mohu zde sedét, divat se a nic se nemusi ménit, ale ja to stdle mohu videét.
Algebra naopak potiebuje cas, protoZe se zabyva operacemi, které se uskuteciiuji
postupné. Kdyz rikdm ,algebra“, nemyslim tim jen moderni algebru. Jakykoliv al-
goritmus, libovolny vypocet je posloupnost krokd vykonavanych jeden po druhém,
jak je obzvlast ziejmé u modernich podcitaci. Ty zpracovavaji jako vstupni informaci
proud nul a jednicek a na ni odpovidaji.

Algebra se zabyva manipulacemi v case, geometrie zkouméa prostor. To jsou dva
dopliiujici se aspekty svéta, reprezentujici riazné pristupy v matematice. A tak diskuse
¢i dialog mezi matematiky v minulosti o relativni dilezitosti geometrie a algebry se
tyka zcela zakladni otazky.

Neni samoziejmé rozumné chapat tuto otazku jako diskusi, kde jedna strana pro-
hraje a druhé vyhraje. Lze to pfiblizit analogii: ptat se ,Mam byt algebraik nebo
geometr?“ je podobné otédzce ,Chtél byste byt radsi hluchy nebo slepy?“ Jste-li

Yy Pozn. prekl.: V originale ,perception®.
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slepy, nevidite prostor, jste-li hluchy, neslysite, a proces slySeni se uskuteciiuje v case.
Samoziejmé, davame prednost tomu mit obé dvé tyto schopnosti.

Ve fyzice existuje analogické rozdéleni na teorii a experimenty. Fyzika ma dvé ¢asti:
teorii — pojmy, mySlenky, slova, zakony — a experimentdlni pristroje. Teorii chapu
v Sirsim slova smyslu geometricky, protoze se zabyva vécmi, které se odehravaji v real-
ném svété. Na druhou stranu, experiment je spiSe podobny algebraickému vypoctu.
Néco vykonavate v ¢ase; mérite jista ¢isla; dosazujete je do vzorci, ale zakladni pojmy,
které stoji za experimenty, jsou ¢asti geometrické tradice.

Jeden zpisob, jak chapat diskutovany protiklad ve vice filozofickém ¢i literarnim
ramci, je Fici, ze algebra je pro geometra néco, co lze nazvat ,faustovskym pokuSenim*.
Jak je zndmo, v Goethové romanu d4bel nabidl Faustovi, cokoliv si bude prat, pokud
mu prodé dusi. Algebra je pokuseni, které nabizi dabel matematiktim. Rika: ,Dam ti
tuto mocnou teorii, kterd ti zodpovi jakoukoliv otazku. Staci, kdyz mi das svou dusi:
vzdej se geometrie a dostanes tento zazracny stroj.“ [V soucasnosti je mozné si pod tim
predstavit po¢itac¢!] My ovSem chceme mit oboji: jako bychom §idili dabla a tvrdili, Ze
prodavame svou dusi, ale nechtéli ji dat. Ale nebezpedi pro dusi tu existuje, protoze
kdyz prejdeme k mechanickym vypoctim, prestaneme premyslet; prestaneme myslet
geometricky, prestaneme premyslet o smyslu.

Tady jsem trochu nespravedlivy k algebraikim, ale cil algebry je vzdy vytvorit
vzorec, ktery se da vlozit do stroje, zatocit klikou a dostat odpovéd. Vezmete néco,
co mélo vyznam, pretvofite to do vzorce; a na konci dostanete odpovéd. B&hem
vypoctu uz nemusite premyslet o tom, ¢emu jednotlivé kroky v algebfe odpovidaji
v geometrii. Ztracite vhled to toho, co se déje, a ten mlze byt v rdznych stadiich
dilezity. Nesmite se uplné vzdat intuice! MoZnéa ji pozdé&ji budete potfebovat. To je
to, co minim faustovskym pokusenim. To, co fikam, je urcité provokativni.

Tento vybér mezi geometrii a algebrou vedl k hybridtim, které je michaji dohromady,
a déleni mezi algebru a geometrii neni tak pfimocaré a naivni, jak jsem je pravé popsal.
Napftiklad algebraici ¢asto uzivaji diagramy. A jsou diagramy néco jiného nez tstupky
geometrické intuici?

6. Spole¢né postupy

Nyni se vratme a vénujme se tématim nikoliv z hlediska obsahu, ale z hlediska
postupti a spoleénych metod pouzivanych v ptislusnjch oblastech. Rad bych popsal
nékolik spoleénych metod, které byly pouzity v celé fadé rtznych oblasti. Prvni
metodou je

Homologicka teorie

Homologicka teorie zac¢inala historicky jako vétev topologie. Uvazujme nésledujici
situaci. Mate slozity topologicky prostor a potfebujete z néj ziskat néjakou jedno-
duchou informaci, tykajici se po¢tu dér nebo néceho podobného, néjaké aditivni
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linearni invarianty, které by bylo mozno prifadit slozitému prostoru. Je to, prejete-li
si, konstrukce linedrnich invariantd v nelinearni situaci. Geometricky je mozné si
predstavit cykly (napf. uzaviené kiivky ¢i plochy), které muzZete s¢itat a odé¢itat,
a pak dostanete to, ¢emu se fikd homologicka grupa ptislusného prostoru. Homologie
je zakladni algebraicky nastroj, ktery byl objeven v prvni poloviné dvacéatého stoleti
jako postup, jak ziskat jisté informace o topologickém prostoru; kousek algebry ziskané
7 geometrické situace.

Homologie se také objevila v jiné souvislosti: dalsim zdrojem homologické teorie jsou
Hilbertovy prace o polynomech. Polynomy jsou funkce, které nejsou linearni a které
miiZzete nasobit a dostavat tak polynomy vyssich stupnd. Obrovskym Hilbertovym
prinosem zde bylo studium ,ideald“, linedarnich kombinaci polynomt, které maji
spolecné nulové body. Hilbert hledal generatory pro tyto idealy. Mnoziny generatori
mohou byt vzajemné zavislé, a tak Hilbert hledal relace mezi generatory a pak relace
mezi témito relacemi. Dostal tak hierarchii takovychto relaci, které byly pozdéji
nazvany ,Hilbertovy syzygy“. Tato Hilbertova teorie je velmi hluboky zptsob, jak
redukovat nelinearni situaci — studium polynomt — na situaci linedrni. D4 se Tict, ze
Hilbert sestrojil slozity systém linearnich relaci, ktery v sobé obsahoval jistou informaci
o nelinearnich objektech, o polynomech.

Tato algebraicka teorie je ve skutecnosti velmi podobnéa topologické teorii. Obé jsou
dnes spojeny v tom, ¢emu dnes fikdme ,homologické algebra“. Jednim z obrovskych
uspéchu algebraické geometrie v padesatych letech bylo sestrojeni kohomologické
teorie svazkl a jeji rozsifeni na piipad geometrie analytické (tj. rozsifeni vysledkt
7z algebraické geometrie na teorii funkci redlnych nebo komplexnich proménnych).
Tuto teorii ve Francii vytvorili Leray, Cartan, Serre a Grothendieck. Je to kombinace
topologickych myslenek Riemanna a Poincarého a algebraickych postupt Hilberta
spolu s jistou davkou analyzy pridané ve vhodném poméru.

Ukézalo se, Ze teorie homologie ma jesté Sirsi pouziti v dalSich odvétvich algebry. Je
mozné zavést homologické grupy, coz jsou vzdy linedrni objekty pfifazené objekttim
nelinedrnim. Pokud uvazujete grupy, naptiklad konecné grupy, nebo Lieovy algebry,
pro oba ptipady existuji piislusné homologické grupy. V teorii ¢isel existuji velmi
dulezité aplikace homologické teorie, tykajici se Galoisovy grupy. Homologicka teorie
se tedy stala jednim z velmi mocnych nastroji pro analyzu celého spektra rtznych
situaci; je to jev typicky pro matematiku dvacatého stoleti.

K-teorie

Dalsi teorie, kterd je v mnoha smérech podobné teorii homologické a kterd byla
Siroce pouzivana a pronikla do mnoha odvétvi matematiky, je pozdéjsiho data. Neob-
jevila se dfive nez v poloviné dvacatého stoleti, i kdyz jeji koreny jsou také podstatné
starsi. Rik4 se ji tradiéné ,, K-teorie“ a souvisi ve skute¢nosti tizce s teorii reprezentaci.
Teorie reprezentaci grup (napf. koneénych grup) sahd do devatenédctého stoleti, ale
jeji moderni forma, K-teorie, vznikala pozdéji. K-teorii si lze pfedstavit nasledujicim
zpusobem: je to pokus uvazovat teorii matic, ve které je soucin matic nekomutativni,
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a pfitom se snaZit sestrojit abelovské (tj. komutativni) neboli linedrni invarianty matic.
Prikladem takovych komutativnich invariantt teorie matic jsou stopa matice a jeji
determinant a K-teorie je systematicky postup umoznujici jejich popis. Nékdy se ji
také fika ,stabilni lineadrni algebra“. Zakladni myslenka je tato: uvazujme dvé matice
A a B, které spolu nekomutuji. Tyto matice spolu budou komutovat, pokud je umistite
do dvou riznych diagonalnich blokd pfislusnych (dostateéné velkych) blokovych matic.
Protoze ve velkém prostoru miizete véci volné mezi sebou presouvat, mizete to v jistém
priblizném smyslu povazovat za vhodny zpusob, jak ziskat jakousi ¢aste¢nou informaci.
To je zéklad metod K-teorie. Je to podobné homologické teorii, v obou pripadech se
pokousime ziskat linearni informaci z komplikované nelinearni situace.

V algebraické geometrii pouzil K-teorii poprvé s pozoruhodnym tispéchem Grothen-
dieck v uzké souvislosti s pfibéhem o teorii svazkl zminénym pied chvili a v souvislosti
se svou praci na zobecnéné Riemannové-Rochové vété.

V topologii jsme se ujali téchto myslenek spolu s Hirzebruchem a pouzili je v Cisté
topologickém kontextu. Je mozné fici, ze zatimco Grothendieckova préace souvisi
s Hilbertovou teorii o syzygach, nase prace je spise svazana s myslenkami Riemanna
a Poincarého o homologiich a pouziva spojité funkce misto polynomi. K-teorie také
sehrala roli ve vété o indexu pro eliptické parcidlni diferencialni rovnice.

V jiném sméru na algebraické strané tématu a s moznymi aplikacemi v teorii ¢isel
rozvijeli K-teorii Milnor, Quillen a dalsi. To také vedlo k mnoha zajimavym otazkam.

Ve funkcionalni analyze byla spojitd K-teorie rozsifena praci mnoha dalsich vcetné
Kasparova na pfipad nekomutativnich C*-algeber. Spojité funkce na daném topologic-
kém prostoru tvori komutativni algebru, ale v jinych situacich vznikaji nekomutativni
analogie téchto algeber a funkcionalni analyza tvori pfirozeny ramec pro otazky tohoto
druhu.

A tak je K-teorie dalsi metoda, ke které existuje celd fada ruznych ¢asti matematiky,
kde ma tento jednoduchy formalismus pfirozené uplatnéni, i kdyz v kazdém jednot-
livém pripadé existuji velmi slozité technické problémy typické pro prislusnou oblast,
které souviseji s dalsimi soucastmi pfislusné oblasti. Neni to spole¢ny nastroj, spise
jde o spole¢ny ramec s fadou analogii a podobnosti mezi jednotlivymi ¢astmi. Velkou
¢ast této teorie také rozsitil Alain Connes na piipad ,nekomutativni diferencidlni
geometrie®.

Je velmi zajimavé, ze zcela nedavno objevil E. Witten ve svych ¢lancich o teorii
strun (jde o nejnovéjsi ideje v teorii elementérnich ¢astic) zajimavy zptisob, jak vyuzit
K-teorii pro velmi pfirozenou formulaci pojmu spojenych se ,zachovavajicimi se veli-
¢inami“. Puvodné se predpokladalo, ze vhodné pojmy budou nalezeny v homologické
teorii, ale nyni se zda, ze K-teorie nabizi lep$i moznost.

Lieovy grupy

Dalsim sjednocujicim konceptem, ktery neni jen uzite¢nou technikou, je pojem
Lieovy grupy. Mezi zékladni pfiklady Lieovych grup patfi ortogonélni, unitarni a sym-
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plekticka grupa?) spolu s nékolika vyjimeé¢nymi dalsimi pifpady. Lieovy grupy hrély
velmi dulezitou roli v historii matematiky dvacatého stoleti. I zde sahaji kofeny do
stoleti devatenactého. Sophus Lie byl norsky matematik, ktery zil v devatenactém
stoleti a ktery s Felixem Kleinem a dalsimi matematiky vytvoril ,teorii spojitych
grup“, jak ji fikali. Pro Kleina to byla ptivodné myslenka vedouci k pokusu o sjednoceni
dvou odlisnych typt geometrii: geometrie eukleidovské a geometrie neeukleidovské.
I kdyz toto usili zacalo v devatendctém stoleti, rozvinulo se opravdu az ve stoleti
dvacétém, ve kterém pak méla teorie Lieovych grup dominantni roli jako sjednocujici
koncept, v jehoz ramci bylo mozné studovat mnoho riznych otazek.

Uz jsem se zminil o roli Kleinovych myslenek v rozvoji geometrie. Geometrie chapal
jako homogenni prostory, v nichZ bylo mozné volné pfemistovat véci z mista na misto
bez jejich deformace. Tyto prostory byly charakterizovany pfislusnou grupou izome-
tril. Grupa eukleidovskych shodnosti vede na eukleidovskou geometrii, hyperbolicka
geometrie odpovida jiné grupé izometrii. A tak kazdd homogenni geometrie mé svou
odpovidajici Lieovu grupu. Ale pozdéji, pod vlivem geometrickych praci Riemanna,
se pozornost presunula na geometrie, které nebyly homogenni, kde se kiivost ménila
od mista k mistu a kde nebyly zadné globalni symetrie celého prostoru. Nicméné
i zde mély Lieovy grupy stale podstatnou roli, protoze se objevovaly na infinitezimalni
arovni, protoze v teéném prostoru existuji eukleidovské souradnice. Lieovy grupy
se tedy objevily znovu v teéném prostoru, infinitezimalné. Ale protoze bylo tfeba
porovnavat rizné body v rtiznych mistech, bylo tfeba véci néjakym zpiisobem ménit,
aby bylo mozné pokryt pripady rtznych Lieovych grup. To byla teorie, kterou vyvinul
Elie Cartan a ktera tvoii zaklad moderni diferencidlni geometrie, pravé tak jako tvoii
ramec, ktery byl podstatny pro Einsteinovu teorii relativity. Einsteinova teorie byla
samoziejmé hnacim motorem celého dalsiho vyvoje diferencidlni geometrie.

V priibéhu dvacatého stoleti vyzadovaly globalni otazky, o kterych jsme jiz mluvili,
Lieovy grupy a diferencialni geometrii na globalni trovni. Podstatny vyvoj, ktery
prinesly prace Borela a Hirzebrucha, vedl k objevu toho, ¢emu se dnes fika ,.charak-
teristické t¥idy“. Jsou to topologické invarianty, které kombinuji tti klicové soucasti:
Lieovy grupy, diferencialni geometrii a topologii, a ovSem také Lieovy algebry pfislusné
ke grupam samotnym.

Ve smeéru bliz§im k analyze vznikla teorie, kterd se nyni nazyva nekomutativni
harmonicka analyza. Je to zobecnéni Fourierovy teorie, kde Fourierovy fady nebo
Fourierav integral odpovidaji harmonické analyze na komutativnich Lieovych grupach,
na kruznici, resp. na redlné primce. Kdyz nahradime tyto grupy slozitéjsimi Lieovymi
grupami, dostaneme velmi krasnou a obsahlou teorii, ktera kombinuje teorii reprezen-
taci Lieovych grup a analjzu. Je to v podstaté celozivotni dilo Harishe-Chandry.

V teorii ¢isel existuje rozsahly tzv. ,Langlandsiv program*, ktery mé také tizkou
souvislost s teorii Harishe-Chandry a ktery se odehrava v ramci teorie Lieovych grup.
Kazdé Lieové grupé odpovida prislusna teorie ¢isel a Langlandstv program, ktery byl

2) Poznamka redakce: Symplektickd grupa v n-rozmérném prostoru je mnozina vsSech
linearnich transformaci, které jsou invariantni vzhledem k nedegenerovanym antisymetrickym
bilinearnim formam.
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do jisté miry uskutec¢nén. Program ovlivnil velkou ¢ast prace v algebraické teorii ¢isel
v druhé poloviné dvacatého stoleti. Do tohoto okruhu spadéa studium modularnich
forem véetné prace Andrewa Wilese na dikazu velké Fermatovy véty.

Zdélo by se, ze Lieovy grupy jsou obzvlast dilezité hlavné v geometrickém kontextu,
diky potrebé spojité deformace, ale analogie Lieovych grup nad koneénymi télesy
vedou ke koneénym grupam a vétSina konec¢nych grup vznika timto zpisobem. Proto
se metody z nékterych ¢asti teorie Lieovych grup pouzivaji i v diskrétni situaci pro
konecné télesa nebo pro lokalni télesa. Je zde mnoho praci, které patti do Cisté algebry;
napriklad prace spojené se jménem George Lusztiga, kde jsou studovany reprezentace
takovychto konecnych grup a kde mnoho metod jiz zminénych ma své protéjsky.

7. Kone¢né grupy

To nas dovedlo az ke koneénym grupam a pfipominéd mi, zZe klasifikace konec¢nych
grup je néco, kde jsem dluzen jisté priznani. Pfed nékolika lety jsem poskytl rozho-
vor v dobé, kdy se klasifikace konecnych jednoduchych grup blizila ke svému konci.
V rozhovoru jsem dostal otazku, co si o klasifikaci myslim. Byl jsem natolik piikry,
7e jsem Tekl, Ze ji nepokladam za prili§ podstatnou. K tomuto nazoru mé vedlo to, ze
vysledkem klasifikace byl seznam, ktery obsahoval vétsinou znadmé konecné jednoduché
grupy spolu s nékolika vyjimkami. V jistém smyslu to byl vysledek, ktery uzaviral tuto
oblast, ale neotviral novou. Kdyz se véci uzaviraji, misto aby se otviraly nové, nejsem
z toho prili§ nadseny. Mnoha svych pratel pracujicich v této oblasti jsem se ovSem
velmi, velmi dotkl. Musel jsem potom nosit néco na zptisob nepriistfelné vesty!?)

Je tu ale okolnost, ktera situaci zachranila. Uz jsem se zde zminil, Ze nejvétsi grupa
na seznamu takzvanych ,sporadickych grup® dostala jméno ,Monstrum®. Jsem pie-
svédcen, Ze objev tohoto Monstra je sam o sobé velice vzrusujici vysledek klasifikace.
Ukéazalo se, ze Monstrum je neobycejné zajimavy objekt, ktery je v soucasné dobé
stale jesté zkouman. M4 neocekavané souvislosti s vétsinou dalsich partii matematiky,
s eliptickymi moduldrnimi funkcemi, a dokonce i s teoretickou fyzikou a kvantovou
teorii pole. To byl velmi zajimavy vedlejsi produkt klasifikace, kterd sama, jak jsem
fekl, zaviela dvefe. Monstrum je ale opét otevielo.

8. Vliv fyziky

Ted bych se chtél vénovat jinému tématu, kterym je vliv fyziky na matematiku.
Po celou dobu historického vyvoje byla fyzika pfimo spojena s matematikou. Velké
¢asti matematiky, napt. kalkulus, byly vynalezeny pro feSeni fyzikalnich problém.
V poloviné dvacatého stoleti se toto spojeni mozné stalo méné ziejmé. VétsSina Cisté

3) Pozn. prekl.: Viz R. MINIO: Rozhovor s Michaelem Atiyahem. PMFA 31 (1986),
154-168.
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matematiky se velmi dobfe vyvijela nezavisle na fyzice, ale v posledni ¢tvrtiné dva-
catého stoleti se véci dramaticky zménily. Chtél bych ted struéné popsat tuto novou
interakei fyziky s matematikou, a obzvlast s geometrii.

V devatenactém stoleti prispél Hamilton k vyvoji klasické mechaniky tim, Ze za-
vedl to, co dnes nazyvame hamiltonovskym formalismem. Klasickd mechanika vedla
k rozvoji tzv. ,symplektické geometrie”. Je to vétev geometrie, kterd mohla byt velmi
dobie studovana mnohem dfive, ale ve skutecnosti byla podstatné rozvinuta teprve
béhem poslednich dvou desetileti. Ukazalo se, Ze jde o velmi bohatou ¢ast geometrie.
Geometrie mé, ve smyslu, ve kterém toto slovo pouzivam, t¥i vétve: Riemannovu geo-
metrii, komplexni geometrii a symplektickou geometrii, které odpovidaji pfislusSnym
tfem typum Lieovych grup. Symplektickd geometrie je nejmladsi z nich a v jistém
smyslu mozné nejzajimavejsi. Urcité je to ta, kterda ma vyjimecné tzkou souvislost
s fyzikou, diky svym historickym kofeniim souvisejicim s hamiltonovskou mechanikou
a nedavnymi vztahy ke kvantové mechanice.

Maxwellovy rovnice, o nichz jsem se jiz zminil a které jsou zakladnimi linedrnimi
rovnicemi elektromagnetismu, byly motivaci pro Hodgeovy prace o harmonickych
forméach a pro jejich dalsi aplikace v algebraické geometrii. To vedlo k neobycejné
plodné teorii, kterd byla v pozadi velkého mnozstvi praci v geometrii od t¥icatych let
dvacatého stoleti.

Jiz jsem se také zminil o obecné teorii relativity a o Einsteinové praci. Kvan-
tovd mechanika samoziejmé také pfispéla mimoradnym vkladem. A to nejen svymi
komutacnimi relacemi, ale jesté podstatnéji svym didrazem na Hilbertovy prostory
a spektralni teorii.

Mnohem konkrétnéjsim a ziejmym zptisobem sem patii krystalografie, ktera se ve
své klasické podobé zajimala o symetrie krystalickych struktur. Konecné grupy syme-
trii pasobici v okoli bodi byly studovany pfedevsim pro jejich pouziti v krystalografii.
V tomto stoleti to byly hlubsi aplikace teorie grup, které zacaly byt podstatné pro
fyziku. Elementarni Castice, o kterych predpokladame, ze tvori hmotu, maji jakési
skryté symetrie na nejmensich irovnich, které je mozné popsat pomoci jistych Lieovych
grup, které sice nelze vidét, ale jejichz symetrie se stavaji zjevnymi pfi studiu chovani
elementarnich ¢astic. A tak lze vytvorit modely, které obsahuji tyto symetrie jako svou
zakladni soucast. V dnesni dobé se nejcastéji pouzivaji pro konstrukei riznych teorii
jisté zdkladni Lieovy grupy, napf. grupy SU(2) a SU(3). A tak tyto Lieovy grupy se
zde vyskytuji jako néstroje pro budovani zédkladnich bloktt hmoty.

Ale tyto kompaktni Lieovy grupy nejsou jediné, které se ve fyzice vyskytuji. Podstat-
nou ulohu ve fyzice maji také jisté nekompaktni Lieovy grupy, napt. Lorentzova grupa.
Byli to fyzikové, ktefi jako prvni zacali studovat teorii reprezentaci nekompaktnich
Lieovych grup. Pro kompaktni grupy jsou ireducibilni reprezentace konecné dimen-
zionalni, ale pro reprezentace nekompaktnich grup je jiz tfeba pouzivat Hilbertovy
prostory nekonec¢né dimenze. A byli to fyzikové, ktefi si to uvédomili jako prvni.

V posledni ¢tvrtiné dvacatého stoleti, které pravé skoncilo, jsme byli svédky ob-
rovského proudu novych myslenek prichazejicich z fyziky do matematiky. Je to prav-
dépodobné nejpozoruhodnéjsi pribéh dvacatého stoleti. Jeho popis by si vyzadoval
samostatnou prednasku. Zhruba feCeno, kvantova teorie pole a teorie strun byly
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pouzity pozoruhodnym zpiisobem pti objevu novych vysledki, ideji a metod v mnoha
¢astech matematiky. Tim myslim, ze fyzikové byli pomoci svého intuitivniho pocho-
peni jistych fyzikalnich teorii schopni predpovédét, ze budou platit jista matematicka
tvrzeni. Nebyl to ovSem presny dikaz té€chto tvrzeni, ale byl podpofen velmi rozsdhlym
poc¢tem intuitivnich tvrzeni, specilnich pripadi a analogii. Tyto vysledky, které fyzici
predpovéddli, jsou postupné ovéfovany matematiky. Zjistuje se, Ze jsou v zédsadé
pravdivé, i kdyz je velmi tézké najit jejich uplné dikazy a mnohé z nich jesté tplné
dokéazany nejsou.

V poslednich 25 letech tak fyzika nesmirné ovlivnila matematiku. Vysledky jsou
neobycejné podrobné. Nejen Ze fyzikové fikaji ,néco takového by mélo byt pravda®.
Oni fikaji ,toto je pfesny vzorec a zde je prvnich deset pfipadi“ (¢asto obsahujicich
Cisla s vice neZ dvandcti platnymi éislicemi). Davaji pfesné odpovédi na velmi slozité
problémy, které neni mozné jen tak uhodnout, je tfeba mit aparat na jejich vypocet.
Kvantova teorie pole se ukazala byt zcela pozoruhodnym néastrojem, ktery je velmi
obtizné presné pochopit matematicky, ale ktery slavi nec¢ekané uspéchy v aplikacich.
To byl opravdu velmi vzrusujici ptibéh poslednich 25 let.

Zkusme zde vyjmenovat nékteré casti pribéhu: prace Simona Donaldsona o ¢tyi-
dimenzionélnich varietach, vysledky Vaughana Jonese o invariantech uzld, zrcadlova
symetrie, kvantové grupy a pro vyvazenost jiz zminované Monstrum.

O co v této oblasti vlastné jde? Jak jsem se jiz zminil, dvacaté stoleti pfineslo posun
zajmu od malych dimenzi k vétsim a nakonec az k dimenzi nekonecné. Fyzikové sli
jesté dal. V kvantové teorii pole se opravdu snazi o velmi podrobné studium nekonec-
nérozmérnych prostort do velké hloubky. Pfedmétem jejich zajmu jsou typicky neko-
ne¢nérozmérné prostory funkci rizného druhu. Tyto prostory jsou velmi komplikované.
Dtivodem neni jen to, Ze jsou nekone¢nédimenzionalni, ale to, ze jsou slozité z hlediska
algebraického, geometrického i topologického a ze jsou svazany s velkymi Lieovymi
algebrami, které samy maji nekonecénou dimenzi. Zatimco velké ¢asti matematiky
dvacétého stoleti se zabyvaly rozvojem geometrie, topologie, algebry a analyzy na
konec¢nédimenzionalnich varietach a Lieovych grupach, tato ¢ast fyziky méla za téma
podobny rozvoj v dimenzich nekoneénjch. To je samoziejmé nesrovnatelné obtiznéjsi
uloha, ale zato jeji feSeni pfinasi mimoiadny zisk.

Rad bych toto téma komentoval podrobnéji. Kvantova teorie pole popisuje jevy,
které se odehravaji v prostoru a case. Prostorem se mysli v redlné situaci prostor
trojrozmeérny, ale existuji jednodussi modely, ve kterych méa prostor jednu dimenzi. Ob-
jekty, se kterymi se fyzikové setkavaji v pripadé jednorozmérného prostoru a jednoroz-
mérného Casu, jsou v matematické fec¢i rtizné nekonecnédimenzionalni grupy — napf.
grupa difeomorfismt kruznice nebo grupa diferencovatelnych zobrazeni z kruznice do
kompaktni Lieovy grupy. To jsou dva zéakladni priklady nekone¢nédimenzionalnich
Lieovych grup, které se v kvantové teorii pole v téchto dimenzich vyskytuji. Jsou to
velmi rozumné matematické objekty, které matematikové jiz néjakou dobu studuji.

V takovych (1 + 1)-rozmérnych teoriich je mozné jako prostorocas vzit Riemannovy
plochy, coz vede k novym vysledktim. Napiiklad prostor modulti Riemannovych ploch
daného rodu je klasicky objekt, ktery ma své koreny v devatenactém stoleti. Kvantova
teorie pole prinesla nové vysledky o kohomologiich téchto prostort. Jiny velmi podobny
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prostor je prostor modult plochych fibrovanych prostort na dané Riemannové plose
rodu g s grupou G. Jsou to velmi zajimavé prostory a kvantova teorie pole pro né
prinesla presné vysledky. Existuji napr. krasné vzorce pro jejich objem vyjadiené
pomoci hodnot dzeta funkce.

Jiné aplikace se tykaji pocitani kfivek. Pokud se zajimate o rovinné algebraické
kfivky daného stupné a daného typu a pokud chcete védét, kolik z nich naptiklad
prochazi danym poctem zvolenych bodi, dostanete se zpét do vypocetnich problémi
algebraické geometrie, které patii mezi klasické problémy devatenactého stoleti. Jsou
to velmi obtizné problémy. Jejich Feseni pfinesla nova, moderni koncepce zvand ,kvan-
tova kohomologie“, ktera je soucasti pfibéhu o kvantové teorii pole. Podobnym, ale
obtiznéjsim problémem je studium kiivek na zakiivenych varietdch misto v roviné.
Zde je mozné potkat jiny krasny piibéh s explicitnimi vysledky souvisejicimi s pojmem
zrcadlové symetrie. Toto vSe pfinesla kvantova teorie pole v jedné prostorové a jedné
casové dimenzi.

Pokud postoupime o dimenzi vys, kde mame dvé prostorové dimenze a jednu dimenzi
¢asovou, potkame teorii invariantt uzld, kterou vytvoril Vaughan Jones. I tato teorie
ma elegantni vysvétleni a interpretaci v feci kvantové teorie pole.

S tim jsou spojeny také nové matematické objekty s ndzvem ,kvantové grupy“.
Nejhezéi na kvantovych grupach je jejich nazev! Pokud se mé zeptate na definici
kvantové grupy, budu na to potfebovat dalsi ptlhodinu. Jsou to slozité objekty, které
bez jakychkoliv pochyb maji hluboké souvislosti s kvantovou teorii. Vznikly na ptadé
fyziky a byly pozdéji systematicky pouzity algebraiky pro jejich konkrétni vypocty.

Pokud postoupime jesté o dalsi krok do ¢tyfdimenziondlni situace (tfi plus jedna
dimenze), najdeme zde Donaldsonovu teorii ¢tyfrozmérnych variet, kterd sem pfiro-
zené patii a na kterou méla kvantova teorie pole zasadni vliv. Na zdkladé€ této teorie
vytvorili Seiberg a Witten alternativni pfistup k teorii invarianti ¢tyfrozmérnych
variet, ktery je zaloZen na fyzikalni intuici a prinasi zazrac¢né matematické vysledky.
To jsou jen nékteré priklady z mnoha.

Pak je zde proslula teorie strun, ale to je jiz minulost! O ¢em bychom nyni méli
mluvit, je M-teorie. Jde o bohatou teorii, kterd v sobé opét obsahuje fadu matematic-
kych aspekti. Vysledky, které tato teorie pfinasi, se teprve v soucasnosti zpracovavaji
a urcité budou matematiky zaméstnavat jesté dlouhou dobu.

9. Historicky souhrn

Zkusme si udé€lat rychly prehled. Podivejme se na historii ve zkratce: co se stalo
s matematikou? Shriime struc¢né osmnacté a devatenacté stoleti dohromady jako
obdobi, které lze nazvat klasickou matematikou, obdobi spojené s Eulerem a Gaussem,
kdy celé ta skvélé klasickd matematika byla vytvofena a rozvinuta. Mohl by vzniknout
dojem, Ze to byl témér konec matematiky. Ale dvacaté stoleti naopak bylo velmi
produktivni, jak jsme pravé popsali.
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Dvacéaté stoleti 1ze zhruba rozdélit na dve casti. Myslim, ze prvni ¢ast byla pfevazné
tim, co bych nazval ,obdobim specializace“. V tomto obdobi byl velmi vlivny Hilberttav
pristup, ktery se pokousel vSe formalizovat, peclivé definovat a pak postupné zkoumat,
co je mozné v jednotlivych odvétvich délat. Jak jsem fekl, jméno Bourbaki je spojovano
s timto pristupem, kde je pozornost soustfedéna na to, co je mozné se v daném case
dozvédét o zvoleném algebraickém nebo jiném tématu. Druhéd polovina dvacatého
stoleti byla podstatné vice dobou, kterou bych nazval ,,obdobim sjednocovani“, kdy
hranice byly piekracovany, metody se st€hovaly z jednoho oboru do druhého a kdy se
odvétvi v podstatném meéritku slévala. Je to asi prilisné zjednoduseni, ale je mozné
to povazovat za kratké shrnuti nékterych aspekti, které je mozné v matematice
dvacatého stoleti vidét.

A co lze Fict o jednadvacatém stoleti? Rekl jsem, Ze dvacaté prvni stoleti by mohlo
byt obdobim kvantové matematiky nebo, prejete-li si, matematiky nekoneéné dimenze.
Co tim chci fict? Kvantova matematika mize znamenat, pokud se dostaneme tak
daleko, fadné porozumeéni analyze, geometrii, topologii a algebfe spojené s nelinearnimi
prostory funkci. Pod pojmem ,fadné porozuméni“ rozumim pfesnou formulaci spo-
jenou s uplnymi dukazy vSech téch obdivuhodnych vysledki, o kterych nyni fyzikové
spekuluji.

Je treba Tict, ze naivni zkoumaéani téchto nekone¢nérozmérnych oblasti a kladeni
naivnich otazek vede zpravidla k nespravnym nebo nezajimavym odpovédim. Fyzi-
kalni aplikace, intuitivni pochopeni a motivace umoznily teoretickym fyzikim klast
inteligentni otazky o nekoneénych dimenzich a provadét jejich velmi jemné zkoumani,
vedouci ke smysluplnym odpovédim. Proto provadét takovouto nekoneénérozmérnou
analyzu je hluboce netrividlni tloha. Je tfeba pristupovat k této oblasti ze spravné
strany. Hodné kli¢t je jiz k dispozici. Mapa je jiz nakreslena: vime, co je tfeba udélat,
ale zbyva jesté obrovsky kus cesty.

Co jesté by se mohlo stat v 21. stoleti? Rad bych zdaraznil nekomutativni geometrii
Alaina Connese, tuto obdivuhodné rozsdhlou jednotnou teorii, kterd opét kombinuje
vSe. Je v ni analyza, algebra, geometrie, topologie, fyzika i teorie ¢isel a vSechny tyto
obory pfispivaji k jejim jednotlivym c¢astem. Je to ramec, ktery umoznuje délat vse,
co se obvykle déla v diferencidlni geometrii véetné jejich vztaht s topologii, v kontextu
nekomutativni analyzy. Existuji velmi dobré divody, pro¢ je pravé toto zadouci, spolu
s aplikacemi (jiz existujicimi nebo moZnymi) v teorii éisel, geometrii, teorii diskrétnich
grup atd., spolu s aplikacemi ve fyzice. Zajimavé souvislosti s fyzikou jsou prave
ted pfedmétem zkoumani. Jak daleko teorie pokroéi, ¢eho vSeho dosahne, je otédzkou
budoucnosti. Je to jisté oblast, kde ocekdvam podstatny vyvoj v prvnim desetileti
tohoto stoleti a je mozné, ze budou objeveny souvislosti se zatim neexistujici rigorézni
kvantovou teorii pole.

Pohlédneme-li jinym smeérem, je zde to, co se nazyva ,aritmetickad geometrie“ nebo
Arakelova geometrie, ktera se pokousi sjednotit, jak je to jen mozné, algebraickou
geometrii a Casti teorie ¢isel. Je to velmi tispésna teorie. Jeji zacatek je pozoruhodny,
ale ma pred sebou jesté dlouhou cestu. Kdo vi, kam povede?
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Vsechny tyto oblasti maji ovSem spoleéné ¢asti. Ocekavam, ze vliv fyziky se rozsifi
do vsech oblasti, i do teorie ¢isel: Andrew Wiles s tim nesouhlasi a jen ¢as tuto otazku
rozhodne.

Je mozné ocekavat, Zze sméry, které jsem pravé vyjmenoval, se postupné vynofi
béhem tohoto desetileti. Ale je zde jesté néco, cemu fikdm Zolik v balicku: navrat zpét
ke geometrii v malych dimenzich. Bok po boku s témi zvlastnimi nekone¢nérozmérnymi
objekty stéle jesté déla potize geometrie v malych dimenzich. Z mnoha hledisek jsou
dimenze, v nichz se geometrie zrodila a se kterymi nasi pfedchtdci zac¢inali, stale
zéhadou. Malymi dimenzemi se mysli dimenze 2, 3 a 4. Napriklad prace W. Thurstona
o geometrii v dimenzi 3 se pokousi o klasifikaci geometrii, které mohou existovat na
trojrozmérnych varietdch. Je to mnohem hlubsi problém nez dvojrozmérna geometrie.
Thurstontv program je stale daleko od cile a dokoncit jej je jisté podstatna vyzva.

Dalsim pozoruhodnym piibéhem v dimenzi 3 jsou prace Vaughana Jonese, jejichz
inspirace pfichazi z teoretické fyziky. PrindSeji ndm fadu informaci o dimenzi 3,
které jsou témér komplementarni s informacemi obsazenymi v Thurstonové programu.
Spojeni téchto dvou stranek pofad zistava enormni vyzvou, ale nedavno se objevily
naznaky mozného FeSeni. A tak cela tato oblast, stdle v malych dimenzich, ma své
souvislosti s fyzikou, ale zistava opravdovou hadankou.

Konec¢né bych se mél zminit o tom, Ze ve fyzice maji vyznamnou tlohu tzv. ,,duality“.
Tyto duality vznikaji, zhruba feceno, kdyz pfislusna kvantova teorie ma dvé rtzné
realizace ve formé klasické teorie. Jednoduchym piikladem je dualita mezi polohou
a hybnosti v klasické mechanice. Ta nahrazuje prostor jeho dudlem, v linearnich
teoriich je dualita realizovdna pomoci Fourierovy transformace. Ale v nelinearnich
teoriich zlustava otazka, jak nahradit Fourierovu transformaci, nerozfesenym podstat-
nym problémem. Rozsédhlé ¢asti matematiky souviseji s otédzkou, jak zobecnit dualitu
v nelinearni situaci. Zda se, Ze na tuto otazku jsou fyzikové schopni pozoruhodnym zpi-
sobem odpovédét ve strunovych teoriich a v M-teorii. Vyrabéji ptiklad za pfikladem
zazracné duality, které jsou v jakémsi Sirokém smyslu nekone¢nérozmérné nelinedrni
verze Fourierovy transformace a které opravdu funguji. Porozuméni témto nelinearnim
dualitdm se také zda byt jednim z velkych tkolid pro toto stoleti.

Myslim, Ze se v tomto misté zastavim. Zbyva udélat spoustu prace a je velmi
prijemné pro starého muze, jako jsem ja, mluvit k mnoha mladym lidem, jako jste
vy; a mit moZnost vam Fict: v tomto stoleti na vas ¢ekd obrovské mnozstvi prace!
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