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Z: historie inverzniho varia¢niho problému:
Odvozeni podminek silné varia¢nosti

Jan Kotulek, Opava

1. Uvod

Variac¢ni pocet je oblast matematiky, kterd se mimo jiné zabyva tzv. variac¢nimi
integraly. Prikladem takového integralu je

[ 1w, )

ty

kde integrand L, ktery se obvykle nazyva Lagrangeova funkce nebo lagrangian, zavisi
vedle nezavislé proménné ¢ na diferencovatelné funkei (kiivee) ¢(t) a jeji derivaci ¢(t).
Variacni pocet se zajima predevsim o extremaly variacnich integrald, tedy kiivky, na
nichz je integral nejmensi (resp. nejvétsi). Jiz J. L. Lagrange odvodil, Ze pro extremély
plati podél kiivky ¢(t) rovnice
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To je obycejné diferencidlni rovnice 2. Fadu, ktera se nazyva Eulerova-Lagrangeova
rovnice a je zakladem celého varia¢niho poctu. Proto maji velky vyznam také dife-
rencialni rovnice, které je mozné na Eulerovy-Lagrangeovy rovnice prevést. Takové
rovnice se nazyvaji variacni. Podminky, za nichz je dany systém diferencidlnich rovnic
varia¢ni, definuje inverzni variacni problém.

Jeho kofeny lezi ve 2. poloviné 19. stoleti, kdy vznikly dvé zakladni formulace,
dnes nékdy oznacované jako silny a slaby inverzni varia¢ni problém. Méné obecny
silny inverzni varia¢ni problém muze byt pro systém obycejnych diferencidlnich rovnic
2. fadu zformulovan nasledovné:

Meéjme ddn systéem obycejnych diferencidlnich rovnic 2. radu ve tvaru
Fi(t,q¢" ¢, i*) =0, i k=1,....m.

Zjistéte, zda existuje funkce L(t,q*,¢*) takovd, Ze plati

oL d OL
=220
dq¢*  dt 0¢*

Il
3

Obecnéjsi slaby inverzni varia¢ni problém, nazyvany také problém existence inte-
gracnich faktoru, se tyka otazek existence a jednoznacnosti regularnich matic, jejichz
soufin se systémem nevariacnich diferencidlnich rovnic je varia¢ni (ptivodni systém
m4 pouze ekvivalentni feseni s néjakym systémem Eulerovych-Lagrangeovych rovnic).
Zajimavé je, ze obé tyto formulace (i jejich dalsi zobecnéni) jsou v zahrani¢ni literatufe
citovany shodné jako the inverse problem in the calculus of variations.

V tomto ¢lanku se zabyvame historii odvozovani podminek varia¢nosti pro obycejné
diferencidlni rovnice libovolného ¥adu (tzv. Helmholtzovych podminek vyssiho fadu).
Pozornost budeme vénovat zejména pracim, které vznikly na prelomu 19. a 20. stoleti.
Jelikoz existuji dvé vyborné studie o novéjsi historii inverzniho problému, Santilliho
[20] a Morandiho a kol. [19], ponechdme dalsi vyvoj této problematiky stranou.

Za vice nez 100 let od formulace inverzniho problému vzniklo na toto téma nékolik
stovek praci a stale jich ro¢né né€kolik desitek pribyva. Silny inverzni problém byl
jiz sice kompletné vyresen, ale presto jesté existuji velmi obecné formulace, na jejichz
feseni se teprve ¢eka. Proto jsou potfebné piehledové prace, které by dosazené vysledky
zrekapitulovaly. Autorovi jsou vS8ak znadmy pouze dvé takové publikace, jiz citované
[19, 20].

1.1. Prameny a literatura

Mnohé starsi prameny v narodnich jazycich jsou pro Sirsi védeckou komunitu jen
velmi obtizné dostupné. Digitalizace ¢asopist se teprve rozbiha a na digitalizaci dalsich
nezbytnych historickych pramenii (nap¥. korespondence) si budeme muset jesté delsi
dobu pockat. Navic je dnes v podstaté jedinou komunikacni fe¢i matematiky anglic-
tina, ale v 19. stoleti se publikovalo v mnoha dalsich jazycich, zejména v némciné,
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francouzsting, rusting, italstiné apod. V tomto sméru muZze u nas dosud podcenovana
historie matematiky prokazat velké sluzby.

Daéle bychom se radi zminili o nékolika vyznamnych projektech digitalizace zdroja
pro historii matematiky. Ze zdroji bibliografickych je to predevsim projekt digitalizace
recenzniho Casopisu Jahrbiicher iber die Fortschritte der Mathematik (ddle JFM),
feseny pod hlavickou Evropské matematické spolecnosti, viz [28]. Postupné se tvoii
databaze vSech recenzi publikovanych v JFM v letech 1868-1942. V databazi lze
vyhledavat podle nékolika kritérii, bohuzel mezi nimi zatim chybéji klicova slova
a predmétova klasifikace (ty jsou dopliiovany ex post). V prosinci 2002 se podafilo
dokoncit digitalizaci recenzi do roku 1915 a postupné jsou doplnovana data az do
roku 1930. Databaze navic obsahuje vice nez 12700 odkazi na digitalni kopie knih
a ¢lanka.

Jako archiv biograficky je koncipovan The MacTutor History of Mathematics Ar-
chive, viz [29]. Jeho autory jsou John O’Connor a Edmund Robertson z University of
St. Andrews ve Skotsku. Ti zde soustfedili pfes 1500 kratkych (do 10 stran) Zivotopist
slavnych matematikt. Je to vhodny pomocnik zejména pro prvni orientaci.

Znacné cast matematikti, ktefi v 19. stoleti posunuli vyzkum inverzniho problému
kupfedu, byla néjakym zptisobem spojena s Ruprechtovou-Karlovou univerzitou v Hei-
delbergu (Helmholtz, Konigsberger, Mayer a Bohm). Ve zdejsi elektronické knihovné,
viz [27], jsou nejen jejich biografie (vétsinou nékolik zdroji — slovnikové biografie
otisténé celé a odkazy na obsahlejsi prace), ale i mnoho dalsich odkazt a doplitujicich
informaci.

1.2. Terminologie a znadeni

V tomto exkursu do historie inverzniho problému se pokousime nejen o rekapitulaci
myslenek, které vedly k formulaci Helmholtzovych podminek, ale také o vystizeni
dobovych vyrazovych prostfedki, tedy znaceni, terminologie a stylu.

Vyvoj znaceni byl velmi bouflivy, po¢inaje dnes jiz zcela prekonanym systémem
Helmholtzovym az po dnesni paralelni pouzivani dvou systémil, jednoho motivovaného
fyzikalnimi aplikacemi a druhého vychazejiciho z klasického znaceni varia¢niho poctu.

Fyzikalni motivace, kterymi byl nakonec veden i Helmholtz, vychazeji z toho, ze oby-
¢ejnou diferencialni rovnici 2. fadu lze interpretovat jako pohybovou rovnici néjakého
mechanického systému. Uvazuje se tedy Cas t jako nezavisla proménna, kiivky ¢(t) jako
zobecnéné soutadnice, ¢(t) rychlosti a ¢(t) zrychleni. Jenze Helmholtz ve svych pracich
neuvazoval explicitni zavislost na ¢ase, soufadnice znacil p,, rychlosti ¢, = dp,/dt
a zrychleni ¢/, = dq,/dt, srov. [7-9]. Tento systém je velmi nepfehledny. Navic oznaceni
soutadnic koliduje s oznacenim pro hybnosti p; = OL/3¢*, které Helmholtz oznaco-
val s, a nazyval pohybové momenty. Kénigsberger tento systém zptehlednil. Zachoval
Helmholtzovo oznadeni soufadnic, ale zménil oznaceni rychlosti (p},) a zrychleni (p).
Tento systém pak pouzivali i Mayer a Bohm, srov. [3, 12, 18].
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Klasické znadeni variacéniho po¢tu pouZiva x pro nezavislou proménnou, y;(x) pro
z4vislé proménné, y.(x), v/ (x) a yl(n) (x) pro jejich prvni, druhé a n-té derivace. S timto
znafenim se setkdme nap¥. u Hirsche, srov. [10, 11].

Helmholtz je také zodpovédny za jednu nepfijemnost v terminologii. Pro centralni
pojem celého variaéniho poctu, lagrangidn L, prosazoval termin kineticky potencial
a oznaceni H [7, s. 138]. Navic jeho oznaceni koliduje s oznacenim dalsiho dilezitého
pojmu, hamiltonianu. Helmholtzovo znaceni prejal Konigsberger a po ném i Mayer
a Bohm.

Konecné poznamenejme, ze vSichni zde sledovani autofi se ve svych pracich mlcky
opiraji o diferencovatelnost zkoumanjch funkci. Proto nebudeme vyjadfovat expli-
citné predpoklady diferencovatelnosti ad hoc, ale podle vzoru tehdejsich matematikt
uvazujeme v celé praci jen dostatené hladké funkce.!)

Ve snaze o zachovani autenti¢nosti budeme respektovat piivodni oznaceni a termi-
nologii tam, kde neohrozuje srozumitelnost vykladu.

2. Helmholtzovy podminky

Varia¢ni pocet je pro mnoho védcl zajimavy predevsim pro své obdivuhodné fy-
zikalni aplikace, zejména tzv. variac¢ni principy. Jednim z nejznadméjSich variacnich
principt je princip nejmensi akce. Pokusy o jeho precizni matematickou formulaci
nalezneme v 17. stoleti u G. W. Leibnize, P. de Fermata a Johanna Bernoulliho. Roku
1746 jej jako univerzalné platny formuloval P. L. de Maupertuis, matematicky spravné
jej poprvé popsal L. Euler a pomoci pojmu variace jej zapsal J. L. Lagrange, srov.
historické pozndmky v [8, 17]. Proslavila jej v8ak aZ pozménénd formulace z pera W. R.
Hamiltona, srov. [16, s. 12]:

Tvrzeni 1 (Hamilton, 1834). Pro skutecny pohyb mechanického systému v dasovém
intervalu [t1,t2] je akce, tj.

to
/ Ldt pro L=T -V,

ty

kde T je kinetickd a V potencidlni energie mechanického systému, nejmensi mezi
vsemi kinematicky pripustnymi pohyby.

Tedy krivka, po niz se systém pohybuje, musi splnovat Eulerovy-Lagrangeovy rov-
nice. Hermann von Helmholtz se v osmdeséatych letech 19. stoleti pokousel pomoci
principu nejmensi akce nalézt jednotnou matematickou formulaci celé fyziky, ve které
by se vSechny prirodni jevy daly vyvodit z pohybt jednotlivich hmotnych bod,
srov. [26, s. 304-305]. Helmholtz vychazel z Hamiltonovy formulace principu nejmensi
akce pro klasickou mechaniku a podafilo se mu jej zobecnit na elektrodynamiku
a termodynamiku — ukéazal, ze vSechny reverzibilni procesy mohou byt vyjadfeny

by Existuji i autofi, jejichz pfistupy k inverznimu problému nevyzaduji predpokladat
diferencovatelnost uvazovanych funkci; tyto pfistupy vsak lezi mimo ramec této prace.
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pomoci Eulerovych-Lagrangeovych rovnic. Ty mu déle poslouzily ke klasifikaci pohybt
vyhovujicich principu nejmensi akce. Pfitom tak mimochodem odvodil podminky
variac¢nosti pro libovolnou oby¢ejnou diferencialni rovnici 2. radu.

2.1. Hermann von Helmholtz — odvozeni podminek variaénosti

Ptestoze o Helmholtzové Zivoté existuje nékolik desitek knih a stovky ¢lanka?),
pripomenime si alespon zakladni udaje.

Hermann Ludwig Ferdinand Helmholtz se narodil 31. srpna 1821 v Postupimi.
Vystudoval medicinu a stal se vojenskym lékafem. Jiz na pocatku své akademické
kariéry si ziskal mezinarodni respekt. Jako profesor anatomie a fyziologie v Konigs-
bergu (dnes$ni Kaliningrad) a Bonnu musel hajit sviij novatorsky mechanicky pfistup
proti vytkam tradi¢né orientovanych anatomii. Byl dokonce denunciovan kvtli adajné
nekompetentnosti na pruském ministerstvu kultury. Proto vyuzil v roce 1858 nabidky
badenské vlady a presidlil do Heidelbergu. Centrum jeho zajmu se vSak postupné
presouvalo od optické a akustické fyziologie k matematické fyzice.3)

Kdyz se po smrti H. G. Magnuse uvolnila katedra fyziky v Berlin€, opustil Helmholtz
v roce 1871 jak Heidelberg, tak fyziologii. Dalsi rist jeho slavy byl pak spojen pouze
s fyzikou. Roku 1888 byl jmenovan prvnim prezidentem nové ziizeného nejvyssiho stat-
niho institutu pro fyziku, Physikalisch-Technische Reichsanstalt v Charlottenburgu,
na dnesnim predmésti Berlina.?) Také diky tomuto postu byl Helmholtz na konci
zivota titulovan jako ,Reichskanzler der Physik®“. Zemfel 8. zafi 1894.

Ve své slavné praci O fyzikdlnim vyznamu principu nejmensi akce, publikované
roku 1886 v Journal fir die reine und angewandte Mathematik, [7], odvodil dnes
nepostradatelné podminky variacnosti, které zcela po pravu nesou jeho jméno.

Uvazoval mechanicky systém, na néjz ptisobi vnéjsi sily zavislé na soufadnicich,
rychlostech a zrychlenich®), a vyuzil pouze Eulerovy-Lagrangeovy vyrazy

OH d [OH
W Pips v pl) = [ ] |

“op. T o]

Nejprve upozornil na jejich linearitu vzhledem ke zrychlenim a pouzitim pravidla
o zameénnosti druhych parcialnich derivaci se mu podatilo vyjadrit vztah sil a zrychleni:

oP,  9*H _ 0P,

opy  Op;opl,  Op’

?

(2)

2) Vynikajici informac¢ni hodnotu ma zejména obsdhld biografie z pera Helmholtzova
pritele a kolegy Leo Konigsbergera [24]. Pro novéjsi prace viz napt. [27, 29].

3) Podrobnou studii o jeho pisobeni na katedfe fyziologie v Heidelbergu napsal W. U.
Eckart, viz [23]. Tam lze také nalézt mozné vysvétleni pro Helmholtztiv obrat k fyzice.

4y Budova institutu byla na konci druhé svétové valky znicena.

%) V jeho oznadeni P;(p;, qj,q;). Dale v tomto paragrafu pouzivame velice podobné, ale
ptrehlednéjsi oznaceni Konigsbergerovo, srov. §1.2.
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tedy ,zvysuje-li zrychleni p) silu P; o néjakou konecnou hodnotu, pak stejné velké
zrychlend pf zvysuje silu Py o tutéZ hodnotu® [7,s. 161-162].
Vztah mezi silami a rychlostmi nalezl Helmholtz zderivovanim P; vzhledem k p},

0P, 0?’H 0*H OH OH

R T e e A e

_oen, on 4 e
- Op,,Op;  OpOpr  dt \Op,op, )"

Se¢tenim téchto vyrazi s 0Py, /0p) a pouzitim vztahu (2) dostal

3PZ~+3P;€722 0’H 722 oP\ _,d (9B
op,,  Op} - T dt \ oy ap), T de opy At \op! )

Déle poznamenal, Ze v mnoha piipadech, kdy 9*H/dp, Op = konst., mé tato pod-
minka jednodussi tvar

or.__on,
op, oL

tedy vyjadfeno slovné: ,Naristd-li zvySovdnim rychlosti p), pii stejné€ poloze a stej-
nyjch zrychlenich sila P;, potom bude odpovidajici zvysovdni p; zmenSovat silu Py “
[7, s. 163].

Podobné pro nalezeni vztahu mezi silami a soufadnicemi Helmholtz zderivoval P;
vzhledem k pg, a odeétenim od 9Py /0p; dospél ke tfeti podmince

8Pi_8Pk_i< °H  9°H )_1_(@13 8Pk>

dpr,  Opi At \op,dpx  Ip), Ip; 2 op), o}

Na konci prvni ¢asti své préace [7] shrnul dosavadni vysledky do nésledujiciho tvrzeni
(s. 165-166):

Tvrzeni 2 (Helmholtz, 1886). Spinéni vzdjemnych vztahi vnéjsich sil vyjddfengch
ndsledujicimi rovnicems

or. _on.
opy  opl’
oP; oP,

[\V]

. d [op

) o, " op i (ap;'>’

oP, 0P, 1d (0P 0P
2.dt \dp;,  9p;

Opi, Opi

je ve spojent s podminkou, Ze P; jsou linedrni vzhledem ke zrychlenim, coz lze zapsat
ndsledujicim zpisobem:
62

4 =
(@) 5o ="
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dostacugict pro dikaz existence kinetického potencidlu H takového, Ze sily P; mo-
hou byt vyjddieny Lagrangeovym zpusobem jako derivace téhoZ (tedy jako Eulerovy-
-Lagrangeovy rovnice pro H, viz (1); pozn. aut.) a Ze pohybové rovnice mohou byt
redukovdny na princip nejmensi akce.

Tyto zde sestavené€ vztahy sil tedy obsahuji uplnou charakteristiku takovych pohybi,
které podléhaji principu nejmensi akce.

Helmbholtz si kupodivu nevS§iml, Ze jim tolik zdiraziiovand podminka (4) vyplyva
pfimo z predchozich (3). Jesté se o tom zminime.

Poznamka. Nézory na to, kdy byla vlastné Helmholtzova prace [7] publikovana, se
rizni. Na obéalce ¢asopisu stoji 1887 a mnozi autofi to pfijimaji za rok publikace.
Existuje vSak nékolik indicii, které naznacuji, ze tento ¢lanek vysel jiz roku 1886.

Za prvé sam Helmholtz na konci druhé ¢asti ¢lanku uvadi jako datum dokonceni jiz
duben 1886; za druhé rok 1886 cituji vSichni jeho soucasnici, zejména posmrtné vydana
tieti ¢ast edice jeho védeckych praci, srov. [7]; za tieti dodatkem k tomuto ¢lanku byla
prednaska o historii principu nejmensi akce (Zur Geschichte des Prinzips der kleinsten
Action) prednesend na zasedani Berlinské Akademie véd 27. ledna 1887 a posluchaci
méli patrné moznost seznamit se s praci, na niz Helmholtz ve své pfednasce navazoval.
Konecné, ¢lanek byl recenzovéan dr. Siebertem v JFM, srov. [28, ¢. 18.0941.01], a tato
recenze vysla jiz roku 1886.

Dnes se Helmholtzovy podminky pouzivaji také v jiném ekvivalentnim tvaru. Uva-
zuje se systém

(5) Bz](t7pk7pk)p] + Ai<t7pk7pk) = 07
tedy sily afinni vzhledem ke zrychlenim, pro néjz maji podminky (3) tuto podobu:
8Bij . 8Blk
0A; 0A; 0B;; .. OB;;
(6) = S =2 Lt =),
opl  Opt ot Op*

04; 04; 10 (8Ai B 8Aj> +1 w0 (8Ai B 8Aj>

op op 20t \op  op ) 20 opp\op  op )’

srov. napf. [16, s. 5. R. M. Santilli tvrdi, Ze tento ekvivalentni tvar ,byl zjevné
poprvé odvozen Mayerem (1896) a poté v detailech rozpracovin Davisem (1928
a 1929)“ srov. [20, s. 65]. Nahlédneme-li do Mayerova ¢lanku, zjistime, ze Helmhol-
tzovy podminky jsou tam sice odvozeny jinym zpiisobem, ale v ptivodnim tvaru,
srov. tvrzeni 4. Az pozdéjsi Davisova prace, kterd vychéazi ze systému rovnic ve
tvaru Aiyr + Biry), + Ciryy, = 0, Helmholtzovy podminky ve velmi podobném tvaru
opravdu obsahuje.

V této souvislosti jisté pfekvapi, Ze podminky (6) odvodil sim Helmholtz. Vysledek
ale nepublikoval. Odvozeni bylo nalezeno a7 v jeho poztistalosti.®) Roku 1905 jej spolu

) Az roku 1994 objevil Mayerhofer [26], Ze se tato ¢ast Helmholtzovy poztistalosti nachazi
v archivu Berlinské Akademie véd. Berlin-Brandenburgische Akademie der Wissenschaften,
Akademiearchiv, Nachlal Helmholtz, zejména ¢. 618-631.
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se svym komentafem zvefejnil Leo Konigsberger [9]. Odtud vSak neni zfejmé, co jsou
puvodni Helmholtzovy poznamky a co je editorsky komentar. Konigsberger nam viibec
o zdroji, z néhoz vychazel, mnoho nesdélil.”) Navic neni jasné, kdy Helmholtzovy
poznamky vznikly.

Je velmi pravdépodobné, ze Helmholtz odvodil (6) nékdy na pfelomu let 1885 az
1886, tedy pti koncipovani ¢ldnku [7] o principu nejmensi akce a posléze tuto ¢ast do
konecné verze nezaradil, srov. poznamku pod ¢arou 7. K tomu se ziejmé vztahuje také
nardzka v dopise Kroneckerovi z 25. dubna 1886, viz [24, s. 357]: ,Pokusy o dikaz
obrdacengch turzeni mé privedly k teorii polydimenziondlnich funkci, v niZ je treba se
pohybovat velmi obezretné. Stdle jsem na pochybdch, zda mdm tuto cdst zaradit do
hlavniho c¢lanku nebo zda se ji mdam zabyvat oddélené. Ale i ve druhém pripadé musim
sviy excursus nejdrive dokoncit...“ Tedy prinejmensim prvni verze poznadmek byla
napsana jiz roku 1886.

Nejasné ztistava, zda Helmholtz v praci na tomto problému pokracoval a nakolik v ni
pokrocil. Obecné panuje shoda, ze chtél vyfesenim tohoto pro néj velmi vyznamného
problému zavrsit svou Zivotni kariéru, srov. [9, 24, 26]. OvSem vysledky této préce se
nikde neobjevily, i kdyz k tomu Helmholtz mél vynikajici ptilezitost, a to tfeti dil edice
svych védeckych praci, ktery vysel té€sné po jeho smrti. Z toho lze usuzovat, ze Helm-
holtz v této otdzce vyraznéji nepokrocil a ze ekvivalentni Helmholtzovy podminky
byly tedy odvozeny jiz roku 1886.

Helmholtzova prace byla velkym impulsem pro dalsi vyzkum inverzniho varia¢niho
problému. Na ném participovali zejména Helmholtzovi pratelé a kolegové z dob jeho
pusobeni v Heidelbergu — Leo Koénigsberger, Adolph Mayer a Karl Bohm. Ackoliv
se jim podafilo dosahnout nékolika zavaznych vysledki, kompletni feseni silného in-
verzniho varia¢niho problému bylo objeveno az na pocatku osmdesatych let 20. stoleti
I. Andersonem s T. Duchampem [1] a D. Krupkou [15].

2.2. Leo Konigsberger — prvni dukaz Helmholtzovych podminek

Leo Konigsberger (1837-1921) byl jednim z Helmholtzovych nejblizsich piéatel a spo-
lupracovniki.®) Nejenze navazal na Helmholtziiv vyzkum inverzniho problému, ale je
také autorem dosud nejpodrobné&jsi Helmholtzovy biografie, viz [24]. Ve své dobé& pattil
k nejslavnéjsim matematiktim, ale kviili opomijeni citaci je plné zhodnoceni a vyuziti
jeho pfinosu mnohdy velmi nesnadné.

Na sklonku 19. stoleti napsal Konigsberger sérii ¢lankt, které vydal roku 1901 knizné
pod nazvem Principy mechaniky.®) V jednom z téchto p¥ipravnych ¢lanki z roku 1896,

7y Jeho tajemné citace je zato velmi zajimava: ,, V Helmholtzové pozustalosti se nachdzeji
pozndmky, které byly pivodné oznaceny jako §5 vyse citované prace ([7], pozn. aut.) a které
byly nadepsdny » Umkehr des Problems« (obraceni problému), ale kvili nesndzim, které se
postavily do cesty analytickému provedeni a vyjddrent, zustaly nepublikovdny. .. “ [9, s. 865].

8) Kratky Zivotopis lze nalézt v [29], podrobnéjsi informace v [27].

9) Kniha je vénovana Helmholtzové pamatce, viz [13].
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viz [12], publikoval ditkaz Helmholtzovych podminek pro lagrangiany 1. fadu v piipadé
dvou soufadnic.

Tvrzeni 3 (Konigsberger, 1896). Méjme dany funkce Py, P linedrni vzhledem k py
a py wvyhovujici podminkdm (3). Pak existuje kineticky potencidl H(p1,pe,p},Ds)
takovy, Ze obé Eulerovy-Lagrangeovy rovnice

OH d (0H oH d (0H
p=-22, < pp=-22 .
@) YT o T (5;0’1) ’ S Y (317’2)

jsou zdroven, splnény.

Jeho étyfstrankovy analyticky dikaz je velmi slozity a neptehledny, viz [12]. Také
se v ném nevyhnul pocetni chybé, viz komentér ditkazu v [14, s. 11-13]. Dtikaz se d4
mnohem snadnéji provést modernimi geometrickymi metodami, viz napt. [16, s. 5-8].

I po vydani jiz zmitiované monografie [13] v roce 1901 se Konigsberger pfinejmensim
az do roku 1906 inverznim varia¢nim problémem dale zabyval. V této druhé fazi se
pokousel zobecnit své vysledky na lagrangidny vyssiho fadu v teorii pole (tedy zévislé
na vice nezavislych proménnych).

Pii vydéni Helmholtzova rukopisu s odvozenim podminek (6) v roce 1905 napsal:
,» Vysloveni navzdjem nezdvislych nutnych a postacujicich podminek pro existenci ki-
netického potencidlu libovolného Tddu s libovolnym poctem nezavislych i zdvislych pro-
mennych jsem s konecnou platnosti vyresil na zdkladé analytickych vypocti identickych
reseni hlavnich rovnic pro variaci jednoduchyich a ndsobnijch integrdli.C)

Otéazka, nakolik se Konigsbergerovi onen dikaz opravdu podafilo provést, presahuje
ramec tohoto pojednani. Zde jen podotknéme, ze Konigsbergerovy vysledky jsou
velmi zajimavé zejména proto, Ze nejstarsi dosud znadmé dikazy jsou témeér o 80 let
mladsi, viz [1, 15]. Pro tplnost dopliime seznam jeho praci k tématu z let 1901-1906.
Jde o publikace recenzované v JFM pod ¢isly: 32.0691.02, 33.0714.01, 36.0761.01,
36.0836.04 a 37.0395.01, viz [28].

2.3. Adolph Mayer — dukaz Helmholtzovych podminek

Christian Gustav Adolph Mayer (1839-1908) studoval v Heidelbergu v dobé, kdy
tam pusobil také Helmholtz. Jeho profesionalni kariéra je vSak spojena predevsim
s Lipskem.!!)

V roce 1896 vySel Mayertuv ¢lanek nazvany Podminky ezistence kinetického poten-
cidlu [18]. Na rozdil od predchozich pojedndni Helmholtze a Konigsbergera je tento
clanek psan z Cisté matematického pohledu. Mayer dokézal preciznimi varia¢nimi
postupy vyjasnit mnohdy nepfehlednou fyzikalni argumentaci.

10y Viz [9, s. 864]. Odkaz na ¢lanek nebo knihu, kde bychom tento diikaz mohli nalézt,
bohuzel chybi.

1) Blizsi informace viz [27].
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Zakladnim metodologickym néastrojem celé prace je tzv. Jacobiho princip, tedy
tvrzeni, ze variace diferencialu libovolné funkce V (¢, p;, p}) je rovna diferenciélu variace
téze funkce V,12) tj.

dV. doéV

dt - dt
Princip je aplikovan prostfednictvim nésledujicich podminek

g OA_dw 0w _ov a0 o
Op; dt  dtop;’ op, dt — Op; dt op}’ opl! dt  op)’

Mayer nejdiive varia¢nimi metodami odvodil z (8) Helmholtzovy podminky.

Tvrzeni 4 (Mayer, 1896). Méjme ddny funkce Pi,..., P, zdvisejici na n zdvislyjch
proménnych p;, jejich prvnich a druhych derivacich vzhledem k nezdvislé promeénné t
a eventudlné také na nezdvislé promeénné t.

Spinéni podminek (3) zajistuje existenci funkce H(t,p;,p}), kterd identicky spliuje
ndsledujicich n rovnic

OH d [OH
(=)= p
) o T at (ap;) i

Dikaz je popsan v [14, s. 14-15], pro originél dtikazu viz [18, s. 522-523]. Mayertv
¢lanek pokracuje ditkazem Helmholtzovych podminek:

Tvrzeni 5 (Mayer, 1896). Budte Pi(t,p;,p}, p}) funkce linedrni vzhledem k p". Splnéni
podminek (3) staci k tomu, abychom mohli naleézt n funkci ;(t,p;,p}) spliujicich
rovnice

oYy  OF,
1 —
(11) M Oy 1 (0P  OPy
opr  Opi  2\0p, Op, )"

Dukaz viz [18, s. 524-527], srov. také komentdf v [14, s. 16-17]. V zdvéreénych
poznamkach Mayer jesté explicitné vypsal nejobecnéjsi tvar funkce 1. Ta ma podle

néj slozky v; = x;(t, 01,y Dns Py - -+, D) + i (6,01, ooy Dn) + ODP(E, 1, . .., Dn)/Op;.
3. Zobecnéni podminek varia¢nosti na lagrangiany vyssich fadu

Adolph Mayer ve svém ¢lanku [18] zdiraznil, Ze jeho metoda je snadno pouzitelna
pfi zobectiovani na piipady vyssiho fadu. A opravdu jiz za necely rok se podatilo Karlu

12) S pojmem variace pracoval Mayer, stejné jako Helmholtz a dal$i, pouze intuitivné.
Uvazovali variace jako ,libovolné malé deformace“ a oznacovali je . Pokus o blizsi vysvétleni
pojmu a precizni definici nalezneme u Arthura Hirsche, viz § 3.1.
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Bohmovi zobecnit diikaz Helmholtzovych podminek alesponi pro lagrangiany 2. fadu,
tedy pro H(t,p1,---,PnsPls-- Db, Pls---,0l). BShm navic poprvé explicitné zapsal
Helmholtzovy podminky vyssiho fadu. Prace vSak vysla v Journal fir die reine und
angewandte Mathematik az o celé dva roky pozdéji.

Mezitim byly v Mathematische Annalen otistény dva ¢lanky od Arthura Hirsche,
kde byl tento problém fesen zcela jinymi metodami. V prvnim ¢lanku uvazoval Hirsch
diferencialni rovnici ve tvaru F(z,y(z),y'(z),...,y™(z)) = 0 a ve druhém se pokou-
Sel zobecnit své vypocty pro n rovnic ve tvaru

Fk(x7y1a"'ay’rhy/la'"7y'lna"'aygrl)W'wySlrn)) O

Zobecnéni se vSak ani jemu nepodatilo dotdhnout do koneéné podoby — vysledky jsou
pouze existencniho charakteru.

3.1. Arthur Hirsch — zobecnéni existenénich podminek

Arthur Hirsch (1866-1948) ptisobil jako profesor na univerzité v Curychu. Ne-
mél zadné pratelské ani kolegialni kontakty se skupinou matematik kolem Helm-
holtze. Také pouzil k feSeni inverzniho problému zcela jinou metodu, tzv. teorii
(samo)adjungovanosti.

Samoadjungovanost definoval jako vlastnost diferencialnich vyrazi

F(z,y,y,...,y™)

nasledujici rovnici:
(12) v-0,F =u-6,F, kde Za ®

Tak vyuziva vlastnosti druhé variace. Pomoci této teorie pak dokézal, Ze pro samoad-
jungované diferencialni rovnice existuje lagrangian.

Obsahly ¢lanek O charakteristické vlastnosti diferencidlnich rovnic variacniho po-
étu z roku 1897, viz [10], zacind diskusi inverzniho problému pro jednu obycejnou
diferencialni rovnici o jedné zavislé proménné:

Tvrzeni 6 (Hirsch, 1897). Md-li funkce F(z,y,y',...,y*") sudého 7ddu 2n tu vlast-
nost, Ze z ni odvozeny linedrni diferencidalni vyraz

2n
= Z F, - u®
k=0

je samoadjungovany, pak muze byt kvadraturami vypoctena funkce f(xz,y,y’,... 7y(”))
takovd, Ze plati
- d* [ of
_ _ _1\k
F=V(f) = ’;_0( 1) W (3y(k)) .
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Diferencidlni rovnice F = 0 je tedy ekvivalentni se zaddanim variacniho problému extre-
malizovat integrdl

z
J:/ f(x,y,y’,...,y("))dx.
o

V [10, §3] je tvrzeni 6 dokdzdno pro n = 1, srov. komentar v [14, s. 20-21]. Déle
v §§4-6 je dikaz matematickou indukci zobecnén pro libovolné n. Podobné jako v §3
je ukazano, ze F musi byt afinni vzhledem k nejvyssim derivacim, a tedy Ze musi mit
tvar F = M(x,y,v/, ... 7y(Q"_l)) Y + N(z, 9,9, ..., y(Q"_l)).

Navic je dokazano, ze M mnezavisi na y™*t1) ... y2»=D_ V §9 je vypocet déle
zobecnén na parcialni diferencialni rovnice 2. fadu ve tvaru

F(:U,y, 2(2,Y), 2z, 2y, Zozs Zoy, zyy) =0

a v §10 na parcialni diferencialni rovnice druhého fadu se tfemi nezavislymi promén-
nymi.

O rok pozdéji (1898) publikoval Hirsch ¢lanek Podminky existence zobecnéného
kinetického potencidlu, viz [11]. Zde pokracoval ve zobectiovani vysledki na systémy
obycejnych diferencialnich rovnic s libovolnym poc¢tem zavislych proménnych, tedy na
rovnice ve tvaru Fi(@, Y1, ..., Uny YiseosYns-- s ygﬁ), . 7ygf”)) = 0. Vysledky maji
opét vétsinou existencni charakter.

3.2. Karl B6hm — alternativni pfistup ke zobecniovani Helmholtzovych podminek

Mannheimsky rodak Karl Bshm (1873-1958) studoval v devadesétych letech 19. sto-
leti v Heidelbergu. V roce 1900 se tamtéz habilitoval. Cty¥i roky nato byl jmenovan
mimoiadnym profesorem a Heidelbergu ztstal vérny az do roku 1914. Poté pisobil az
do roku 1936 v Karlsruhe.

Jak jsme se jiz zminili, podafilo se mu vyjadrit Helmholtzovy podminky pro lagran-
gidny 2. fadu a dokonce provést jejich dukaz. Slozitost vypoctu vSak ukazala, Ze se
zobecnénim na vys$si fady to nebude tak jednoduché, jak se predpokladalo.

Tvrzeni 7 (Bohm, 1899). Pro existenci kinetického potencidlu H zdvislého na prunich
a druhych derivacich soutadnic, ktery je definovdan rovnicemi

OH d [0H d2 [9H
1 pP=_ _afozy d 7
(13) {Q’oi dt (3102) Tz (3102’)}
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je nutné a staci, je-li P; takovd funkce proménngch p, p’, p”, p®, p®, ze jsou splnény
ndsledujici podminky:

oP, 0P,
apgl) apl(4) ’

0P 0P _,d ( 8Pk)
ap’(f) apgi%) d (4) apg;;) )

(14) oP; B opP, 7§ ( 3Pk)
ap (3) apgi”)

ap(Q) ap@) 2 d

oP 0Py _ d | 0P oP ., P
apk ap,  dt (2) 8p§2) dt3 ap (4 8p§4) ’
8Pi_8Pk_12(8Pi_8Pk)_1£<8Pi_8Pk)
Op.  Opi  2dt\9p, Ip, 4483\ gp®  gp®

Bohm vyuzil Mayerovu metodu odvozeni Helmholtzovych podminek. Nejdiive vSak
zobecnil Jacobiho princip na pfipad funkci zavisejicich na vyssich derivacich az do
fadu v, viz [3, s. 125-126] nebo [14, s. 22]. Déle také zobecnil Mayerovy substitu¢ni
vztahy. Dtikaz je tedy zcela analogicky jako Mayertiv, ovSem vypocty jsou velmi kom-
plikované, srov. tf¥istrankovy Mayertv dtikaz v [18] a BSshmuv vice nez desetistrankovy
dikaz v [3].

Bohm uvadi ve svém ¢lanku velmi zajimavy dodatek. V ném jsou poprvé expli-
citné zapsany podminky varia¢nosti pro libovolnou obycejnou diferencialni rovnici
(tzv. Helmholtzovy podminky vyssiho fadu). Bohuzel neuvadi, jakym zptsobem se
mu podafilo podminky odvodit, ani zddny diikaz jejich spravnosti, ani Zzaddnou citaci.
Protoze jde o zvlast zajimavou véc, uvedeme zde cely dodatek v prekladu.

Tvrzeni 8 (Bshm, 1899). Bud H funkce prunich v derivaci soutadnic p; definovand

rovnicems
d” [ OH
ey (2L p
{apl 3Pz>+ T <ap§”))}

Pak Pj(pi, v}, - p ) must splriovat viech (2v + 1) ndsledugicich rovnic

OP; T+1 d oP; T+ 2\ d2 oP;
8pr)7 1 ap(T-H) + 9 a2 apS+2> -t

v\ d?~7 [/ 9P, AP
—1)%7 — | == ) = (-1 —& =0,1,2,...,20.

(15)

Pro v =2 se tyto relace shoduji s Helmholtzovymi podminkami 2. fddu [v tomto
¢lanku (14), pozn. aut.')].

13y Na prvni pohled je patrné, ze i pro v = 1 souhlasi (15) s Helmholtzovymi podmin-
kami (3).
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Jako prvni dokézal toto tvrzeni A. L. Vanderbauwhede [22], ovSem aZ v roce 1978.

Zde je tieba se pfiklonit k ndzoru, ze Bshm podminky (15) jednoduse uhodl.
Porozumét jejich strukture neni az tak slozité, méa-li ¢lovek k dispozici Helmholtzovy
podminky (3) pro prvni a (14) pro druhy fad. Déle je to jen otdzka vypoctu jednotli-

vvvvvv

vych koeficientti. Dokézat tyto podminky je ale ikolem mnohem slozitéjsim.

4. Integraéni faktory

Jak jsme se jiz zminili v Gvodu, formulaci silného inverzniho varia¢niho problému
Ize mnoha zpiisoby zobecnit. Déale se zabyvame zifejmé nejznaméjsSim zobecnénim,
nazyvanym nejcastéji problém existence integracnich faktori nebo také multiplikatori.

Meéjme ddn systém obycejnych diferencidlnich rovnic 2. fadu ve tvaru
Zjistéte, zda existuje v kaZdém bodé requldrni matice (fij(t, q*, qk)) takovd, Ze

oL d OL
Zj(f“)Fj T ¢ dtog

Problém existence integracnich faktoru je zajimavy hned z nékolika divodu. Jednak
je to divod historicky — prvni pokus o feSeni této formulace inverzniho problému
je starsi nez Helmholtzova formulace silného inverzniho problému. Z hlediska ma-
tematického je problém zajimavy svou slozitosti — jeho uplné feseni neni dosud
znamo a vétsina vysledki se tyka obycejnych diferencialnich rovnic 2. fadu: pro jednu
takovou rovnici integraéni faktor vzdy existuje, ale pro systém dvou (a vice) rovnic
jeho existence jiz zajisténa neni.

Nakonec ani z hlediska historie hledani integrac¢nich faktord neni ani zdaleka vSe
jasné. Vétsina autori povazuje za prvni formulaci a pokus o feSeni ¢lanek A. Hirsche
z roku 1897 [10]. Jiz pfi prvnim pohledu zjistime, Ze Hirsch navazuje na vysledky
G. Darbouxe, dokonce cituje jeho knihu z roku 1894, viz [4].

Darboux studuje, jak souvisi otazka existence integra¢niho faktoru pro jednu oby-
¢ejnou diferencialni rovnici 2. fadu s existenci minimalnich a maximélnich kfivek na
plose, a ukazuje, Ze pravé pro ty diferencidlni rovnice, které extremizuji jisty variacni
integral, integracni faktor existuje.

7 hlediska historického je potfeba upozornit, ze Darboux hned v prvnich vétach
paragrafu 604, viz [4, s. 53], kterym zacind pojedndni o inverznim problému, uvadi, ze
pouze ,reprodukuje vysledky Beltramiho a Diniho“. Pravdépodobné mél na mysli prace
[2, 5], které jediné cituje v kapitole, kde Tesi inverzni problém. To svadi k dojmu, Ze se
problémem integracnich faktort zabyvali v Italii jiz na konci Sedesatych let 19. stoleti.
Ovsem z praci [2, 5] Darboux pfebird pouze ¢ast teorie geodetickych kiivek na plose.
Pokud se Eugenio Beltrami a Ulisse Dini inverznim problémem opravdu zabyvali, jsou
jejich prace zapomenuty.
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4.1. Zapomenuta prace Nikolaje Jakovlevi¢e Sonina

Zcela stranou této posloupnosti stoji ¢lanek ruského matematika piisobiciho ve Var-
Savé Nikolaje Jakovlevice Sonina (1849-1915).1%) Sonin dokonéil sviij ¢lanek O urcend
minimdlnich a mazimdlnich krivek na plose v prosinci roku 1885. Jde tedy pravdépo-
dobné o nejstarsi pokus o feSeni inverzniho problému.

Sonin hled4d integrac¢ni faktory pro jednu obycejnou diferencidlni rovnici 2. fadu
ve tvaru y” = ¢(z,y,y’). Maximalni a minimalni k¥ivky jsou pak definovdny jako
extremaly funkcionalu f; f(z,y,y") dz, coz je ekvivalentni s rovnici:

1 =2
(16) dy  dt Oy’

Zderivovanim (16) vzhledem k 3’ a substituci 9%f/9(y’)? = z pievedl Eulerovu-
-Lagrangeovu rovnici na ekvivalentni parcialni diferencidlni rovnici 1. fadu

%+ /%+ %4, 8_4,070
Oz yay ‘pay' Z@y’i'

Po substituci p = 3/, integraci a nalezeni vztahii mezi libovolnymi funkcemi vyjadril
vysledek takto:

Tvrzeni 9 (Sonin, 1886). Obecné fesend rovnice (16) md vyjddrent

fan) = [ .0 exo |- [(Z5EE ) ap| ap -
v o1 ofn o
—/ pP(1,0) - exp [—/( ;}f@) dp]dp+a—‘)2+a—fylp7

A

(17)

kde A je koten rovnice

(18) V[p(z,y, A), o(z,y, A)] = 0.

Rovnice (17) slouzi k nalezeni vSech nekoneéné mnoha ekvivalentnich lagrangidnt,
funkce ¢, o v podmince (18) jsou prvni integraly rovnice y’ = o(x,y,y’).

Pfestoze byla Soninova prace recenzovana v JEM (¢. 19.0359.01), upadla na dlouho
v zapomnéni. A7 v osmdesatych letech 20. stoleti byla nejméné étyiikrat citovana,'®)
a po dalSich deseti letech byly po Soninovi dokonce pojmenovany dva geometrické
objekty (Helmholtzova-Soninova forma a Helmholtzovo-Soninovo zobrazeni). Ty vSak

nemaji s jeho vyzkumy zadnou uzsi souvislost.

14y Podrobny Sonintv Zzivotopis napsal A. I. Kropotov, viz [25]. Mimoruské zdroje se
0 Soninovi zmifuji jen velice zfidka a velice povrchné, napf. jeho biografie v [29] ¢it4 pouhé
Ctyfi kratké odstavce.

15) Dle Science Citation Index, viz http://wos.cesnet.cz/CIW.cgi
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5. Zavér

Timto ¢lankem jsme chtéli pfedevsim poukézat na zptlsob, jakym by mohla byt
historie matematiky efektivné vyuzivana. ReSeni silného inverzniho problému bylo na
prelomu 19. a 20. stoleti velmi aktudlnim tématem. Vyzkum pokroc¢il mnohem dal,
nez by vétsina matematiku citujicich zde uvedené prace byla ochotna pfipustit.

Odhalili jsme zde nékolik dosud neznamych skutecnosti, které usvédcéuji nékteré
renomované matematiky z toho, Ze cituji prace, které podrobné necetli, nebo dokonce
ani nevidéli. Jinak by muselo byt napf. zndmo, Ze autorem ekvivalentniho tvaru Helm-
holtzovych podminek je sim Helmholtz, ze Mayer pfi svém diikazu Helmholtzovych
podminek navazoval na Konigsbergerovu praci, ze se Bohmovi podarilo explicitné
zapsat Helmholtzovy podminky vyssiho fadu nebo Ze Hirsch neformuloval problém
existence integracnich faktort.

Jako je inverzni problém sam otazkou velmi komplikovanou, tak i jeho historie je
velmi spletitd. Ovsem o to zajimavéjsi. Lze jen litovat, Ze je studium historie inverzniho
problému teprve v pocatcich. Naptiklad o historii inverzniho problému pro parcialni
diferencialni rovnice nebo o starsi historii slabého inverzniho problému neni zatim
znamo takika nic.

Podé&kovani. Je mi potéSenim podékovat mé Zené Veronice, a to nejen za neocenitelnou
lingvistickou pomoc, ale pfedevsim za soustavnou podporu a nekonecnou trpélivost. Dale
bych rad podékoval doc. K. Smitalové a doc. L. Klapkovi za podnétné naméty na vylepseni
textu a prof. Talentimu z redakce ¢asopisu Annali di Matematica za nezistné zaslani kopii
¢lankt E. Beltramiho a U. Diniho. Nakonec bych rad podékoval také doc. O. Krupkové, pod
jejimz osobitym vedenim jsem se historii inverzniho problému zacal zabyvat.
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