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Symetrie: Ano ¢i ne?

Vénovano Wolfgangu Wendlandovi k jeho Sedesatinam, zari 1996

Bernd Kawohl, Kdéln

Mnoho 1loh matematické analyzy, které vypadaji symetricky, ma ve skutecnosti
nesymetricka feseni. V tomto ¢lanku uvedu né€kolik piikladt. Jednim z nich je tloha
o neprihledném c¢tverci: Je dan jednotkovy ¢tverec; naleznéte v ném nejkratsi kiivku C
takovou, ze kazdéa primka, kterad protne ¢tverec, protne rovnéz kiivku C. Jinym pii-
kladem je Newtonovo téleso minimalniho odporu, jedna z nejstarsich tiloh varia¢niho
poctu. Ukazu rovnéz osm trikid, jak dokazat symetrii feseni parcidlnich diferencidlnich
rovnic nebo FeSeni variac¢nich tloh; jeden z nich vede k feSeni otevieného problému
z [2].

Nesymetrie

Pfiklad 1. Valce konstantni $ifky. Pfedstavte si situaci, kdy vyrobce plochych kru-
hovych objektt, jako jsou pizzy, knofliky nebo cédécka, chce zkontrolovat jejich kru-
hovy tvar optickym zarizenim, které méri délku jejich horizontalnich stind ze vsech
moznych uhli. V piipadé kruhovych predmétii je délka vSech takovych stinil stejna.
Jsou vsak kruhové predméty jedinymi, které maji tuto vlastnost? Intuitivné bychom
snad usoudili, Ze tomu tak je, ale obrézek la ukazuje, ze odpovéd je zapornd. Jsou tam
pravidelné (2N + 1)-thelniky, které jsou ,zakulaceny“ kruhovymi oblouky vhodného
poloméru. V levé Casti obrazku by poznali strojni inzenyti rotor Wankelova motoru
a tvar odpovidajici N = 3 zname z britské padesatipence. Kfivky ohranicujici takovéto

~7N

mnoziny jsou odeddvna znamy jako kiivky konstantni sitky. (Viz [23].)

Obr. 1a.
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Obr. 1b.

Mimochodem, kdyz britskd mincovna razi mince, které nejsou kruhové, setfi mate-
ridlem. Neodoldm pokuseni a uvedu diikaz odpovidajiciho tvrzeni: Mezi vSemi rovin-
nymi oblastmi, jejichZ prumér se rovna jedné, ma kruh nejvétsi plochu.

Metoda dikazu [21] vychazi z pozorovani, Ze oblast, jejiz plocha je maximAlni, musi
byt konvexni. Podivame-li se na obrazek 1b, snadno usoudime, zZe plati:

1 TE/Q
plocha = 3 /0 [r*(©) +1r*(0 — in)]do,

avSak pro kazdé © je integrand roven OP? + OQ? = PQ* < 1.

Priklad 2. Newtonovo téleso nejmensiho odporu. Téleso se pohybuje zfedénou kapali-
nou. Céstice kapaliny maji velkou stiedni volnou drahu a navzajem na sebe neptisobi.
Mohou nicméné narazit na téleso a zpiisobit dokonale pruzny naraz. V tomto ptipadé
¢ast jejich momentu hybnosti ptisobi zpomaleni télesa. Pokud je ¢elo télesa paramet-
rizovano funkei u = u(z), z € B(0,1) C R?, kde B(0,1) je otevieny kruh o poloméru
jedna se stfedem v pocatku, muzeme odpor télesa vyjadrit funkcionalem

1
R(u) ::/ ———dx
B(0,1) 1 + |Vu|

Problém nalezeni tvaru cela, pii némz je odpor minimalni, zkoumal pied vice nez
tFemi sty lety Isaac Newton (viz [6], [8]). Lze uvaZzovat rtzné t¥idy pFipustngch funkci,
na nich se tiloha o minimu nekonvexniho funkcionalu R fesi. Ve t¥idé!)

A={ve Wl (B(0,1)) : 0=<w(z) £ M, v je konkdvni}

Ize dokazat existenci minimizujici funkce u funkcionalu R. Newton minimizoval R na
radidlné symetrickych funkcich z A. Je vSak minimizujici funkce funkcionalu R na
mnoZziné A nutné radidlné symetrickd? Pokouseli jsme se to dokdzat se spoluautory

1y Tfida A je tedy mnozina nezapornych konkavnich shora omezenych funkci, jejichz
zobecnéné derivace jsou meéfitelné a omezené na kazdé kompaktni podmnoziné mnoziny
B(0,1).
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v préaci [8]. Mnoho pokusti selhalo. Nakonec jsme dokézali, ze plati opak [6]. V dikazu
jsme nahradili Newtonovo feSeni, jeZ ma kruhové vrstevnice, vhodnou funkci z A,
vrstevnicemi jejihoz grafu jsou pravidelné mnohouhelniky s mnoha vrcholy, a ukazali
jsme, ze to vede ke snizeni hodnoty R. Jinak feCeno, tim jsme ke gradientu pricetli
thlovou derivaci, coz meélo za nasledek zvétseni gradientu a zmenseni R.

Priklad 3. Nepruhledny ¢étverec. Vlastnik ¢tvercového pozemku o délce strany jedna vi,
7e jeho pozemkem je vedena rovna telefonni linka v hloubce 30 cm. Aby ji nasel, mize
vykopat zldbek (o celkové délce étyfi) po obvodu étverce. Kdyz ale vykope struzku
pouze podél tii stran, nutné narazi na telefonni linku také. Jaka bude nejmensi délka
zlabku, jehoz pomoci majitel telefonni linku zarucené odhali? Mnozi si po chvilce
premysleni uvédomi, Ze zlabek ve tvaru dvou diagonal je kratsi (mé délku 2,82...),

Obr. 3.

a Ctenari, ktefi jsou obeznameni s vypocty minimalnich ploch, naleznou nejkratsi cestu,
jez spojuje vSechny ¢tyti vrcholy ¢tverce. Jeji tvar vidime na obrazku 2 — celkova délka
je 2,73. (Uhel 2r/3, pod nim# se sbihaji tsecky, zndme rovnéz z Sestitthelnikt bunék
véeliho plastu.) Je ale jesté lepsi forma zlabku (obr. 3). M4 dvé komponenty a celkova
délka je 2,64. Zda se, ze je to Teseni problému, je to vSak pouze hypotéza. PovS§imnéme
si, ze uvedeny Utvar ma pouze jednu osu symetrie, zatimco ¢tverec mé Ctyfi.

Obr. 4.
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Co kdyZ nyni zaménime c¢tverec pravidelnym N-thelnikem, jehoZ vrcholy leZi na
kruznici o poloméru jedna? Pokud N — oo, priblizuje se mnohothelnikovy pozemek
jednotkovému kruhu. Intuice ndm nyni napovida, Ze v tomto pripadé k objeveni
piimky protinajici kruh (telefonni linky) musime vykopat 7ldbek po obvodu kruhu,
tedy o celkové délce 2n. Ale vhodné sestrojend struzka o délce 4+ 2 poslouzi stejné
dobte. Ziskdme ji limitnim procesem a je zndzornéna na obrazku 4. (Vice podrobnosti
nalezne ¢tenaf v préci [19].)

Piiklad 4. Vlastni funkce. Ozna¢me jednotkovy kruh v R? se stfedem v pocéatku
symbolem {2 a zkoumejme tlohu vlastnich ¢isel

1 Aut+iu=0 v £,

S { u=0 na df2.

Uloha je symetricka, Laplacetiv operator A je invariantni vzhledem k otoéeni soustavy
souradné kolem pocatku, avsak feseni nemusi byt radialni. Je ale obecné znamo, ze
prvni vlastni funkce (neboli zdkladni stav) radidlni je. Ve druhé ¢asti ¢lanku ukdzu
nékolik dikazovych metod. ,,Zakladni stav* je funkce, ktera minimizuje Dirichletiv
integral [, |Vu|?dz na mnoziné A = {u € H}(£2): [,u*dz =1}. Uloha (1) vznik4
pii (nepfili§ pfesné) aproximaci popisu kmitajici pruzné membrany.

Zkoumejme nyni misto kruhové membrany trojrozmérnou pruznou kouli, jejiz cho-
vani je popsano rovnicemi linearni elasticity. Jeji deformace u je vektorovou funkci,
Laplacetv operdtor je nahrazen Laméovym operdtorem a tloha (1) je zaménéna
eliptickou soustavou rovnic

{Au+aV(divu)+AuO na {2,
u=0 na 92,

kde hodnotu a = (A + p)/p ziskdme z Laméovych konstant A a p. Mazeme opét defi-
novat zdkladni stavy, v tomto pripadé jako vektorové funkce minimizujici funkcional

/Q(\VU\Q + a(div u)?) dz

na odpovidajici mnoziné A vektorovych funkci. Jsou zdkladni stavy stale radialni, tj.
zéviseji pouze na r ( = |z|), nebo mohou byt alespon vyjadieny ve tvaru u(z) = zg(r),
kde g je skalarni funkce? V praci [15] je ukdzéno, ze odpovédi na obé otdzky jsou
negativni.

Priklad 5. Stacionarni horky bod. Predstavte si konvexni omezené téleso v R3
(oznaéme je jako (2), které je ohfaté na pocatecni teplotu ug =1 a poté ponofeno
do ledové vody. Ze zakona pro vedeni tepla plyne, Ze prubéh teploty bude popsan
funkei u = u(t, z) (t >0, x € 2), kterd fesi Glohu

ou

— —Au=0 v RTx{2,
ot

(2) u=0 naR" x 90,
u=1 na {0} x 2.

268 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 48 (2003), ¢. 4



Pro kazdé pevné t > 0 existuje jediny bod maxima z° funkce u, tj. nejteplejsi misto
(viz [18]). Pfedpoklddejme, Ze tento horky bod x° je stacionarni a je umistén v pocatku
(z° = 0). Pak mtizeme ocekavat, Ze teplo proudi stejnou mérou ve sméru x jako ve
sméru —z. Zda se tedy, Zze by mélo platit 2 = —(2, jinymi slovy téleso {2 by meélo
byt symetrické podle stfedu. V praci [20] byla poloZena otdzka, zda pouze stiedové
symetricka télesa mohou mit stacionarni horky bod, a byla zodpovézena zaporné. Jako
protipifklad v R® miiZe slouzit pravidelny ¢ty¥stén.?) (Viz rovnéz prace [16] a [18], jez
se vztahuji k této problematice.)

Priklad 6. Nesymetrické zakladni stavy. V piikladé 4 jsme vidéli, Ze symetrické za-
kladni stavy mtizeme ocekavat, kdykoliv to geometrie systému dovoli. I toto ocekavani
v8ak musime bréat s rezervou, nebot M. Esteban v praci [11] ukdzala nesymetri¢nost
zédkladnich stavii na vnéjsich symetrickych oblastech. (Vnéjsi symetrickd oblast je
definovéna jako doplnék omezené symetrické oblasti.) V jejim ptipadé zdkladni stavy
byly funkcemi minimizujicimi funkcional [ Q(|Vu\2 + u?) dr na mnoziné

A= {v € HY(): / lv|PT de = 1},
Q

n -+ 2
kde 2 CR* n=>3 a 1<p<—2.
n—
Jiné nesymetrické zakladni stavy byly odvozeny v pfipadé podminek Dirichletova

typu na anuloidech. Abychom mohli vysledek presné&ji vysvétlit, uvedme formulaci
2
tlohy podrobnéji: Budiz 2 C R™ radialni oblast, 1 < p < n_—&—27 a 2 0. Minimizu-
n —

jeme funkcional [,,(|Vo|* + av?) dz na mnozing A = {v € HY(2): [, [v[Pt!dz = 1}.
Odpovidajici Eulerova rovnice mé v tomto pifpadé tvar —Au + au = Au|P~1u na (2.
Je minimizujici funkce v radialni? Pokud je {2 koule, je odpovéd kladna a dikaz
lze provést (naptiklad) pomoci symetrizace. Pokud je ovéem n =2 a {2 je mezikruzi
(viz [10]) nebo v ptipads, kdy n = 3 a {2 je sférickd skofepina, je odpovéd zaporné.
(Podrobnosti viz [14], str. 95 a 99. V této knize nalezne ¢tenaf rovnéz dalsi odkazy.
Piipad soustav je diskutovan v ¢lancich [15] a [19].)

Priklad 7. Nerovnosti Poincaréova typu. V jednorozmérném piipadé formulujme
tlohu: Naleznéte nejmensi konstantu C), takovou, ze odhad

vllzr(=1,1) £ Cp - 1V]lL2(1,1

plati pro vSechny funkce v € H'(—1,1), pro néz f_ll v(z)dz = 0.
Existence konstanty C}, a funkce u,, pro kterou plati rovnost, je jednoduché cviceni
z varia¢niho poctu. Je-li p =2, je Cy = (2/n)? = 0,4057 a uz(z) = sin(inz). Pozna-

menejme, Ze lichost funkce ug(z) je uréity druh symetrie.

2) Pozn. prekladatele: V tomto piipadé ale teplo neproudi stejnou mérou ve sméru x jako
ve sméru —x.
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Co plati v piipadé p = co? Je funkce, kterd odpovida konstanté C, (tj. pro niz ve
vyse uvedené nerovnosti plati rovnost), opét lichd? Metodou monotonniho pferovnani
(viz [14]) lze dokazat, ze funkce u = o, jeZ minimizuje podil ||v'||2/||v] 0o, musi byt
ryze monotonni. Bez ijmy na obecnosti lze predpokladat:

e Funkce u je rostouci. (V opa¢ném piipadé ji nahradime funkei u(—zx).)

e Jeji absolutni hodnota dosahuje maxima v bodé 1. (V opaéném ptipadé ji nahradime
funkel —u(—2x).)

e Plati ||u|loc = u(1) = 1. (Pokud to nenastane, provedeme zménu métitka.)

Funkce u mé tedy pravé jeden nulovy bod v intervalu (—1, 1). Neni to ale bod = = 0,
jak bychom ocekavali, takze funkce u neni liché.

u.

14

0/ '

/

Minimizace vyrazu ||u'||2 na mnoziné funkei, jejichZz primér je roven nule, vede

Obr. 5.

formalnim postupem k Eulerové rovnici u” 4+ A =0, takZe lze odekavat, Ze mini-
mizujici funkci bude polynom druhého stupné. Standardnim postupem zjistime, Ze
minimizujici funkce mé tvar us(z) = §(3z% 4 62 — 1). Tato funkce zarucené neni
lich4. (Jeji graf je zndzornén na obrazku 5.) Snadno vypocéteme nejmensi konstantu:
Coo = m = 0,8165. Poznamenejme, ze monotonni pferovnani neni jedinym dtikazo-
vym prostfedkem. Lze naptiklad pouzit periodického prodlouzeni funkce u a posunuti
v proménné z, abychom ukéazali, Ze bez jmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze
Julloo = u(1) = 1.

Na tento asymetricky vysledek mne upozornil C. Schwab. Je dokézan v [13]. (V uve-
deném dtikazu neni pouzito monotonni pferovnani.) Poté mi sdélili svd nezavisle
ziskand odvozeni F. Brock, H. G. Reschke a G. Talenti. (Jejich diikazy nebyly pu-
blikovany.)

Vznika otazka: Jaka je situace pro p € (2,00)? Je extremala u, lichd? Véfim, ze
tomu tak neni. Zd4 se vSak, ze tento problém je dosud otevieny.3)

3) Pozn. prekladatele: Od publikace ¢lanku prosla tato problematika dal$im vyvojem, a to
jak zasluhou autora, tak i fady dalsich matematiki. Podle sdéleni petrohradského matematika
A. 1. Nazarova je dokdzano, Ze symetrie (lichost) nastane pro 1 < p < 6 (NAzArRov, A. L,
J. Math. Sci. 112 (2002), 4029-4047), zatimco pro p > 6 je FeSeni nesymetrické (BUSLAEV,
A. P., KONDRAT’EV, V. A., NAZAROV, A. I., Math. Notes 64 (1998), 719-725).
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Symetrie

Doufam, Ze nékolik uvedenych prikladi nesymetrie ¢tenare presvédcilo, ze kazdy
vyrok o symetrii feSeni je potifeba peclivé dokazat. Dikazovych metod je mnoho.
Neékteré zde uvedu a ukazi jejich uziti na velmi jednoduchych prikladech. Tyto metody
funguji samoziejmé i v daleko obecnéjsich situacich — snaha po co nejobecnéjsSim
kontextu by ale zatemnila zakladni myslenky technickymi detaily.

Metoda 1. Dikaz symetrie prostfednictvim jednoznaénosti. Predpoklddejme, Ze okra-
jova uloha obdobna uloze (1) je invariantni vzhledem k néjaké netrividlni grupé
transformaci (zrcadleni, rotace), avSak mé pouze jedno FeSeni. Potom jeji feSeni je
symetrické. (Jinak by totiz Gloha méla vice neZ jedno feSeni.)

Metoda 2. Dukaz symetrie prostfednictvim konvexity. Pfedpokladejme, Ze funkce u
minimizuje ryze konvexni funkcional J = J(v) na konvexni mnoziné piipustnych
funkci v. Defini¢nim oborem piipustnych funkci necht je symetrickd mnozina {2, tj.
mnozina invariantni vzhledem k néjaké grupé transformaci. Je-li g element grupy,
9(2) = 2, je rovnéz u(x) = u(g(x)), tj. u je invariantni vzhledem k téze grupé trans-
formaci, jinak by totiz konvexni kombinace w(xz) = 3[u(x) +u(g(z))] méla mensi
senergii“: J(w) < J(u), coz je spor. (Je vidét, Ze tato metoda je méné obecna nez

metoda 1.)

Metoda 3. Dukaz symetrie prostfednictvim prerovnani. Pfedpokladejme, Ze w mini-
mizuje funkciondl, ktery ma tvar

3) J(v) = /Q(m\? + F(v)) de,

na jisté mnoziné A pripustnych funkci v, jeZ jsou definovany na tzv. steinerovsky
symetrickych oblastech {2 C R™. To jsou oblasti, které jsou zrcadlové symetrické a jsou
konvexni ve smérech ortogondlnich k roviné P, vzhledem k niz jsou symetrické. Je
kazda minimizujici funkce u steinerovsky symetricka, tj. klesa tato funkce u symetricky,
vzdalujeme-li se od bodt roviny symetrie P? Odpovéd je kladnd, a to i v piipadé
obecnéjsich funkcionédld. (Podrobny vyklad nalezne ¢tenadf v monografii [14].) Mys-
lenka dikazu spo¢iva v prerovnavani nesymetrické minimizujici funkce u v symetricky
klesajici funkeci u* s mensi energii (tj. J(u*) < J(u)). Tuto metodu lze samoziejmé
pouzit pouze v pfipadech, kdy u € A implikuje u* € A.

Stejnd otdzka muze byt poloZena i pro lokalni minimum. V tomto pripadé jsou
této funkce v odpovidajicim metrickém prostoru funkci velmi vzdalené, a abychom
se priblizili pavodni funkci v, musime ji spojit s u* jistym druhem homotopie. Tato
konstrukce byla ispésné provedena F. Brockem v [4] variaéni verzi takzvané metody
pohyblivé roviny (moving plane method). Dalsi zobecnéni nalezne étenar v [7].
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Metoda 4. Dukaz symetrie prostifednictvim principu maxima I. Tato metoda se jedno-
duse vysvétli na piikladé semilinedrni eliptické tlohy na jednotkové kouli B(0,1) C R™.
Hledame funkci u, pro kterou

—Au+ f(u)=0 v B(0,1),
(4) u>0 v B(0,1),
u=0 nadB(0,1).

Velmi hluboky vysledek (viz [12]) Tik&, Ze pro kazdou lipschitzovskou funkci f je
feSeni u radidlné symetrické. K tomu staci dokazat, Ze FeSeni u je symetrické vzhledem
k nadroving {z: x; = 0}. (Stejné argumentace lze totiz pouzit k diikazu symetrie feSeni
podle libovolné roviny prochazejici pocatkem, coz ale neni nic jiného nez radialni
symetrie.) Postup je tento: vezmeme ¢ € {0,1) a oznacime C; = {z: z1 > ¢t} N B(0,1)
a x! bod symetricky k bodu = € C; podle roviny {z: #1 = t}. Nyni dokdZeme tvrzeni:

(%) Vt € (0,1) Vo € Cy: u(w) < u(xh).

Diikaz tohoto tvrzeni obsahuje velmi jemné pouZiti principu maxima. (Podrobnosti
najde ¢tendf napiiklad v knize [26], str. 118 a dal$i.) Limitnim pfechodem pro ¢t — 0+
v (x) dostaneme u(z) < u(z?), neboli u(z1,z2,...,7,) < u(—x1,22,...,2,) na Cp.
Zaménou x; za —r1 dikaz symetrie u podle roviny x1 = 0 dokonc¢ime.

Tento trik je zndm jako metoda pohyblivé roviny (angl. moving plane method). Je to
velmi obecnd metoda, kterd vede k mnoha jinym zajimavym vysledktim rovnéz v pri-
padech nesymetrickych. O pfibuzngch varia¢nich metodéch je pojednano v praci [4].

Bez predpokladu lipschitzovskosti funkce f metoda nemusi fungovat. Protipriklady
jsou matematiktim pracujicim v této oblasti dobfe zndmy. Pfipad n =1 viz [12],
str. 220; vicerozmérny protiptiklad (n = 2) byl sestrojen F. Brockem v [5].

Metoda 5. Dukaz symetrie prostfednictvim principu maxima II. V praci [2] autofi
studovali klasicka feseni ulohy

{ Au+ |Vu|™ = f(r)  na B(0,1),

5
5) u = const. na 90B(0,1)

pro m € (0,1) a ukézali jednoznacnost radidlné symetrickych feeni. Otédzka, zda
vSechna klasicka Teseni jsou radialni, zistala oteviena.

7Zda se, Ze néasledujici trik nepatfi k nejznaméjsim. Pro jednoduchost pfedpo-
kladejme, ze n = 2, a oznafme symbolem © tuhlovou soufadnici bodu x. Polozme
v = 0u/0O a diferencujme (5) podle ©. Pak dostdvame

(©) {Av+mVum_2 Vu-Vo=0 na {2,

v=0 na Jf2,

kde 2 = B(0,1)\ {z € B(0,1): |Vu(x)| = 0}. Rovnice (6) je linedrni rovnice pro v,
pricemz koeficientem u Vo je funkce omezend a méfitelnd na kazdé 2/ C 2. Z principu

v w7

maxima plyne, Zze v = 0, tj. u je nutné radidlni. Tento trik fesi otevieny problém z [2],
jakoz i mnoho dal8ich dloh.
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Metoda 6. Dukaz symetrie prostfednictvim principu jednozna¢éného prodlouZeni.
Tento trik jsem se naucil v praci [22]. Nechf u je minimizujici funkce funkcio-
nalu (3) a necht (2 je (bez Gjmy na obecnosti) zrcadlové symetrickd vzhledem k mno-
7iné {x: x1 = 0}. To je ponékud slabsi pozadavek nez steinerovskd symetrie. Logo
Mercedesu je zrcadlové, nikoliv vSak steinerovsky symetrické. (Viz obrazek 6.) M4

Obr. 6.

minimizujici funkce u stejnou zrcadlovou symetrii jako oblast 2?7 Odpovéd je kladna
a mé docela elegantni dtikaz. Rozdélme oblast (2 na dvé ¢asti 2, = 2N {x: z1 > 0}
a (2, z nichz kazd4 je zrcadlovym obrazem druhé. Energie J(u) je mezi tyto podoblasti
rozdélena stejnomérné, jinymi slovy,

(7) / (IVu]* + F(u)) dz = / (IVul? + F(u)) da.
2; 025
Kdyby to neplatilo, byla by (opét bez ijmy na obecnosti) leva strana vétsi nez prava.
Pak ale funkce
(8) (w1, T2, . ..

{u(sc17x27...7xn) pro x € {2,
amn) =

u(—x1, T2, ...,z,) prox € 2,

mé tu vlastnost, ze J(@) < J(u), coz je spor s predpokladem, Ze u je minimizujic
funkce J na £2. Je tedy rovnost (7) dokdzana. Jestlize v je minimizujici funkei J, je
ji rovnéz @, definovana predpisem (8). AvSak @ splyvé s u na levé poloviné oblasti {2.
Protoze vsak obé funkce spliiuji Eulerovu rovnici, jejiz feseni maji vlastnost jednoznac-
ného prodlouzeni, splyva u s @ na celé oblasti (2, coz ale znamenad, Ze u je zrcadlové
symetricka. Co tomu fikate?

Metoda 7. Dukaz symetrie prostfednictvim stability. Zkoumejme nésledujici problém:

{Aquf(u)O v (2,

9
©) u=0 mna 012,

). Rekneme, Ze FeSeni w je stabilni, je-li druhd variace pfislusného

kde 2 = B(0,
(3) kladn4, tj. jestlize

funkcionilu

1

)

(10) / (IVel? + f(u)g?) d > 0
B(0,1)
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pro kazdou netrividlni srovnavaci funkei ¢ € HJ(0,1). Stabilni feseni je symetrické.
(To jsem se naucil od Alikakose a Batese [1]; viz rovnéz [17], kde je vysledek rozsifen
na kvazilinedrni rovnice.) Abychom to dokdzali, stac¢i polozit ¢ = du/9O, coz je
thlova derivace feSeni u, a presvédcit se, Ze pro tuto volbu nerovnost neplati. Je
tedy Ou/060 = 0, a tudiz u je symetricka.

Metoda 8. Dukaz symetrie prostifednictvim funkce P. Podivejme se znovu na tulo-
hu (9). Pfedpokladejme, Ze pro jisté kladné ¢islo « lze dokézat

P(z) = |Vul|* — oF (u(z)) = const.

v mnoziné (2. (Zde pouzivdme obecné pfijaté oznaceni, v némz F je primitivn{ funkei
k f.) Tento vztah implikuje uréity druh symetrie feseni u, a to:

a) radidlni symetrii, jak bylo ukédzano v [25] v ptipadé, ze 2 = B(0,1) C R™, a =2/n
a f=—1, nebo
b) zavislost u na jediné proménné (viz [9]), pokud 2 = R", o =2 a f je dosti obecna
funkce (napi. f(u) = u® — u).
Vysvétleme obé situace podrobnéji a pokusme se odhalit, pro¢ prvni z nich nelze
jednoduse rozsifit na ptipad nekonstantni funkce f. V pfipadé a) lze vyjit z toho, ze
funkce P je harmonicka, takze

- n—1 1
AP = ufy+ —— f'(u) [Vul” — = f*(u) = 0.

4,j=1

Piedpokldddme-li, ze f’ = 0, potom

i=1 i,j=1

Zde jsme uzili Schwarzovu nerovnost. Jelikoz prava strana v nerovnosti je rovna levé,
dostavame, ze u;j(x) =0 pro i # j a w;(x) = uj;(x) a rovnéz f'(u) = 0. Musi tedy
byt f konstantni, u; = (1/n)f(u) a u radidlni.

Jiny zpusob, jak dokézat tvrzeni a), plyne z pozorovani, ze derivace funkce P na
0B(0,1) podle vnéjsi normaly v je rovna nule. Pfitom je

g—f = UyUyy — %f(u)uy =0.
Pfedpoklddame-li, Ze u, # 0 a pfipomeneme-li si, ze Au = u,, + (n — 1)u, = f(u) na
0B(0,1), dostaneme wu,, = (1/n)f(u) = f(u) — (n — 1)u,, neboli u, = (1/n)f(u) na
0B(0,1).

Nyni méme dvé derivace u, a u,, predepsané jako konstanty na hranici, avSak uz
konstantnost jedné z nich implikuje, ze kladné feSeni je radialni. To plyne z velmi
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jemné analyzy, kterou provedl Serrin v ¢lanku [24]. V tomto ¢lanku polozil rovnéz
zédklady metody 4, kterou jsme zde uvedli. Z ni vychazi i velmi zndm4 prace [12].

V pfipadé b) nechf v zna¢i smér —Vu; predpoklddejme, ze u, #0 v R™ an < 8.
Z konstantnosti funkce P plyne, Ze OP/0v = 2u,u,, — 2f(u)u, = 0. Pfipomeneme-li
si, ze Au=wu,, + (n —1)H(z)u, = f(u) na vrstevnicovych plochach funkce u, do-
staneme, Ze jejich stfedni kiivost H(z) je nulova. Jinymi slovy vrstevnicové plochy
jsou minimélnimi plochami. AvSak odtud uZitim Bernsteinova vysledku dostavame, ze
vrstevnicové plochy funkce u jsou nadroviny. Pro obecné n dostaneme tyz vysledek,
avSak musime vynalozit vice Gsili. (Viz [9], véta 5.1.)

Podékovani. Je pro mne potéSsenim podékovat F. BROCKOVI za mnoho plodnych diskusi
o otazkach symetrie a M. MESTEROVI za jeho odbornou pomoc s poc¢itacovym zpracovanim
obrazkl. Dékuji rovnéz Britské kralovské mincovné za poskytnuti obrazku mince 50 p.

Poznamky pfipojené v fijnu 1997

Vynikajici pfehledny clanek tykajici se prikladu 1 napsali G. D. CHAKERIAN a H. GROE-
MER: Convex bodies of constant width do sborniku Convezity and its Applications, red. P. M.
GRUBER, J. M. WiLLS, Birkhiuser 1983, 49-96.

Historka o vztahu pfikladu 1 k nestésti, které postihlo Challenger, je obsazena v knize
R. FEYNMANA To nemyslite vazné, pane Feynmane!, Academia, Praha 1999.

O prikladu 7 se zminuji rovnéz B. DACOROGNA, W. GANGBO a N. SUBIA v ¢lanku Sur une
généralisation de l’inégalité de Wirtinger, Ann. Inst. Henri Poincaré Anal. Non Linéaire 9
(1992), 29-50.

Neékolik slov o autorovi

Bernhard Kawohl studoval matematiku v Darmstadtu, v . Ann Arbor a v Praze. Zabyva
se zejména kvalitativnimi a geometrickymi vlastnostmi (tj. tvarem) feSeni varia¢nich tloh.
Ptisobil jako ucitel na Brown University, v Heidelbergu, na Georgia Tech a v Erlangenu. V roce
1993 se stal fadnym profesorem a vedoucim katedry aplikované matematiky na univerzité
v Koliné nad Rynem. Organizuje vyjezdni seminafe, které se tési u studentii znac¢né oblibé.
Ve volném case zpiva ve sboru — touto ¢innosti se odreagovava od stresu z fakultnich schuzi
a od premysleni o matematickych problémech. Je Zenaty a ma dveé déti.

Bernd Kawohl byl v Praze na tfimési¢nim postdoktorském pobytu u profesora Jindficha
Necase na podzim roku 1979. Od té doby se do Prahy rad vraci ke kratkodobé&jsim pobytam.
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