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TTicet let od objevu superkonvergence
metody konecnych prvki

Jan Brandts, Amsterdam, a Michal K7iZek, Praha

1. Uvod

Metoda konec¢nych prvkt je povazovana za jednu z nejefektivnéjSich numerickych
metod pro feSeni ruznych technickych tloh, predevsim pak tloh matematické fyziky,
jako jsou napf. Maxwellovy rovnice, Navierovy-Stokesovy rovnice proudéni, rovnice
pruznosti ¢i vedeni tepla. Byla vynalezena Richardem Courantem zhruba pfed 60 lety
(srov. ptehledovy ¢lanek [8]). Dukaz jeji konvergence podal v roce 1968 brnénsky pro-
fesor Milo§ Zlamal (viz [15]). B&hem rozvoje metody koneénych prvki bylo objeveno,
ze ve specialnich bodech vySetfované oblasti je Tad rychlosti konvergence vyssi nez
optiméalni globalni fad. Tento pozoruhodny jev byl nazvan superkonvergence.

Systematické studium superkonvergencnich jevi zacalo poc¢atkem sedmdesatych let.
Postupné byla dokézana superkonvergence metody konecénych prvkt pro specidlni
rovnice v uzlovych bodech, Gaussovych-Legendrovych bodech, Jacobiho bodech a Lo-
battovych bodech. Nasim cilem bude priblizit zakladni poznatky o tomto jevu.

2. Jednoduchy priklad

Pojem superkonvergence se poprvé objevil pravé pied tficeti lety v ¢lanku [5)
J. Douglase a T. Duponta. Tito autori vysetiovali eliptickou okrajovou tlohu 2. fadu
/)/ + c
= u(l

(1) —(a
(2) u(0

=/

kde a >0, ¢ >0 a f jsou hladké realné funkce na intervalu [0,1]. Reseni u budeme
aproximovat pomoci spojitych a po castech polynomialnich funkci. Pro libovolné
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piirozené ¢islo n polozme h = (n+1)"1, x; =ih proi=0,...,n+1, K; = [v;_1,2;
proi=1,....n+1a

3) Ve={vecC[0,1]: v(0)=v(1)=0, v|k, € Pe(K;), i=1,...,n+1},

kde P.(K) je prostor polynomu stupné nejvyse k na prvku K a kde V}, se nazyvé
prostor konecnych prvki.
Metoda konecnych prvkia spociva v nalezeni priblizného feSeni uy € V3, pro néz
plati
(aup,,vy) + (cun,vn)g = (f,vn)y Yon € Vi,

kde (-, ), je skaldrni souc¢in v prostoru L?(0, 1). Tato rovnice formalné vznikne tak, ze
obé strany vztahu (1) vynasobime libovolnou testovaci funkci vy, € Vj,, zintegrujeme
pfes interval [0,1], provedeme integraci per partes a zaménime u za wup. Ze znamé
Rieszovy véty (viz napf. [13, s. 233]) pak plyne existence préavé jednoho takového
feseni up € Vj,.

V roce 1973 Douglas a Dupont dokazali, ze pro h — 0

max [u(z;) — un(2;)| = O(h*"),
je-li u € C*+1[0,1], zatimco

(4) max |u(z) — up(z)| = O(RFT)

z€[0,1]
je optimalni globalni odhad, ktery nelze obecné zlepsit.!) Pro k = 2 je tedy rychlost
konvergence v uzlovych bodech x; mnohem vétsi nez na celém intervalu [0,1]. Tento
jev se nazyvé superkonvergence (obecné definice je zavedena v [9]). Pro k=1,a=1
a ¢ = 0 dokonce plati, ze u(x;) = up(z;), t =0,1,...,n+ 1, tj. v uzlovych bodech x;
neni zadné chyba.

Pozdéji M. Bakker (viz [2]) objevil dalsi superkonvergenéni jev. Zjistil totiz, Ze pro
k = 2 uvniti kazdého intervalu K; existuje k — 1 bodi (tzv. Lobattovych bodu), kde
rozdil u — uy, je fadu O(h*+2), tj. rychlost konvergence metody koneénych prvki je
v téchto bodech o jeden Fad vyssi, neZ je optimalni globalni ¥ad (4).

V roce 1979 Lesaint se Zlamalem [11] dokézali, Ze v k Gaussovych bodech?) kazdého
intervalu K; derivace uj, konverguji k piesnému feseni rychlosti O(hF*1), zatimco
O(h*) je optimalni globalni rychlost. V tomto piipadé hovotime o superkonvergenci
derivact.

V monografii Babuska, Prager, Vitdsek [1, s. 145] z roku 1966 se rovnice (1)
s obecnymi Newtonovymi okrajovymi podminkami diskretizuje pomoci metody konec-
nych diferenci. K aproximaci sou¢inu a(z)u’ se pouzivaji Mar¢ukovy identity. Vznikla
soustava linedrnich algebraickych rovnic je t¥idiagonalni (podobné jako pfi pouZiti
linedrnich kone¢nych prvki, které maji optimalni rychlost konvergence O(h?)). Autoti

) Rikame, ze g(h) je fadu O(p(h)) pro h — 0, jestlize existuje ho > 0 tak, ze pro vSechna
h € (0, ho) je vyraz |q(h)/p(h)| ohraniceny.

2) Gaussovy body jsou kofeny Legendrovych polynomi, které jsou ortogonalni v L?(K;).
V Lobattovych bodech nabyvaji tyto polynomy lokalnich minim a maxim.
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viak dokazuji konvergenci fadu O(h%) v uzlovjch bodech, coz lze té7 oznacit jako
superkonvergencni vysledek, i kdyz termin superkonvergence tehdy jesté nebyl znam.

3. Superkonvergené¢ni jevy v roviné a v prostoru

Klicové predpoklady u vétsiny superkonvergencnich jevi jsou hladkost feseni a jistéa
pravidelnd struktura triangulaci pouzitych pro metodu koneénych prvki. Ukazme to
opét na jednoduchém piikladu.

Ptedpokladejme, ze 2 C R?, d = 2, 3, je ohrani¢end oblast s lipschitzovsky spojitou
hranici 0f2, a uvazujme Poissonovu rovnici s Dirichletovymi okrajovymi podminkami

—Au=f v,
u=0 mna df2,

kde f € L(£2).

Necht nejprve d = 2. Uvazujme triangulace T}, uzavéru oblasti {2, které jsou tvofeny
pouze rovnostrannymi trojuhelniky s délkou strany h. Jejich vrcholy oznacme =x;,
i=1,2,...,n(h). V prostoru linedrnich koneénych prvka

Vi={veC(2): v=0nad, v|g e P(K)proK €T}
hledejme Galerkinovo feseni u, € V}, definované vztahem
(Vun, Vup)g = (fron)y Yon € Vi,
kde V je gradient. Pak plati (viz [3])

() max [u(w;) — un(w:)] = O(hY),

je-li u € C*(92), zatimco

max |u(z) — up(z)| = O(h?)

z€eS?
je optimalni globalni odhad, ktery nelze obecné zlepsit. Vysoky fad konvergence ve
vztahu (5) je zptsoben tim, Ze na pravidelné trojuhelnikové siti se nékolik prvnich
¢lent v asymptotickém rozvoji chyby anuluje.

Bohuzel superkonvergenéni odhad vysokého Fadu (5) nelze zobecnit na p¥ipad d = 3,
protoze prostor nelze vykryt pravidelnymi ¢tyistény. Aristoteles sice kdysi tvrdil?), Ze
to 1ze a ze kolem kazdé hrany je ,navinuto“ 5 ¢tyfstént. To by odpovidalo situaci, ze
thel o mezi dvéma sténami pravidelného ¢tyisténu je 72°. Aristoteles byl ovSem tak
vyznamnou osobnosti, ze o jeho (nepravdivém) tvrzeni nikdo nepochyboval. Teprve
v 16. stoleti se zjistilo, Ze tento thel o je 71° (zaokrouhleno na celé stupné?)).

3) Viz ARISTOTELES: O nebi. O vzniku a zdniku. Pravda, Bratislava 1985, str. 146.

4) Pfesna hodnota je o = arccos %
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Obr. 1. Ruzné typy triangulaci, na nichz lze dosdhnout superkonvergence; po fadé: uniformni,
po castech uniformni, kvaziuniformni, lokalné bodové symetricka, lokalné periodicka a sobé
podobna.

Dalsi teoretické potize se superkonvergenci v trojrozmérném prostoru jsou popsany
v prehledném ¢lanku [4].

V roce 1969 Oganesjan a Ruchovec [12] dokézali velice pfekvapivou vlastnost pro
linearni koneéné prvky na uniformnich triangulacich (tj. triangulacich, v nichz kazdé
dva sousedni trojihelniky tvofi rovnobéznik). Pro dostateéné hladké v definujme
Lagrangeovu interpolaci mpv € Vj, vztahem

mhv(z;) = v(x;)
pro viechny uzlové body z; (vrcholy trojhelniki). Oznaéme ||[v||l; = ([|v[|3+[/Vv]3) 1/2
Sobolevovu normu, kde ||v||o je standardni L2-norma. Pak plati (viz [12])

(6) lun = mhulls = O(h?).
Na druhé strané neni obecné mozné zlepsit optimalni odhady
lu—mouls = O(h) & [lu—unlls = O(h).

Vlastnost (6), kterd je zakladem vétSiny superkonvergen¢nich jevi, ndm vlastné
tika, ze Lagrangeova interpolace a Galerkinovo feSeni jsou si velice blizké. Oganesjan
a Ruchovec [12] ji pouzili k ditkazu konvergence metody koneénych prvkd pomoci
trojuhelnikové nerovnosti

lv —unllr = llu = mrully + lun = mhulle = O(h),

ale nevyuzili ji k diikazu superkonvergence.
Na obrazku 1 vidime rtzné typy pravidelnych triangulaci, na nichz byla dokazana
celd fada nejriznéjsich superkonvergené¢nich jevt (viz napt. [9], [10], [14]).
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4. Aposteriorni odhady chyby

Zatim jsme se nezminili o konkrétnich aplikacich superkonvergence. Pokud je rych-
lost konvergence v nékterych bodech vyssi nez jinde, 1ze v nich ocekéavat i relativné
malou diskretiza¢ni chybu. V dalsim textu si ukdzeme, jak mtzeme z bodové super-
konvergence vytézit jesté néco navic.

Vratme se k jednorozmérné tloze (1)—(2). Predpoklddejme, ze k aproximaci Fe-
Seni u pouZijeme spojité a po éastech kvadratické funkce, tj. v (3) polozime k = 2.
Odhad (4) ndm pak Fika, Ze globdlné nemizeme ziskat chybu obecné vyssiho fadu
nez O(h?), zatimco Bakkertiv vysledek [2] tvrdi, Ze v Lobattovych bodech dostavame
superkonvergenci f4du O(h?*). Pokud ale aproximujeme wu;, kubickym interpola¢nim
polynomem ve ¢tyfech sousednich Lobattovych bodech, potom i v okoli téchto bodi
miizeme ocekavat chybu O(h?*) diky dobrym interpolaénim vlastnostem kubickych
polynomi. Tato myslenka nas ptrivadi k nasledujicimu algoritmu:

Pro kazdy prvek K, ktery obsahuje tfi Lobattovy body (dva krajni body a té-
7i8t8 K;), vyberme ¢tvrty Lobattiv bod v jednom ze sousednich intervali K;;1 nebo
K;_1. Dale vypocteme kubickou interpolaci uy v téchto ¢tyfech bodech. Oznacime-li
Rpup, jeji restrikci na K;, pak pomoci interpolacnich vlastnosti Lagrangeovych poly-
nomt lze odvodit, Ze

(7) i [u(z) ~ Ryun (@) = O(?).

Vyse popsand jednoduchd a vypocetné zcela nendroénd procedura (angl. post-
-processing) tak zlepSuje globélni konvergenéni f4d na troveri lokélniho superkon-
vergenéniho fddu v Lobattovych bodech (viz kap. 2).

Nehledé na skutec¢nost, Zze vztah (7) je sAm o sobé velice zajimavy, novou, lepsi
aproximaci Rpup lze pouzit k odhadu chyby u — uy. Tato chyba obecné neni znama,
protoze presné feseni u vétsinou nezname. Funkce Rjuj, je vSak asymptoticky mnohem
blize k u nez uy,. Jestlize tedy zaménime nezndmou funkci v za Rpup, pak rozdil

en = Rpup — up,

ktery se nazyva estimdtor, zndme a e, dava dobrou aproximaci chyby w — up. Za
pomérné slabych predpokladii lze totiz pro kazdé pevné z z intervalu [0, 1] dokézat, ze

% —1 proh—0, u(z)#up(z),

coz nam 1ika, ze estimator e, je asymptoticky presny. Podobné odhady mohou byt
dokazany i pro vicerozmérné problémy. Lze je pouzit i pro pfesnéjsi vypocet gradientu
¢i na tzv. adaptivni zjemnovani triangulaci. Proto je otadzkam superkonvergencnich
jevi v metodé koneénych prvkt vénovana velkd pozornost. Rozsidhla komentovana
bibliografie vénovand superkonvergenci, ktera ¢itda 600 odkaz, je uvedena v [10].
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5. Zavér

Vyssi presnost priblizného fesSeni pfi pouziti superkonvergenénich technik ma celou
fadu dalsich praktickych aplikaci. Napf. v knize [6] bylo pomoci primérovani gra-
dientt linedrnich prvkt vypocteno dosti presné mechanické napéti v télese prehrady.

vvey

Zlamal [16], byla pouzita k pfesné&jsimu vypodtu magnetického pole ve vysokonapé-
tovych transformatorech CKD. Chyba gradientu bilinedrnich prvki se totiz globalné

vy

jako O(h?). V ¢€lanku [7] se pouziva superkonvergence pfi citlivostni analyze jisté ilohy
tvarové optimalizace.

Podékovani. Autori dékuji Mgr. KARLU KOLMANOVI za cenné pfipominky.
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