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Genetické algebry

Vénovano prof. RNDr. Ladislavu Prochéazkovi, DrSc., k jeho 75. narozeninam.

Frantisek Katrnoska, Praha

1. Uvod

Zakladni koncepce klasické genetiky vznikla roku 1865, kdyz J. G. Mendel zdtavodnil
ziskané vysledky svych pokusi pomoci matematické statistiky. Zpocatku se v genetice
pouzivaly pouze elementarni matematické metody. Prikladem toho je matematické
zdtivodnéni Hardyova-Weinbergova zakona formulovaného nezavisle slavnym anglic-
kym matematikem G. H. Hardym a némeckym lékafem W. Weinbergem roku 1908 (viz
[18]-[19]). Tento zakon se stal zdkladem populaéni genetiky. V soucasnosti jiz nejsou
matematické metody pouzivané v genetice tak elementarni. Casto se pouzivaji metody
teorie pravdépodobnosti, statistiky [1], [18], [22], ndhodnych procesd [22], [31], neli-
nearni diferencidlni a diferenéni rovnice [11], diferenciélni operatory [26], neasociativni
algebry [4]-[10], [20]-[26], [29], [32] a téZ se pouzivaji topologické discipliny k FeSeni
nékterych problémii vznikajicich v genetice [24]. Tato préce se tyka uziti teorie algeber
v genetice. Algebry, které budou v této praci uvedeny, jsou vétsinou komutativni,
nikoliv v8ak asociativni, a neni mozné je tplné zafadit do nékteré ze znamych tt¥id
neasociativnich algeber (tj. algeber Lieovych, alternativnich nebo Jordanovych [14]).
Splnuji-li vsak algebry dalsi podminky, je mozné je pouzit k feseni nékterych problému
vznikajicich v genetice (viz [9], [12]). Je vSak t¥eba Fici, Ze pojem genetické algebry neni
pfesné vyhranén, nebot se u riznych autoru 1lisi. Pionyrskymi pracemi v uvedeném
sméru jsou ¢lanky S. N. Bernsteina [2], V. I. Glivenka [8], I. M. H. Etheringtona
[4]-[7]. Pozd&jsi prace P. Holgatea [12], [13], Ju. I. Ljubice [20]-[24], R. Raffina [25],
matematika v nich pouzivana je obtiznéjsi. Pojem genetické algebry se poprvé objevil
v praci [4] I. M. H. Etheringtona v roce 1939, i kdyz jiz pfedtim S. N. Bernstein [2]
v roce 1923 a V. L. Glivenko [8] roku 1936 pojem algebry ve stejném smyslu pouzili.
I. M. H. Etherington zavedl v [4] pojem algebry barické a train algebry a roku 1941 v [5]
pojem specialni train algebry, kterymi se zabyvaji téZ H. Gonshor [9], Ju. I. Ljubi¢ [22],
[24] a dalsi autofi. Teorie genetickych algeber je v soucasnosti velmi rozséhla. Tento
¢lanek je jen stru¢nou informaci o nékterych vysledcich aplikaci genetickych algeber
v genetice.

Doc. RNDr. FRANTISEK KATRNOSKA, CSc. (1929), Ustav matematiky VSCHT, Tech-
nicka 5, 166 28 Praha 6.
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2. Pojem algebry

Nejprve uvedeme nékteré zékladni pojmy. Necht F' je komutativni téleso s jednotko-
vym prvkem e.

Definice 1. F'-algebrou A nazveme linedrni prostor A nad télesem F, v némz je
definovana binarni operace nasobeni o, kterd ma nasledujici vlastnosti:

(2.1) (x+y)oz=x0z+4+yoz, x,y,z€A,
zo(x+y)=zox+z0y, =x,y,2€ A,
(2.2) alzoy)=(ax)oy=zo0(ay), a€F, xyé€A,

F-algebra je asociativni, jestlize plati
(2.3) (xoy)oz=zo0(yoz) pro z,y,z € A,

F-algebra A je neasociativni, jestlize (2.3) neplati. Rekneme, Ze F-algebra A je komu-
tativni, plati-li

(2.4) roy=yox, x,y€E€A,

neplati-li (2.4), je F-algebra nekomutationi.

Pojmy podalgebry, idedlu algebry, idempotentu algebry, homomorfismu, jadra ho-
momorfismu, které ¢tenal zna ze studia algebraickych struktur, jsou nezavislé na
jejich asociativnosti. Definice téchto pojmu jsou pro algebry v podstaté stejné jako
pro okruhy. Jejich znalost se u ¢tenare predpoklada. V ¢lanku nebudou definovany.

Jestlize A je algebra nad télesem F', pak dimenzi algebry A nazveme dimenzi jejtho
linearniho prostoru. Vzhledem k tomu, Ze genetické algebry maji konecnou dimenzi,
budeme se déle zabyvat algebrami kone¢nérozmérnymi.

Pro ilustraci uvedme dva jednoduché priklady.

Piiklad 1. Vektorovy prostor F™ (n € N) nad télesem F, v némz operace nasobeni je
definovana po soufadnicich, je komutativni asociativni F-algebra dimenze n.

Piiklad 2. Mnozina M,,(F) vSech (n,n)-matic nad télesem F' s obvykle definovanymi
maticovymi operacemi (s¢itdni, nésobeni) a skaldrnim nasobkem je nekomutativni

asociativni F-algebrou dimenze n?2.

Ukézeme si nyni zptsob konstrukce algeber kone¢né dimenze. Necht A je algebra
nad komutativnim télesem F. Pfedpokladejme, ze n = dim A. Ozna¢me prvky baze
linearniho prostoru algebry A symboly w1, us, ..., u,. Strukturu F-algebry A mtzeme
zadat, definujeme-li souciny prvka baze F-algebry A néasledujicim zptisobem

n
(2.5) uiou; =Y afug, afj€F, 1Zi,j<n.
k=1

Vyse uvedené vztahy muzeme nyni prodlouzit na vSechny prvky F-algebry A timto
zpusobem:
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Necht b,c € A,
b:Zbiui, C:ZC]"LL]‘.
i=1 Jj=1

Potom uzitim vztahu (2.5) dostavame

(2.6) boc= <i1 bu> o (icj%) = i( i bicjai?j)uk.

j=1 k=1 VNi,j=1

Prvky afj vyskytujici se v predeslych vztazich se nazyvaji strukturnimi konstantami
algebry A. Poéet strukturnich konstant této F-algebry A je n3. Takto zkonstruované
algebry ovSem nemusi byt asociativni.

Ukazeme si nyni jesté dobfe znamy priklad.
Piiklad 3. Necht F je komutativni téleso s jednotkovym prvkem e. Symbolem F3
oznacme tfirozmérny linedrni prostor nad F'. Za bazi tohoto prostoru vezméme vektory
u1 = (e,0,0), uz = (0,¢,0), us = (0,0, ¢). Definujme nyni v prostoru F® soucin prvkii

3
uiouk:E ahuj, i,k=1,23.
j=1

Strukturni konstanty afk urc¢ime takto:
agk =e, jestlize (i, k, j) je sudou permutaci indexi (1,2, 3),
(2.7) al, = —e, jestlize (i, k, ) je lichou permutaci indexit (1,2,3),
al, =0,  jestlize 0 # {i,k,j} G {1,2,3}.
Necht b, ¢ jsou libovolné prvky F3, kde
b:blu1+b2u2+bgu;),, 0101U1+CQUQ+63U37 bi,Ci €F7 1= 172,3.
Uzitim vztaht (2.7) 1ze dokézat, ze plati

Uy, U2, U3
(2.8) boc= bl7 bg, b3

C1, C2, C3

Soucin prvku b, ¢ je tedy znamy vektorovy soucin vektoru b, ¢, ktery neni komutativni
ani asociativni.

3. Algebry vyskytujici se v genetice

V tomto odstavci se budeme zabyvat algebrami, které vznikly v obdobi let 1920 az
1980. Velice dobry prehled o tom miize ¢tenaf ziskat v knize [32]. Byly to zejména
prikopnické prace [2], [4]-[8], v nichZ byly definovany algebry, které tzce souvisely
s populacni genetikou.
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V priibéhu dalsich let byly zavedeny algebry stochastické, algebry Bernsteinovy [21]
a dalsi algebry, jejichz vznik byl iniciovan problémy genetiky. VSechny tyto algebry
byly zafazeny mezi genetické algebry.

Zavedme nyni nékteré dilezité pojmy.

Populact nazveme skupinu jednotlivet urcitého druhu, nachézejici se na urcitém
misté. Populace je panmiktickd, je-li v ni zcela zarucen ndhodny vybér pii kiizeni
partnert. Déle budeme predpokladat, ze v populaci nedochazi k zadnym migracim
ani mutacim a Ze prumérna plodnost vSech jedincu je stejnd. Genotyp je souhrn vSech
gend urcitého jednotlivce.

Necht panmiktickd populace mé n genotypi g1, ¢s,. .., g, a necht genotypy muz-
skych a zenskych jedinct vyskytujicich se v populaci jsou identické. Ozna¢me sym-
bolem z; € R, : = 1,2,...,n, pravdépodobnost vyskytu jedinct genotypu g; v dané

populaci. Pak stav populace je uréen vektorem = = (21,2, ..., 2, ), kde
n
20, i=1,2,....,n, a inzl
i=1

Takovy vektor se nazyva stochasticky vektor. Pro konstrukcei algebry obsahujici vSechny
stochastické vektory je tedy vhodné vzit za zéklad eukleidovsky linearni prostor R™.

Nad timto prostorem nyni zkonstruujeme genetickou algebru. Proto nejprve urc¢ime
strukturni konstanty algebry. Tyto konstanty musi mit tzv. genetické zdivodnéni.
K tomuto ucelu si pfipomeneme nékteré dalsi dilezité pojmy. Pri tzv. dialelnim
kiizeni se sleduje shoda nebo rozdil mezi znaky rodi¢i a potomkd. V nasem pripadé
toto mizeme vyjadrit uréenim pravdépodobnosti vyskytu jednotlivych genotypi po-
tomkd. Z téchto divodt oznac¢me symbolem pgk pravdépodobnost narozeni potomka
genotypu g; rodi¢tim s genotypy g;, resp. g, ¢,7,k € {1,2,...,n}. Zfejmé plati

(3.1) Pl =ph 20, dj,ke{l,2,...,n},

(3.2) Zpgk =1 prokazdé i,k €{1,2,...,n}.
j=1

Cisla pgk splitujici podminky (3.1), (3.2) definujeme jako strukturni konstanty algebry,
kterou oznaéime symbolem G"(R). Zmifime se nyni podrobné&ji o konstrukei této
algebry.

Necht A,, je n-rozmérny vektorovy prostor nad R. Predpokladejme, Ze jeho béze
je tvofena genotypy gi,92,...,9gn né&jaké (neselektivni) populace!), jejiz strukturni
konstanty dédi¢nosti pgk splituji podminky (3.1) a (3.2). Operaci ndsobeni prvka baze
gi a g pro i,k =1,...,n definujeme vztahem podobnym (2.5). Rozsifime-li operaci
nasobeni na vSechny prvky A,, zkonstruujeme timto zpusobem komutativni algebru
R-algebru G™(R).

1y Selekce a jeji vyznam v populaci je popsana v [11], [31].
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Ukazme nyni, jaké je genetickd interpretace algebry G™(R). Jednotlivec populace g
miuZe byt reprezentovian pomoci stochastického vektoru algebry G™(R), tj.

n n
g:Zaigi, 05a; <1 pro ¢:=1,...,n, Z%‘:l-
i=1 i=1

KiiZenim jedinct ¢ a ¢’ této populace vznikne potomek, kterého lze reprezentovat
vektorem tvaru

n n
gog = <Z ai!]i) ° (Z aggi> Z @ia,(9i © gk) Z( Z plkala’f)gj
i=1 i=1

=1 “i,k=1

n
Zavedeme li nyni oznaceni 3; = ) szazam pak plati 0= 3, <1 pro j =1,.
i,k=1
a Z B; = 1. Odtud plyne, Ze potomek jedincti g a ¢’ reprezentovany vektorem g o g’
Jj=1
mé distribuci pravdépodobnosti genotypt dané populace rovnou koeficientiim ;.

Jak jiz bylo fefeno v uvodu této prace, neni v piipadé algebry G™(R) ustilena
terminologie. V knize [32] je algebra G™(R) nazyvéana algebrou s genetickou realizaci
nebo gametickou algebrou, zatimco Ju. I. Ljubi¢ ji v praci [22] nazval stochastic-
kou algebrou. Ke vztahu (3.1) jesté poznamenejme, Ze jeho platnost je zdivodnéna
vysledky zjisténymi experimentalné, tj. Ze zygoty ¢; X gk, gr X i, © # k, produkuji
gamety g;, j =1,2,...,n (tj. pohlavni butiky), se stejnymi pravdépodobnostmi. Dd-
sledkem vztahi (3.1) je, ze algebry vyskytujici se v genetice jsou komutativni. Nejsou
vSak asociativni, jak ukazuje nasledujici priklad.

Vétsina genud existuje alespon ve dvou rozdilnych forméach, které oznacujeme jako
alely (tj. alelomorfni geny).

Priklad 4. UvaZzujme populaci majici alely A a a, které ztotoznime s bazi linedrniho
prostoru dimenze 2. Nad nim zkonstruujeme algebru, definujeme-li nasobeni prvka
baze A, a nasledujicim zpisobem
(3.3) AoA=A, aoca=a, Aoa:aoA:%A+%a.
Operaci o rozsifime nyni na vSechny prvky linearniho prostoru. Timto zptisobem jsme
zkonstruovali algebru dimenze 2, kterd se nazyva mendelovskou algebrou gamet (viz
Ljubi¢ [20], [24]). Ze vztahi (3.3) plyne, Ze tato algebra je komutativni. Neni vSak
asociativni, nebot plati
1 1 3 1
(AoA)oa= §A+§a, Ao(Aoca)= ZA+ZG,
tj. (Ao A)oa# Ao (Aoca).

4. Obecna evoluce populace

Vyvoj kazdé populace je vzdy provazen urcitymi zménami jejich stavii. Tyto zmény
stavii popisuji a urcuji zmény pravdépodobnosti vyskytl riznych genotypt populace.
Nedochazi-li u populace ke zménam téchto pravdépodobnosti v dalsich generacich,

pak populace je v evolucni rovnovdze. Nyni vznikaji dvé otazky.
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1. M4 vzdy populace stav, kdy je v evolucni rovnovaze?

2. Jestlize je populace v evoluéni rovnovaze, jak lze tuto rovnovahu zjistit?

Odpovéd na tyto otézky je predlozena v tomto odstavci. Nejprve vSak uvedeme
nékteré dilezité pojmy, které dale pouzijeme.

Mnozinu
n
A"lz{(x17x27...,mn)eR": 0<z;<1, i=1,2,...,n, inzl}
=1

nazveme (n — 1)-simplezem. Odtud plyne, Ze prvky n-simplexu jsou stochastické vek-
tory, které budeme v dalSim textu nazyvat téz stavy populace. Pro vysetfovani zmén
stavll populace byl zaveden operator, ktery byl nazvan evolucnim operdtorem. Jeho
definice je nasledujici:

Definice 2 (viz [24]). Evoluéni operator je zobrazeni V: A"~! — A"~! definované

predpisem
n .
(4.1) (V(x))j = Z p?kxixk, ji=1,...,n,
ik=1
kde jednotlivé slozky vektoru z = (z1, x2, ..., z,) odpovidaji riiznym aleldm a pgk jsou

strukturni konstanty dédicnosti splitujici podminky (3.1) a (3.2). Cislo n se nazyva
dimenze populace.

7 genetického hlediska je dtlezité védét, jaké podminky musi populace splnovat,
aby u ni nastal rovnovazny stav. Matematicky to lze vyjadrit nasledujicim zpisobem:

Rovnovdznym stavem populace nazyvame takovy jeji stav © € A"~ L, pro ktery plati
V(z) = x. Rovnovazné stavy populace jsou tedy pevné body operatoru V. Tim se
otazka existence pevnych bodi operatoru V' stava topologickou zalezitosti.

Uvedeme nyni vétu, ktera byla dokazana jiz roku 1910 L. E. L. Brouwerem v praci
Uber eineindeutige stetige Transformationen von Flichen in sich v ¢asopise Math.
Annalen.

Véta 1 (Brouwerova). Jestlize T je spojité zobrazeni uzaviené jednotkové koule
S={z€R": ||z| £1} do S, pak existuje prvek xo € S takovy, Ze T(xo) = xo.

Prvek x¢ spliujici podminku ptfedeslé véty se nazyva pevnym bodem zobrazeni T

Brouwerova véta byla v pozdéjsich letech 1930-1935 zobecnéna J. Schauderem
a A. N. Tichonovem. Tato véta ma nasledujici tvar:

Véta 2 (Schauderova-Tichonovova). Necht K je konvexni, kompakini podmnoZina
lokdlné konvexniho linedrniho topologického prostoru X. Jestlize f: K — K je spojité
zobrazend, pak existuje prvek xog € K takovy, Ze f(xo) = xg.
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Jestlize V je evoluéni operator populace, pak lze snadno dokézat, ze pro g € A"~!
plati V(zg) € A"~ 1 aze V je spojité zobrazeni. Jak jiz bylo uvedeno, n-simplex A1
je konvexni a kompaktni podmnozina lokalné konvexniho linedrniho topologického
prostoru R™. Protoze zobrazeni V splnuje podminky véty 2, existuje pevny bod xg
operdtoru V (tj. ze plati V(zg) = 2¢). Tim je dokdzéno, Ze populace ma vzdy rov-
novazny stav. Podle [20] ¢ [24] je mnozina E(V) vSech pevnych bodua operdtoru
(rovnovaznych stavii populace) kompaktni. Plati-li pro populaci E(V) = A"~ ! nazyva
se tato populace identicky rovnovdzinou.

Zabyvejme se nyni zpusobem zjisténi rovnovaznych stavii populace (tj. pevnych
bodii operdtoru V). K tomuto Gcelu zkonstruujeme algebru, kterou lze zafadit mezi
algebry genetické. Linedrnim prostorem této algebry prohldsime prostor R"™ s bazi

e;=(0,...,1,...,0),i=1,2,...,n. V prostoru R" definujeme nyni nasobeni prvku
baze ey, es, ..., e, nasledujicim predpisem
n
(4.2) e;oe, = Zpgkej, 1<4,k<n,
j=1

kde pgk jsou konstanty dédi¢nosti populace, které prohlasime za strukturni konstanty
konstruované algebry. Necht z € R", z = En: xje;. Uzitim (4.2) dostdvame
n nj: n
P =xox= (Z xiei> ) (Z sr:kek) = Z xixp(e; oer) =
i=1 k=1 ik=1
n n n n
= Yz (ngkej> _ z( ) pgkxixk>ej.
ik=1 j=1 j=1 “ik=1
Vzhledem k (4.1) dostévame, ze

n
P =rox = Z(V(m))jej =V(x).
j=1
Odtud plyne, Ze pro x € R™ v konstruované algebie plati V (z) = 22. Za predpokladu,
7e prvek = je rovnovazny stav populace, plati zéroven i V(x) = z. Proto v tomto
piipadé dostavame, Ze x2 = x, tj. rovnovazné stavy populace jsou idempotentni prvky
nami zkonstruované algebry, kterd se obvykle nazyva evoluéni algebrou (viz [24], [32]).
Tuto algebru oznac¢ime symbolem Ay .

Evoluéni operator V splituje Bernsteintiv princip, jestlize V2 =V (tj. kdyz V je
idempotentni operator). Odpovidajici biologickd interpretace je, Ze populace, jejiz
evolu¢ni operator splinuje Bernsteintiv princip, ztstava v evolu¢ni rovnovaze v pristi
generaci. Bernsteintiv princip je tim vlastné urcité zobecnéni Hardyova-Weinbergova
zakona.

5. Barické a Jordanovy algebry

Barické algebry byly zavedeny I. M. H. Etheringtonem v préci [4] v souvislosti s ge-
netickymi algebrami. Uvedme nejprve nékteré dulezité pojmy a definice.
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Definice 3 (viz [22]). Necht A je komutativni algebra nad télesem realnych ¢isel R.
Charakterem algebry A nazveme nenulovy linedrni funkcional f: A — R, pro ktery
plati f(zoy) = f(x)f(y), z,y € A.

Pfiklad 5. Necht X je kompaktni Hausdorffav prostor. Jestlize C(X) je algebra vSech
spojitych redlnych funkci na mnoziné X, jestlize o € X je dany bod a definujeme-li
funkci F,: C(X) — R predpisem

Fuo(f) = f(20), [f € C(X),

potom funkce Fy, je charakter algebry C(X).
Ukazeme priklad komutativni algebry, kterd nema charakter.

Priklad 6. Vezméme realny trojrozmérny linearni prostor R? s bazi tvorenou vektory
e1 = (1,0,0), e2 = (0,1,0), es = (0,0, 1). Operaci nasobeni vektort tvoficich bazi pro-
storu R? zavedeme néasledujicim zplisobem: jestlize i € {1,2,3}, pak polozime e? = 0
a dale pak definujeme

€1 0€y = €20€1 = €3,
€1 0€3 = €30€1 = €2,

€9 0 €3 = €306 = €7.

Linearni prostor R? s takto definovanym nasobenim je komutativni algebra dimenze 3,
kterd nema jednotkovy prvek, neni asociativni, nebot napiiklad (ejoej)oes =0,
e1 0 (e1 0 eg) = eq. Tuto algebru ozna¢ime symbolem As. Nyni ukdZeme, Ze algebra As
nemé charakter. Kdyby linearni funkcional f splinoval podminku danou definici 3,
pak by pro vektory baze e;, i = 1,2,3, platilo f(e?) = f(e;)f(e;) =0=> f(e;) =0,
i=1,2,3. Kdyby x € A3, x = x1e1 + x2e2 + x3e3, pak by odtud vyplyvalo, Ze
f(x) =0, tj. funkciondl f by byl nulovy a nemohl by pak byt charakterem algebry.

Poznamka. Jestlize b,c € Az, b = bie; + baes + bzes, ¢ = creq + caes + c3e3, pak lze
ukazat, ze plati

€1, €2, €3
(5.1) boc:per b17 b27 b3 5
€1, C2, C3

kde symbol per M oznacuje tzv. permanent matice M. Definice permanentu se lisi od
definice determinantu pouze tim, ze znaménka vSech soucinti tvaru e;b;cy jsou kladna

(viz [28]).

Charakter algebry je tedy homomorfismus algebry na algebru R vSech realnych ¢isel,
a je zaroven jedinou moznou reprezentaci neasociativnich algeber.

Poznamenejme jesté, ze charakter algebry byvé téz nazyvéan linedrné-multiplikativ-
nim funkcionalem (viz [33], [34]).

Uvedme nyni nutnou a postacujici podminku pro existenci charakteru na komuta-
tivni redlné algebfe.
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Véta 3 (viz [22]). Pro existenci charakteru na komutationi algebie A je nutné a stadi,
aby v této algebie A existoval idedl I takovy, %e I  A? a codimI = 1.

Je obecné znamo, ze systém vSech charaktert algebry je linearné nezavisly. V této
souvislosti byla dokazana nasledujici véta:

Véta 4. Jestlize A je algebra nad télesem redlnyjch cisel, kterd md dimenzi n, pak pocet
vSech ruznych charakteri této algebry mizZe byt roven nejvyse n.

Ma-li algebra A charakter f, pak tento charakter se nazyva téz vahou algebry.
Definice 4 (viz [4]). Algebru majici charakter nazgvame barickou algebrou.

Jestlize A je R-algebra s genetickou realizaci, jejiz bazi tvofi gametické typy
91,92 - -, gn, Pak A je barickd algebra (viz [32]). Uvedme nyni pfiklad barické algebry,
kterd mé urcity vyznam i v kvantové mechanice.

Priklad 7 (viz [17]). Ozna¢me symbolem L,(R) mnozinu vSech &tvercovych matic
fadu n s redlnymi prvky, u nichz soucty vsech prvki jednotlivych fadk i jednotli-
vych sloupcil jsou rovny témuz realnému c¢islu. Matice tohoto tvaru jsou zobecnénim
zndmych latinskych ctvercd (viz [28]).

Lze ukazat, ze pro n > 2 je L,(R) vzhledem k obvyklym maticov§m operacim ne-
komutativni, asociativni R-algebrou s jednotkovym prvkem. Oznac¢ime-li symbolem f

zobrazeni f: L,(R) — R definované pfedpisem f(M)= > ai, kde M € L,(R),
k=1

i=1,2,...,n, M = (a;x), pak f je charakter algebry L, (R), a tato algebra je tedy
baricka. Neékteré vlastnosti barickych algeber jsou uvedeny v [13], [24] a [29].

Poznamka. V préci [17] F. Katrnoska zavedl pojem R-latinského ¢&tverce, ktery je
zobecnénim latinského ¢tverce nad N. Prvky R-latinskych ¢tvercd jsou prvky komu-
tativniho okruhu R s jednotkovym prvkem.

Ctenaf zna pojem magického Gtverce, ktery je specidlnim pifpadem latinského
¢tverce. V této souvislosti je tfeba se zminit o neddvném vyznamném vysledku do-
sazeném v tomto sméru N. Revoyem (viz [27]), ktery zkonstruoval pomoci pocitace
jako prvni magickou krychli fadu 5. V této krychli jsou rozmisténa vSechna pfirozena
¢isla od 1 do 125 do jednotlivych radkd, sloupcti, vrstev analogickym zptsobem jako
u magickych ¢tverct. Pritom Revoy musel otestovat celkem 80000 krychli.

V Sedesétych letech minulého stoleti byly studovany genetické neasociativni algebry,
které byly ptvodné zavedeny roku 1932 fyzikem P. Jordanem (viz [15], [16]) pro
objasnéni formalismu kvantové mechaniky. V pozdéjsich letech se ukazalo, Ze algebry
tohoto typu umoziuji urcit feseni komplikovanych situaci vznikajicich v genetice.
Prvni vysledky jsou obsazeny v pracich [12] a [29]. Uvedeme nyni definici této algebry,
ktera byla nazvana podle svého autora algebrou Jordanovou.

Definice 5 (viz [29]). Jordanovou algebrou se nazyvd komutativni algebra J nad
télesem vsech redlnych cisel R, kterd spliuje nasledujici podminku

(5.2) (xoy)oa® =zo(yox?), mzyc.J
Vztah (5.2) se nazyva Jordanova identita.
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Pfiklad 8. Necht G™(R) je R-algebra, jejiz bazi tvoii n alel a1, aq, . . ., a,,. Multiplikace
vektort tvoficich béazi algebry G™(R) je uréena nasledujicim zptsobem

1
(5.3) aioaj:§(ai+aj), ,j=1,...,n

Algebra G™(R) je baricka. Charakter této algebry je zobrazeni f: G"(R) — R de-
finované predpisem f(a) = Z «;, jestlize a = Z a;a;. Uzitim (5.3) lze dokézat, ze

plati aoca = f(a)a. Odtud vyplyva 7e prvek algebry G"™(R), ktery ma véhu rov-
nou 1, je idempotentni. Genetickéa aplikace tohoto posledniho algebraického vysledku
znamena, ze pokud v populaci neexistuje selekce, pak pravdépodobnosti vyskytu alel
ai,as,...,a, jsou ve vsech nasledujicich generacich stale stejné.

Algebra G™(R), jak snadno plyne z (5.3), neni asociativni. UkdZeme vSak, Ze je
algebrou Jordana. Vzhledem k tomu, Ze pro a,b € G™(R) plati

aob=boa, aoa= f(a)a,
dostavame
[(aca)ob]oa=[(f(a)a)ob]loa= f(a)lacbloa=

= (f(a)a)o(aob) = (f(a)a)o(boa)=
=(aoca)o(boa).

Zavedeme-li v algebfe G™(R) normu vztahem

n
lall =l
i=1

n

pro a = Y wj;a;, pak lze dokazat, Ze algebra G™(R) s touto normou je Banachova
i=1

(neasociativni) algebra.?)

Piiklad 9. V algebie L, (R) zavedme novou multiplikativni operaci
o: Lp(R) X Lp(R) — Lyu(R)
vztahem

1
(54) My o My = 5 (M1M2 + MQMl), My, M5 € Ln<R)

MnozZina L, (R) opatfend operaci o je komutativni, neasociativni algebrou Jordana,
jejiz charakter f je shodny s charakterem ptvodni algebry L, (R) uvedené v prikladu 7.
Tato algebra je tedy barické. Nezménény ziistavaji i vSechny idempotentni prvky této
nové algebry.

Dalsi informace o aplikacich Jordanovych algeber v genetice muze Ctenai nalézt
v [12], [29], [32]. Jordanovy algebry maji pouziti i ve fyzice elementarnich &astic.

2) Toto tvrzeni plati obecnéji i pro kazdou stochastickou nebo evoluéni barickou algebru
(viz [32]).
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Poznamka. M&-li matice M € L,(R) vSechny své prvky nezéporné, potom pro
f(M) > 0 je matice B =[1/f(M)] M dvojité stochastickd (angl. double stochastic).
MnozZina vSech dvojité stochastickych matic tvofi n-simplex A™ algebry L, (R).
Z Birkhoffovy véty [28] plyne, ze A™ je konvexni podmnozina algebry L, (R) takova, Ze
k
pro A € A" plati A= > \;P;, kde P;, i =1,2,...,k, jsou matice permutaci, \; = 0,
k i=1
S Xi =1, k £ n? — 2n + 2. Pfitom matice P; tvofi vrcholy n-simplexu A" (viz [28]).
i=1
Uvedme jesté jedno tvrzeni (viz [32]), které zduvodiiuje fakt zndmy genetiktim, Ze
pokud v populaci neexistuje selekce v dalsich generacich, pak ve vSech generacich této
populace jsou poméry vSech genotypt stejné.

Véta 5. Necht A je komutativni barickd algebra s bdzi ay,as, ..., a,, jejiZ charakter f
n n

spliiuje podminku f(a) = > «;, kde a = 5. a;a;. Pak plati a* = aoa = f(a)a pro

ac A =t =t

Disledek. Jestlize pruek a € A md vihu f(a) = 1, pak plati a® = a, tj. a je idempo-
tentni prvek algebry A.

6. Zavér

Podrobny vyklad aplikaci genetickych algeber v genetice lze najit napt. v [32]. Zde se
omezime jen na nékolik poznamek. Vétsina algeber pouzivanych v genetice jsou algebry
barické a nékteré z nich maji bazi, jejiz multiplikac¢ni tabulka pro operaci nasobeni méa
trojuhelnikovy tvar. Tyto algebry se nazyvaji G-algebrami. Néktefi autofi je nazyvaji
jednoduse genetickymi algebrami. Jejich definice je nésledujici:

Definice 6. G-algebrou nazveme linearni prostor R"™ s bazi vy, v1,...,v,—1 a s charak-
terem f spliujicim podminku

f(’U())ZI, f(vl):07 Z:17277’”_1

Multiplikaéni koeficienty prvki béaze ok, a?i maji v této algebfe nasledujici tvar

n n
2 k k k
Vg = Vo + E QooVk, VoU; = g Qg Uk, V0 = E Qv Uk,
k=1 k=i ki,
1<4,5,k<n-1.

Prvky béaze v1,vs,...,v,—1 generuji idedl, ktery se nazyva baridedlem.
Vlastnosti G-algeber maji v evolu¢ni a populacni genetice hluboky vyznam.
Zavérem lze konstatovat, ze vnitini strukturu a charakterizaci genetickych algeber
ve svych pracich popsali I. Etherington [4]-[7], P. Holgate [12], Ju. I. Ljubi¢ [20], [21],
R. Raffin [25], O. Reiersdl [26], R. D. Schafer [30] a dalsi.
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Specidlnimi barickymi algebrami jsou algebry Bernsteinovy. Jsou to takové barické
algebry A s vahou f, které spliiuji nasledujici vlastnost

Pomoci dalsich vlastnosti Bernsteinovych algeber lze zdtuvodnit platnost Hardyova-
-Weinbergova zakona pro polyalelické lokusy. Viz Ljubi¢ [21], [24].
V knize [32] A. Worz-Busekros byla dokdzdna nésledujici véta.

Véta 6. KazZdd Bernsteinova algebra md vZdy alespor jeden idempotentni prvek.

Celou fadu vysledku tykajicich se Bernsteinovych algeber uvedl ve své praci [20]
Ju. I. Ljubic.

V soucasné dobé jsou genetické algebry vySetiovany dvéma zakladnimi zptisoby. Bud
na zakladé azké souvislosti genetickych algeber s jejich odpovidajicimi algebrami matic
(viz Schafer [29]), nebo uzitim vysledkt teorie neasociativnich algeber (viz Holgate
[12], [13]). Druhd moznost davéa jednodussi metodu k prokdzani tzkého vzajemného
vztahu mezi algebraickym formalismem a jemu odpovidajici genetickou realitou.

Zavérem této prace uvedeme nékteré dosud jesté oteviené problémy tykajici se
genetickych algeber.

1. Bylo by velmi zadouci vytvofit teorii, kterd by umoznila kvalitni matematicky
popis vyvoje, resp. evoluce populace s vice lokusy.

2. Zobecnit pojem genetické algebry tak, aby jeji definice nevylucovala existenci
selekce.

3. Pokusit se o konstrukci modeld biologickych systémii, které by byly urceny a defi-
novany pomoci vice riznych tiid genetickych algeber.

Podé&kovani. Autor dékuje Mgr. HELENE HOLOVSKE za technické zpracovani a jazykovou
upravu tohoto p¥ispévku. Prace byla podpoiena grantem MSMT: Vyzkumny zdmér MSM
6046137305.
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