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Systémy algebro-diferencialnich rovnic

Carmen Simerskd, Praha

1. Uvod

Ucelem tohoto pifspévku je podat kratky prehled o systémech algebro-diferencialnich
rovnic, o komplikacich vznikajicich p¥i jejich feseni a o numerickych metodach, které
se pro tyto tlohy pouzivaji.

Typy rovnic, o kterych zde bude pojednano, se v anglosaské literatuie diive oznaco-
valy napf. jako singular, implicit, noncanonic, degenerate, semistate, differential-alge-
braic descriptor, reduced order model, podle toho, v kterém oboru se tloha s nimi
spojena formulovala. O specifice téchto rovnic asi nejvice napovi nazev constrained
differential equations, tj. diferencidlni rovnice s algebraickymi omezenimi.

V poslednich nékolika letech jsou tyto typy rovnic terminologicky shrnuty v SirSim
pojmu algebro-diferencidlni rovnice (differential-algebraic equations, DAE). Vznik
tohoto jednoticiho terminu byl pfimym disledkem rozvoje matematické teorie DAE,
ktera nejen umoznila pochopit specifické numerické i analytické problémy DAE, ale
dala vzniknout i robustnim a efektivnim algoritmam, které se Casto daji s ispéchem
aplikovat na rizné typy DAE. Tato teorie zdaleka neni ucelend, stéle se intenzivné
rozviji a ma celou fadu aplikaci.

Vétsina klasickych pojednani o obycejnych diferencialnich rovnicich za¢iné formulaci
systému

Fy'(), y(t), t) =0, (1)

kde F a y znaci vektorové funkce a kde se pfedpokladd, Ze se tato soustava rovnic (1)
da prepsat do explicitniho tvaru

y'(t) = f(t, (1) (2)

Tento prepis vSak neni vétsinou snadny, v mnohych pripadech je dokonce nemozny.
I kdyz (2) ztstéava stéle dilezitou vychozi rovnici pro teoretické studium i praktické
pouziti numerickych metod, pfesto v poslednich letech roste zajem o feSeni rovnic
v implicitnim tvaru (1).

V tomto pfispévku se omezime na problematiku poc¢atecnich tloh pro tzv. algebro-
-diferencialni rovnice a jejich numerické feSeni. Jako ilustra¢ni piiklad ndm mize
poslouzit model rovinného kyvadla délky L (viz obr. 1). Jestlize g zna¢i gravitaéni
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zrychleni, [z,y] kartézské soufadnice nekoneéné malého bodu na konci tyce a A vyja-
dfuje veli¢inu tmeérnou sile, kterou je ty¢ napinana, pak dostavame soustavu DAE pro
neznamé x, ¥, y, y', A:

2 = =2\,
=—2yr—y,
0 =z +y*— L%

Je zfejmé, ze prislusnd pocatecni dloha bude mit smysl, pokud budou pocatec¢ni
podminky konzistentni, tj. [z, y] bude lezet na kruZnici o poloméru L.

Obr. 1.

2. DAE v historickém pohledu

Obecné soustava algebro-diferencidlnich rovnic je soustava rovnic tvaru (1), kde
F:R"xR"xR—=R" a y:R—R"™ jsou dostatecné hladké funkce a funkce
F(y1,y2,t), definovana v oblasti 2 C R?"*1 je takova, ze hodnost matice 0F/dy;
je konstantni v (2.

Budeme se zajimat pfedevSim o rovnice, kde je bud hodnost této matice mensi
nez n, nebo kde je pfepsani soustavy z tvaru (1) na (2) obtizné. V takovém systému
se veétsinou explicitné vyskytuji algebraickd omezeni na nékteré proménné, takze
soustavu (1) lze po ptipadnych tGpravéich pfepsat do tvaru

F<X/7X7y7t) = 07
G<X7 Y, t) = 07
kde matice OF /0x’ je regularni.
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Z rovnic (3.1) a (3.2) je patrné, ze problémy, které s sebou DAE pfinaseji, jsou
predevsim néasledujici:

e dimenze prostoru feseni (pocet volnych konstant) soustavy (3) je diky algebraickym
omezenim niz$i, nez bychom cekali z (3.1);

e pocatecni podminky mohou byt zaddny nekonzistentné s (3.2).

Uvedeme nékteré ditvody, pro¢ je lépe fesit pfimo (1) nez hledat zpiisob, jak
prepsat (1) do tvaru (2), tj. na soustavu obyéejnych diferencidlnich rovnic (ODR).

1. Pfi modelovani fyzikalnich problémut dostavame DAE, které spliiuji fadu vazeb
mezi proménnymi a jejich derivacemi. Tyto vazby maji svij fyzikdlni vyznam.
Podati-li se pfevod (1) na (2), mohou se tyto vazby vytratit.

2. V ptipadé, Ze je systém generovan pocitacem (napf. u popisu velkych elektrickych
obvodl nebo dynamickych systémiti) nebo jde o slozité nelinedrni modely, je
algoritmicky obtizné nebo c¢asto nemozné dostat explicitni systém obycejnych
diferencialnich rovnic (2).

3. V mnoha aplikacich se vyskytuji v (3.2) parametry, jejichz zména, tj. zména
vztahu mezi proménnymi, mize znamenat zménu dimenze mnoziny feseni a pre-
vedenim na tvar (2) mizeme dostat explicitni ODR ruzngch dimenzi. Jestlize se
dé tedy ptvodni DAE fesit rovnou, pak je jednoduSsi pouze ménit parametry
v algebraickych rovnicich (3.2) nez ménit tvar ODR (2).

4. Pri praci se soustavou DAE je zietelngjsi korespondence mezi matematickym
modelem a modelem fyzikalnim.

5. Pfevod DAE na ODR miuze porusit ,fidkost* systému a muze znemoznit vyuziti
¢asto vyhodné struktury systému DAE plynouci z fyzikdlniho modelu.

DAE byly az do konce sedmdesatych let feSeny numerickymi metodami uréenymi
pro ODR, aniz by se nékdo zamyslel nad tim, pro¢ tyto metody nejsou u nékterych
typt ucinné.

Prvni teoretické prace zabyvajici se linearnimi DAE s konstantnimi koeficienty
a nékterymi specidlnimi nelinedrnimi systémy publikovali Silverman [1] v roce 1969
a Luenberger [2] v roce 1977. K feSeni DAE pouzili transformace soutadnic a derivovani
algebraickych rovnic systému.

Gear [3] jako prvni aplikoval na nékteré tfidy DAE metody zpétnych diferenci
(backward differential formulae, BDF).

V roce 1981 veslo ve vSeobecnou znamost, ze klasické numerické metody pfi feseni
jistych, na prvni pohled jednoduchych DAE selhavaji, a o téchto systémech DAE se
zacaly intenzivné publikovat prace.

Gear a Petzoldovd svym ¢lankem [4] dali popud k teoretickému studiu DAE a ke
hledani novych numerickych metod pro jejich feseni.

V letech 1984-92 bylo publikovano né€kolik praci analyzujicich problém systémi
DAE a vymezujicich t¥idy tloh, kde jsou metody urcené pro ODR pouzitelné. DAE
se v soucasné dobé klasifikuji podle riznych strukturdlnich vlastnosti (viz napft. [5]
az [9]). V prubéhu zkoumani soustav algebro-diferencidlnich rovnic doslo k vytvofeni
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dulezitého pojmu, totiz tzv. indezu DAE. Index DAE charakterizuje stupen obtiznosti
feSeni DAE. Ukazuje se, ze DAE indexu 1 a 2 a nékteré specidlni DAE indexu 3 lze
fesit metodami pro obycejné diferencialni rovnice, tj. metodami zpétnych diferenci
(BDF) a implicitnimi metodami Rungova-Kuttova typu.

V poslednich letech byly vytvofeny programy, jako jsou LSODI (1980) [10], DASSL
(1983) [11], RADAUS5 (1990) [6] a IDA [16] (1999), DASPK (nové verze po roce
2000), vSechny volné ziskatelné, které dokazi fesit pomérné Siroké t¥idy DAE. Rovnéz
se zlepSily teoretické znalosti, které umoznuji posoudit, zda je pfislusny algoritmus
pouzitelny, a pokud neni, jakou je t¥eba zvolit dalsi strategii, viz [18] (2002).

3. Né&které typy soustav DAE

Nejjednodussi soustavy DAE jsou linedrni soustavy s konstantnimi koeficienty, které
lze zapsat ve tvaru
AX(t) + Bx(t) = q(t), ()

kde A a B jsou matice typu n x n. Tyto rovnice jsou samoziejmé prostudovany nejlépe
a jejich FeSeni, at uZ analytické ¢i numerické, se podrobné rozebird (napf. v [8]).

Pro lepsi pochopeni pojmu index tlohy je dobré jej definovat jiz u rovnic (4).
Vétsinou ma smysl se zabyvat jen témi tilohami, které maji pravé jedno feseni.

Rikéme, Ze dvojice matic (A, B) tvori reguldrni svazek, jestlize polynom
p(A) = det(A\A + B)

neni identicky rovny 0.
Pokud (A, B) netvoii regularni svazek, pak bud existuje nekoneéné mnoho feseni
ulohy (4), nebo tato loha nemé zadné feSeni. Plati nasledujici véta:

Véta. Pokud (A, B) tvori requldrni svazek, potom existuji requldrnd matice E, F takové,

hs, O (W, 0
EAF—< 0, J)’ EBF—(07 15)7

kde matice W je typu (n —s) x (n — s) a matice J typu s x s je blokové diagondlni

ze

a je tvorena Jordanovymi bloky

0, 1, 0
0, 0, 1, 0
T |
0, 0, 0, 0, 0

h—s, 0 w, 0
(0 J)y’+(0 )yEm

-~

kde y = F~1x.
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Index soustavy (4) (nebo také Kroneckeriv index) se definuje jako velikost nejvét-
sitho bloku matice J v ekvivalentni soustavé (5).

Poznamenejme, Ze pfevod soustavy (4) na tvar (5) muZe byt proveden riznymi
zpusoby, ale index soustavy (4) je jednozna¢né definovany pojem. Z uvedené véty
je patrné, Ze soustava (4) byla transformovana na soustavu (5) separovatelnou na
explicitni ¢ast (5.1) a ¢ast (5.2)

yi + Wy, = (Eq)1, (5.1)
Jys + yo

r,

kde y = (y1,y2)" a r(t) = (Eq(t)),.

Soustava rovnic (5.1) je jednoznacéné Fesitelnd pro libovolné pocéateéni podminky.
Na druhé strané soustava (5.2) je jednoznacéné Fesitelnd pouze tehdy, pokud jsou
pocateéni podminky ,vhodné stanoveny®. Jestlize (5.2) neobsahuje diferencidlni ¢ast,
je J =0 a index soustavy (4) je tedy roven jedné. Pokud rovnice (5.2) chybi, je index
soustavy (4) nulovy.

Oznaéime-li r) = DOr = dir/dt’, 1ze feseni (5.2) zapsat ve tvaru

index—1
yo=UD+1)"tr= (—=1)'Jir®, (6)
=0

Ze vztaht (6) a (5) se daji odvodit zdkladni vlastnosti FeSeni obecné soustavy DAE:

e TeSeni muze obsahovat derivace pravé strany az do fadu indexr — 1;
e neplati, Ze by libovolné pocate¢ni podminky davaly spojité feSeni soustavy; ty, které
vedou na spojité Teseni, se nazyvaji konzistentni pocdtecni podminky;

e soustavy (4) vyssich indext v sobé mohou obsahovat skrytéd algebraickd omezeni.

Nejvice aplikaci m4 tvar linedrni (¢asové proménné) soustavy DAE
A(t)x'(t) + B(t)x(t) = f(t), (7)

kde ¢as t probiha jisty ¢asovy interval {to, Ty a matice A(t) je singuldrni pro vSechna ¢
z tohoto intervalu.

Pojem regularity svazku se sice d4 lokalné zavést (analogicky jako v p¥ipadé linearni
soustavy s konstantnimi koeficienty), ale s FeSitelnosti ilohy neni tento pojem svéizan.
Existuji totiz regularni svazky systému s nekone¢né mnoha feSenimi a rovnéz existuji
jednoznacné fesitelné pocatecni tlohy se singularnimi svazky.

Rovnice typu (7) vykazuji chovéni, které vyrazné odliSuje obecné DAE od rovnic
s konstantnimi koeficienty (4). Ukazuje se, Ze teoretické vysledky i pouziti numerickych
metod na linedrni DAE (7) 1ze aplikovat na obecné nelinedrni systémy (1). Nicméné
rigorézni dikazy vét o fesitelnosti a konvergenci metod jsou zatim provedeny vétsinou
pouze pro linedrni DAE tvaru (7).
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Specidlnim pfipadem systému (7) je semiexplicitni linedrni soustava DAE

x1(t) + B (t)xi(t) + Biz(t)x(t) = (2),
Ba1(t)x1(t) + Bz (t)x2(t) = (1)

Pokud jsou DAE linedrni v pruni derivaci, 1ze je zapsat ve tvaru

At y(1)y'(t) = f(t.y(t)-

Odpovidajici semiexplicitni tvar je

X (1) = fi(xa(t), x(t), t),
0= f(x(t), x(t), t).

UvaZzujme nyni obecnou soustavu DAE (1) a pokusme se definovat, co znamena, Ze
je takovéa soustava fesitelna. Pfesnou definici pojmu fesitelnosti obecné DAE lze nalézt
napf. v [12]. Zékladnim pfedpokladem Fesitelnosti pocéteéni tlohy je konzistence
pocatecnich podminek.

Soustava DAE (1) je fesitelnd pro t € {to,T), jestlize pro vSechna ¢ existuje va-
rieta M; konstantni dimenze vzhledem k t, ktera se nazyva varietou konzistentnich
pocatecnich hodnot a kde
e kazdym bodem variety prochéazi hladké feseni,

e dvé feSeni s riznymi poéateénimi podminkami se nikdy neprotinaji v {(to, 7T,

e Feseni nebifurkuji,

e kazdé hladké Feseni soustavy patii do {M;}.

Vidime, ze fesitelnost DAE je obtizné definovatelny pojem. To ilustruje pocatecéni
tloha pro velmi jednoduchou soustavu DAE:

:r - y7
1=a?+y°
:I:<O) = b
y(0) =

Napiiklad dvojice 1 = 1, y3 = 0 nebo dvojice x2(t) = cost, ya(t) = —sint jsou dvé
feSeni pro uvedenou poc¢atecni tlohu. Snadno nahlédneme, Ze pocatecni tiloze vyhovuje
naptiklad i lipschitzovské feSeni: x1, y1 pro t <0 a w2, y2 pro t > 0.

Dfive nez budeme definovat index u obecné soustavy DAE (1), ndzorné ukézeme,
jak bychom urcili index naptiklad v pripadé semiexplicitni DAE

|
-

(x,y.1), (8.1)
9(x,y,t).

X'
0
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Derivujeme-li algebraickd omezeni (8.2) podle ¢, dostaneme

x'=f(x,y,t), (9.1)
gX<X7y7t>x/ + 9y<X7y7t)y/ = —gt(X7y7t)~

Jestlize je matice g, reguldrni, potom soustava (9.1), (9.2) je implicitni soustavou
ODR a fikdme, Ze soustava (8.1), (8.2) ma index 1. Pokud je g, singuldrni, potom
algebraickymi operacemi a zménami soutadnic mtizeme (9.1), (9.2) pfevést na soustavu
tvaru (8.1), (8.2) (samozfejmé pro jiné proménné x a y). Dale znovu derivujeme
algebraické rovnice, a jestlize dostaneme implicitni ODR, potom puvodni systém
(8.1), (8.2) mé index 2 atd. Pocet nutnych derivovani v tomto postupu bude roven
indexu soustavy (8.1), (8.2) (viz napf. [12]). Nyni jiz mizeme pfistoupit k definici
indexu obecné soustavy.

Index (nebo také diferencialni index) obecné soustavy DAE (1) je minimalni pocet
nutnych derivovani (podle ¢) ¢asti nebo celého systému (1), abychom mohli urcit y’
jako spojitou funkci y a t.

Diferencialni index se muze povazovat za miru toho, jak daleko jsou systémy DAE
od systému ODR. K definici indexu DAE uéinime nékolik poznamek.

1. Soustavy ODR maji index 0.
2. Definice indexu pro linearni DAE s konstantnimi koeficienty koresponduje s de-
finici pro obecné DAE.

3. Index soustavy charakterizuje stupen obtiZznosti jejiho feSeni. Obecné plati, Ze
¢im vyssi je index soustavy, tim obtiznéjsi je problém numericky fesit.

4. Pro numerické feSeni se nedoporucuje derivovat algebraické rovnice a vzniklou
soustavu fesit jako ODR (tento postup je jenom vyjimeéné tispé$ny). Numerické
derivovani je totiz nestabilni proces a navic derivovanim algebraickych omezeni
ztracime puvodni prehledné vztahy mezi proménnymi.

5. Stanoveni indexu DAE (pokud se podaii) je vyznamnym voditkem pro volbu
numerické metody.

6. Hairer et al. definovali v [6] tzv. perturbacéni indez, ktery mize byt totozny s inde-
xem zde uvedenym. Detailnéjsi zkouméni vztahu mezi indexem a perturbac¢nim
indexem lze nalézt v praci Geara [13]. Hlavnim vysledkem préce [13] je platnost
néasledujicich nerovnosti pro obecny systém DAE:

mndex < perturbacni index < index + 1.

Specidlné pro semiexplicitni systém, jako je (8.1), (8.2), jsou si index a pertur-
ba¢ni indexy rovny.

7. Kromé jiz zminénych definic indexu DAE se jesté v literatufe pouzivaji pojmy
geometricky inder, vyjadiujici geometrickou interpretaci prostoru feseni s jistymi
invariantnimi varietami, a strukturdlng indez, vhodny pro studium DAE z hlediska
numerické matematiky, napf. v [17].
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4. Vztah singularné perturbovaného problému a DAE

Gear v [14] zkoumal a popsal singuldrné perturbované problémy (SPP) jako soustavu

diferencialnich rovnic ,
x =f(x,y,t,¢€),
(x,y ) (10)

!

E.y :g<x7y7t78>7

kde 0 < e < 1.

Soustavy rovnic tohoto typu se vyskytuji napf. v dynamice tekutin nebo pfi ma-
tematickém modelovani elektrickych obvodi. Pro mald e miize byt soustava (10) tzv.
stiff systém (soustava ODR se silngm tlumenim). Je zndmo, %e p¥i numerickém Feseni
takovych soustav ODR vznikaji obtize s vhodnou volbou integrac¢niho kroku.

Jestlize uvazujeme limitni pfipad soustavy (10) pro ¢ = 0, dostaneme tzv. model
redukovaného tTadu, tj. soustavu algebro-diferencialnich rovnic

X/ = f<x7y7t70)7

(11)
0= 9<X7y7t70)7

kterou je mozno mnohem snadnéji analyzovat. Prostfednictvim numerického feseni
soustavy (11) lze ziskat pomérné ptfesny odhad chyby numerického feseni SPP (10).

5. Kratce o numerickych metodach

Jak jiz bylo feceno, prestozZe jsou diferencidlni rovnice SPP formulovany v explicitnim
tvaru (10), vyzaduji specidlni vybér numerickych metod. Explicitni metody jsou pro
né nevhodné, nebot jsou nestabilni. Pokud chceme pfi konkrétnim vypoctu explicitni
metodou dosdhnout ptijatelné presnych vysledkd, je treba volit velmi maly integrac¢ni
krok. Proto se u uloh typu stiff pouzivaji téméf vyhradné implicitni metody.

Uloha (11), kdy € = 0, je pfipad soustavy ODR, kde vlastnost silného tlumeni je
dovedena do krajnosti. Ukazuje se, ze na ulohy SPP i na soustavy DAE je zapotfebi
aplikovat obdobné metody.

Pokud bychom chtéli napiiklad na implicitni soustavu (1), tj. na soustavu
F(y', y, t) =0, aplikovat jednokrokovou explicitn{ Eulerovu metodu, potom vét§inou
nebudeme tspésni. V kazdém kroku £ je totiz tfeba fesit soustavu nelinearnich rovnic

f(% s Yk—1, tk—l) = 07

kde h =ty — tp_1. Takové soustavy se obvykle fesi Newtonovou itera¢ni metodou.
Zde vsak tuto metodu pouzit nelze, protoze Jacobian

oF
— (', y.t)

oy’
je singularni matice.
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Naproti tomu vicekrokové metody zpétnych diferenci (BDF) a jednokrokové impli-
citni metody Rungova-Kuttova typu (implicit Runge-Kutta, IRK) davaji ¢asto dobré
vysledky. Nejjednodussi metoda BDF prvniho fadu, ktera je zaroven nejjednodussi
metodou IRK, je implicitni Eulerova metoda. Tato metoda nahrazuje prvni derivaci
zpétnou diferenci

f(ﬂéfﬁi,n”m)zo. (12)

Jacobian této soustavy

1 0F | OF

7T a0/ ) 7t + = /a at

hWUy) ay(yy)
mize byt reguldrni, i kdyz je 0F /0y’ singularni. V linedrnim ptipadé se Jacobiin
rovnd (1/h)A + B a za pfedpokladu, Ze (A, B) tvofi regularni svazek, je regularni pro
dostatecné mala h.

Je tfeba mit na paméti, ze metody BDF a IRK jsou metodami pro feseni ODR a na
systémy DAE se daji aplikovat jen za nékterych predpokladu.

Predevsim je nutné, aby byl problém matematicky dobfe formulovan, tj. aby sou-
stava DAE byla feSitelna. Dale musi byt metoda takové, aby vznikly nelinearni
systém rovnic (v pfipadé implicitni Eulerovy metody je to systém (12)) byl fesitelny
v kazdém kroku k. Tedy prislusny Jacobidn musi byt reguldrni matice. V posledni
dobé se ukazuje, ze jednokrokové metody IRK jsou v nékterych smérech efektivnéjsi
nez metody BDF, zvlasté pokud je pfi feSeni (vzhledem k moZnym nespojitostem)
nutno znovu nastartovat integraci soustavy. Metody BDF je zapotfebi restartovat
od metody nejnizsiho Fadu, zatimco IRK mohou byt nastartovany od vyssiho fadu
metody. Metody IRK mohou byt rovnéz pouzity pro generovani startovacich hodnot
pro metody BDF vyssich fadd. Metody IRK i BDF s IRK startem mohou potencialné
vyfesit soustavu DAE, kterd ma i vyssi index.

Metody BDF, resp. metody IRK jsou detailné popsany v [12], resp. [7], [15]. Tam
jsou také dokazany véty o konvergenci metod pro specidlni typy DAE.

6. Aplikace

Existuje nékolik t¥id tloh, které vedou na soustavy DAE. Jednu z téchto tiid tvori
naptiklad problémy, které vznikaji pfi modelovani elektrickych obvodi. Z takovych
modelt dostédvame typ DAE, ktery je vétSinou linearni vzhledem k prvni derivaci,
nebo typ tloh SPP, které je tfeba fesit jako model redukovaného fadu.

Pfi feSeni problémi Fizeni s pfedepsanou cestou (prescribed path control problems)
je nutné fesit semiexplicitni DAE typu (8.1), (8.2), kde v rovnicich (8.2) chybi pro-
ménna y. Tento fakt mize pfi feSeni DAE zptisobit numerické potize. Jako priklad
uvedme model kosmické lodi létajici ve vesmiru po pfedem popsanych trajektoriich,
které jsou vyjadfeny algebraickymi rovnicemi.
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Diferen¢ni metody pro Feseni parcidlnich diferencialnich rovnic nahrazuji derivace
diferencemi. Metoda pfimek (method of lines, MOL) pfitom vyuzivé existujici software
pro ODR. Pro parabolickou parcialni diferencialni rovnici MOL diskretizuje prostorové
derivace, napf. koneénymi diferencemi, a pfevadi tak parcidlni diferencidlni rovnici
na pocatecni tlohu pro ODR. Mnohdy je jednodussi takové prevedené problémy
povazZovat za soustavy DAE a jako takové je numericky TFesit.

Snad nejcéastéji se aplikace vedouci na soustavy DAE vyskytuji pfi modelovani
mechanickych soustav tuhych téles. Protoze se v posledni dobé u takovych soustav
pozaduje mald hmotnost a vétsi rychlosti, vznikaji nové elastické modely, které se
skladaji z mnoha tuhych téles a elastickych tyci. Tedy dimenze mnoziny feseni vznik-
Iych systémi DAE se mnohonasobné zvétsila a jejich feSeni se zkomplikovalo.

Pokud bychom piiklad rovinného kyvadla z tvodni kapitoly zobecnili na model
chapadla robotu upevnéného na jednom konci, dostaneme pii Eulerové-Lagrangeové
formulaci problému soustavu tvaru

7 =u,
Mu' = q(z,u,t) + GT )\, (13)
0 =¢(2),

kde M je matice hmotnosti, G = ¢, a A znaci vektor Lagrangeovych multiplikatort. Lze
ukdzat, ze tato soustava (i soustava rovinného kyvadla) m4 index 3, a je tedy obtizné
fesitelna. V tomto pripadé lze jeji index snizit na index 2 derivovanim algebraickjch
rovnic v (13) a pfiddnim dalsich Lagrangeovych multiplikdtort . Obdrzime tak
soustavu

7 =u+ Gy,

Mu' = q(z,u,t) + GT ),
0= Gu,
0 = o(2).

Potom (z,u, A, ) je FeSenim této soustavy DAE prévé tehdy, kdyz u =0 a (z,u, \) je
feSenim (13).

V problematice DAE se dé jesté ocekdvat mnoho zajimavych vysledkd, z nichz

vvvvvv

a vyssiho.
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