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O triangulacich bez tupych thla

Jan Brandts, Amsterdam, Sergej Korotov, Helsinki, a Michal Kvizek, Praha

1. Uvod

vvvvv

se netupouhlych simplexti. Jejich specidlnim pfipadem jsou tzv. pravouhlé simplexy,
které jsou prirozenym zobecnénim pravouhlého trojihelnika do vicerozmérného pro-
storu. Budeme se téz zabyvat triangulacemi tvofenymi ostrotthlymi ¢i netupothlymi
simplexy, které se vyborné hodi pro pouziti metody konecnych prvkia. UkézZeme,
ze netupothlé simplexy maji fadu zajimavych a dilezitych aplikaci také v algebie,
matematické analyze, teorii grafii, pfi navrhovani geodetickych siti aj. Nejprve si vsak
pfipomeneme nékolik zakladnich definic.

Simplerem v eukleidovském prostoru R¢ pro d € {1,2,3,...} nazveme konvexni
obal d 4+ 1 bodu, které nelezi v jedné nadroviné a které se nazyvaji vrcholy simplexu.
Specialné pro d = 2 se simplex nazyva trojuhelnikem a pro d = 3 cétyrsténem.

Proti kazdému vrcholu simplexu stoji pravé jedna (d — 1)-rozmérnd sténa. Prod > 1
se vnitini thel @ mezi takovymi dvéma libovolnymi sténami definuje pomoci skaldrniho
soucinu jejich vnéjsich jednotkovych normal n; a no,

cosa = —nj - No,

a nazyva se dihedrdlni (pro d = 3 sténovy). Pokud jsou vSechny dihedrélni tthly daného

simplexu mensi nez 90°, resp. mensi nebo rovny 90°, nazyva se takovy simplex ostro-

Ghly, resp. netupothly. Trojihelnik mé 3 dihedralni hly, ¢ty¥stén jich mé 6 (u kazdé
d+1)

5 )

Triangulaci*) (omezené & mneomezené) neprazdné polytopické?) oblasti 2 C RY

hrany jeden) a obecné simplex v R jich ma (

nazveme mnozinu simplext, jejichz sjednoceni je 2, libovolné dva simplexy maji

1) Triangulaci se v literatufe také nékdy rika tetraedralizace, tetraedrizace, tetragonalizace,
3d-triangulace ¢i prostorova triangulace pro d = 3 a pro obecné d nap¥. rozklad, déleni, sit,
prostorova diskretizace, simplicidlni dekompozice aj. My se pro jednoduchost budeme drzet
pouze terminu triangulace, pokud pujde o mnozinu simplext ve smyslu uvedené definice.

2) Polytopickd oblast 2 je oblast v R, jejiz hranice 92 je obsaZena v koneéném poétu
nadrovin dimenze d — 1. Pro d = 2, resp. d = 3 hovofime o polygonalni, resp. polyedrické
oblasti. Uzavér omezené polytopické oblasti se nazyva polytop.
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disjunktni vnittky a libovolna (d — 1)-rozmérnd sténa libovolného simplexu z trian-
gulace je zarovenl (d — 1)-rozmérnou sténou jiného simplexu z triangulace, anebo je
¢asti hranice 0f2. Navic budeme pfedpokladat, Ze mnozina vrcholi vSech simplext
z triangulace je nejvysSe spocetna a bez hromadngch bodd v R?. Triangulace se
nazyva ostrouhld, resp. netupouhld, pokud vSechny jeji simplexy jsou ostroihlé, resp.
netupouhlé.

2. Ostrouhlé triangulace

Uvedme nejprve jednu dilezitou charakteristickou vlastnost vsech ostrotihlych sim-
plexi (viz [15, s. 110]):

Véta. Je-li simplex ostrouhly, pak kaZdd jeho m-rozmérnd sténa je rovnéZ ostrouhly
simplex pro m € {2,...,d — 1}.

Obracend implikace ale neplati. Napiiklad &tyfstén o vrcholech A = (-1,0,0),
B =(1,0,0), C =(0,-1,1) a D =(0,1,1) m4 vSechny stény shodné ostrotihlé troj-
thelniky, ale sténové hly u hran AB a CD jsou tupé.

Na obr. 1 vidime rozdéleni tupothlého trojahelnika (viz [36]), resp. étverce (viz [17])
na 7, resp. 8 ostrotuhlych trojuhelnikt. V roce 1964 Lindgren (viz [34]) dokazal, Ze tato
¢isla jsou optimalni v tom smyslu, Ze je nelze snizit. Pozdéji Cassidy a Lord (viz [8])
ukézali, Ze pro libovolné n 2 10 existuje déleni ¢tverce na n ostrouhlych trojuhelnikt
a ze pro n = 9 takové déleni neexistuje.

Obr. 1. Rozdéleni tupouhlého trojuhelnika a ¢tverce na ostrouihlé trojuhelniky.

Jak znamo, celou rovinu lze pokryt shodnymi neptekryvajicimi se trojihelniky libo-
volného tvaru (spec. tedy ostrothlymi). Rovnéz ji 1ze pokryt shodnymi étyithelniky
libovolného tvaru (z nichz kazdy pak mizeme déle rozdélit na dva trojthelniky).
Timto zptisobem lze ziskavat ,periodické“ ostrouhlé triangulace roviny. Délenim zna-
mych Penroseovych koso¢tvereénych dlazdic (viz [39]) na dva trojihelniky mtizeme
zase vytvaret ,neperiodické” ostrouhlé triangulace roviny s maximalnim thlem 72°.
V élanku [18] je predlozen algoritmus, ktery umoziiuje délit specidlni omezené poly-
gonalni oblasti na ,téméf rovnostranné trojuhelniky“ s maximéalnim thlem 72°.

Je zfejmé, Ze u ostrouhlych (srov. obr. 1), resp. netupotihlych triangulaci rovinnych
oblasti je kazdy vnitini vrchol obklopen alespoii péti, resp. étyfmi trojihelniky. V R3
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je pomér?) mezi témito dvéma &isly mnohem vétsi, a sice 20 : 8. V [31, s. 165] totiz je
dokézano, ze u ostrotihlé, resp. netupothlé triangulace je kazdy vnitini vrchol obklopen
alesponn dvaceti, resp. osmi Ctyfstény. K tomu, abychom se presvédcili, ze téchto
Cisel lze skuteéné dosdhnout, staéi rozdélit pravidelny dvacetistén, resp. osmistén (viz
obr. 2) na 20 ostrotuhlych, resp. 8 netupothlych étyfsténi, jejichz spoleénym vrcholem

i

Obr. 2. Pravidelny osmistén a dvacetistén.

vvvvv

naptiklad neni znamo, zda lze rozdélit krychli na ostrotihlé ¢tyfstény. Aristoteles inspi-
rovan myslenkami svého ucitele Platéna se ve svém dile O nebi (350 let pf. n. 1.) mylné
domnival, Ze prostor 1ze bez mezer vyplnit pravidelnymi ¢ty¥stény stejné velikosti (viz
[1, sv. 3, kap. 8]), coz by vyzadovalo, aby thel mezi dvéma sténami pravidelného
¢tyfsténu byl 72°. Protoze Aristoteles byl uznavanou osobnosti, o jeho tvrzeni nikdo
nepochyboval. Az ve stiedovéku se zjistilo?), ze se mylil (viz obr. 3). Sténové thly
pravidelného ctyfsténu jsou totiz rovny arccos %, coz zaokrouhleno na celé stupné
je 71°.

Dlouho se matematici pokouseli najit metodu, kterd by umoziiovala rozdélit R?
alespoii na ostrotthlé étyfstény. Teprve v roce 2004 Eppstein, Sullivan a Ungor [11]
publikovali nasledujici vétu.

Véta. Ezxistuje ostrothld triangulace prostoru R3.

3) Pro d =4 je tento pomér dokonce 600 : 16. Ve ¢tyfrozmérném prostoru existuji pravi-
delny Sestisetstén a Sestnactistén (viz [41], [42]). Jejich trojrozmérné povrchy jsou tvoreny
pravidelnymi ¢tyfstény, jejichz konvexni obaly se stfedem G pfislusného mnohosténu tvori
600 ostrouhlych, resp. 16 netupouhlych ¢tyfrozmérnych simplexi ,,obklopujicich“ G. Pravi-
delné polytopy v R* objevil Ludwig Schlifli (1814-1895) kolem roku 1852.

%) Napf. Averroes (1126-1198) odvodil (viz [43], s. 127), Ze hrana pravidelného dvacetisténu

(viz obr. 2) vepsaného do koule o poloméru 1 méii £4/10(5 — v/5) = 1,05 a nerovna se tedy 1,

jak by plynulo z Aristotelovy domnénky.
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Obr. 3. Shodnymi pravidelnymi ¢tyfstény nelze vyplnit prostor. K dané sténé pravidelného
Ctyfsténu lze totiz ,napojit® celou sténou stejné velky pravidelny Ctyistén pravé jednim
zpusobem. Pokud takto ,,obto¢ime* 5 pravidelnych ¢tytfsténi kolem jedné spoleéné hrany,
objevi se mald mezera, nebot vSechny jejich sténové thly jsou piiblizné 71°.

Jeden z prvnich konstruktivnich diikaz této véty poprvé nastinil tieti spoluautor,
turecky matematik Alper Ungor, jiz ve své doktorské dizertaci. Jeho zakladni myslenka,
se opird o jiz zminény fakt, ze pravidelny dvacetistén (viz obr. 3) lze rozdélit na
si povsiml, Ze projekce pravidelného dvacetisténu, ktery stoji na jedné své sténé, je
pravidelny Sestitthelnik a témi lze vyplnit rovinu (srov. obr. 4). Stejné velké pravidelné
dvacetistény tedy umistil do prostorové mtize tak, ze dva sousedni se dotykaji prave
jednou celou hranou (nikoliv sténou!). Zbylé mezery vyplnil jinymi ¢tyfmi typy ostro-
ahlych ¢tyfstént (viz obr. 4). Zfejmé existuje nekoneéné mnoho riznych ostroihlych
triangulaci R3, nebot malou zménou polohy jednoho vrcholu se ostrotihlost nezméni.

Obr. 4. Konstrukce ostrothlé triangulace v R* pomoci pravidelnych dvacetisténii.

Clanek [11] ale uvadi dalsi 4 algoritmy pro generovani ostrothlych triangulaci pro-
storu R3, které vychazeji z poloh atomii ve specialnich krystalech (napt. nékterych zeo-
litech®)). Tyto chemické struktury byly studovény jiz v roce 1958 (viz [12]), ale téméi

5) Tyto nerosty s tlakem zvysuji objem v dusledku specialniho hustého uspofadani atomi.
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pul stoleti si nikdo nepovsiml, Ze je lze vyuzit ke konstrukci ostrothlych triangulaci.
Zékladni myS$lenka je tato: Stfedy jednotlivych atomt ozna¢me A;, As, ... Pro kazdé
i€{1,2,...} definujme odpovidajici Voronoiovy buriky®) standardnim zpiisobem (viz
obr. 5):

Vi = {z e R: ||l — A;|| £ ||z — A;|| pro viechna j = 1,2,...},

kde || - || je eukleidovska norma. Mnozina V; tak obsahuje viechny body = € R, jejichz
vzdalenost od A; je mensi nebo rovna vzdalenostem od vSech ostatnich bodt A;. Pak
lze ukézat, ze prislusnd dudlni Delaunayova triangulace (jeji definici uvadime nize) je
hledanou ostrotihlou triangulaci, pfi¢emz mnozina vrcholti ¢tyfsténti je pravé mnozina
{A;, As,...} a kazda hrana je obklopena péti nebo Sesti GtyFstény.

Obr. 5. Voronoiovy buitky v R® odpovidajici atomtm specidlnich chemickych sloucenin.

Definice. Nechf D C R? je mnozina vSech vrcholtl simplexti dané triangulace. Jestlize
vnittky kouli opsanych kazdému simplexu z triangulace neobsahuji body z D (srov.
obr. 6), pak se takova triangulace nazyva Delaunayova.

Ve stézejni praci B. N. Delaunayho”) Sur la sphére vide (viz [10]) je ukézano,
ze pro n bodu, které nelezi v jedné nadroviné, takova specificka triangulace vzdy
existuje. Pokud navic zadnych d 4 2 bodt z D nelezi na povrchu d-rozmérné koule,
je Delaunayova triangulace urcena jednoznacné. Jiné ekvivalentni, le¢ konstruktivni
definice Delaunayovy triangulace jsou napt. v [37], [38], [44].

Je pozoruhodné, ze jeden ze 4 zminénych algoritmi vychazejicich z krystalové miize
specidlnich chemickych sloucenin (zeolitt) ddvd maximalni sténovy thel jen 74,2°
(viz [11]). Clovék se tak opét poucil od pifrody. Zatim neni jasné, zda lze tento
maximélni thel v ostrothljch triangulacich R3 jesté zmensit. Jeho hodnota ziejmé
nemuze klesnout pod hranici 72°. Plati totiz nasledujici véta, ktera ma dva zajimavé
dusledky (viz [29]).

%) Voronoiovy buiiky jsou konvexni mnohostény (polytopy) v R?. Jejich vlastnostmi se
zabyval rusky matematik Georgij Voronoi (1868-1908) napf. v préci [48]. Jiz dfive je ale
definoval P. G. L. Dirichlet (1805-1859).

™) Boris Nikolajevi¢ Delone (1890-1980) byl vyznacény rusky geometr a algebraik. Jeho
francouzsky znéjici pfijmeni se vSeobecné v zahranic¢ni literature piepisuje Delaunay.
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Obr. 6. Voronoiovy buiiky v R? jsou znézornény ¢arkované. Jim odpovida duélni Delaunayova
triangulace, jejiz vrcholy nejsou obsazeny uvnitt zddné kruznice opsané jednotlivym trojihel-
nikim. Tato triangulace maximalizuje minimalni Ghel trojihelnikd mezi vSemi triangulacemi
se stejnymi vrcholy pro d = 2.

Véta. V kaZdé triangulaci R3 existuje hrana, kterd je obklopena alespori Sesti ctyi-
stény, a hrana, kterd je obklopena nejvyse péti ctyrstény.

Diisledek 1. Pro libovolné prirozené cislo m neexistuje triangulace R3 takovd, Ze by
kazZdd hrana byla obklopena pravé m ctyrsteény.

Disledek 2. V kazdé triangulaci R® existuje sténovy whel mensi nebo rovny 60°
a sténovy dhel vetsi nebo rovny T72°.

Odtud je mj. také okamzité vidét, pro¢ Aristotelovo tvrzeni neplati. V ¢lanku [11] je
popsén algoritmus, ktery umoziiuje rozdélit nekoneénou vrstvu (desku) o konstantni
tloustce na ostrothlé étyfstény s maximalnim sténovym thlem 87,7°. Déleni libovol-
ného mnohosténu na ostrotthlé ¢tytstény je vsak stale otevieny problém. Rovnéz neni
znamo, jak tyto triangulace zjemnovat tak, aby vSechny sténové thly ztistaly ostré.
Hlavni potizi je to, ze nelze uzit bisekce pfimého thlu 180°, protoze pak by alespon
jeden ze vzniklych hla nebyl ostry.

Na zavér této kapitoly jesté poznamenejme, Ze dihedralni thel pravidelného sim-
plexu v R? je

1
a(d) = arccos 7 < 90°.
Pro d 2 4 je tento thel vétsi nez 72°, nebof posloupnost {a(d)}32, je rostouci
a a(4) ~ 76°. Plati tedy ka(d) # 360° pro libovolné piirozené k a d > 2. Vicerozmérné

eukleidovské prostory tedy také nelze vyplnit shodnymi pravidelnymi simplexy. Plati
ale mnohem piekvapivéjsi tvrzeni.

Véta. Pro d > 4 neexistuje ostrothld triangulace prostoru R?.
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Dukaz lze provést indukei podle d (viz [30]). My si jej nazna¢ime jen pro d = 5.
Predpokladejme naopak, ze takova ostrouhléd triangulace existuje, a uvazujme libo-
volny vrchol A. Polozme

S
rP={JSs,
i=1

kde S1,...,Ss jsou vSechny simplexy z triangulace obsahujici A. Lze ukazat, ze P je
konvexni polytop, jehoz ¢tyfrozmérny povrch je tvoren ostroihlymi simplexy. Plati
tedy znama Eulerova-Poincaréova formule [35]

v+t+s=h+c+2,
kde v, h, t, ¢ a s postupné oznacuji pocet vrcholt, hran, trojahelniki, ctyfsténi
a Ctyfrozmérnych simplext z hranice dP. Protoze hranice ¢tyfrozmérného simplexu
je tvorena 5 Ctyfstény a kazdy ctyfstén z OP patii pravé do dvou sousednich Ctyiroz-
mérnych simplexi, plati®)

2¢ = bs.

Eulerovu-Poincaréovu formulku 1ze tedy zredukovat na tvar

5v 4 5t = 5h + 3¢+ 10. (1)

Tim jsme ziskali vztah, kde vystupuji jen pocty nejvyse trojrozmérnych simplexti. Pro-
toze S; jsou ostrouhlé, je kazda trojuhelnikova sténa z P sdilena alespoii 5 ¢tyFstény
z OP, tj.%)
5t < 4c. (2)
Neni tézké ukazat, ze soucet vSech sténovych thli v libovolném c¢tyfsténu je vétsi
nez 360°. Navic z konvexity P plyne, Ze soucet sténovych uhld cétyisténtt kolem
libovolné hrany z OP je nejvyse 360°. Odtud dostdvame horni a dolni odhad pro
soucet X v8ech sténovych thla vsech étyfsténi z P, tj.
360°c < X < 360°h. (3)
Protoze kazdy ¢tyfstén ma 4 vrcholy a kazdy vrchol je obklopen alesporni 5 ¢tyfstény,
plati®) 5v < 4c. Odtud, z (2), (1) a (3) dostavame, Ze
8c < 5h + 3¢+ 10 = 5v + 5t < 8¢,
coz je spor. [
V pétirozmérném prostoru tedy nemtize byt bod obklopen jen ostrothlymi simplexy.
Naproti tomu ve ¢tyfrozmérném prostoru mize byt dany bod obklopen nejméné

600 ostrotthlymi simplexy (viz poznamku pod ¢arou 3)). Pro d = 4 tedy nelze pouzit
predchozi argumentaci zalozenou na lokalnich vlastnostech triangulaci.

8) Pro d = 2, 3, 4 maji podobné rovnosti postupné tvar 2v = 2h, 2h = 3t a 2t = 4c. Zde
zamérné nekratime dvéma, aby bylo patrné, ze se dany vztah tyka dvou sousednich simplex1i,
které maji spole¢nou pravé jednu celou (d — 2)-rozmérnou sténu.

9) Pro d = 2, 3, 4 maji podobné nerovnosti postupné tvar 5 < v, 5v < 2h a 5h < 3t.

10y Tento odhad je ve skutecnosti velmi pesimisticky. Pro netupothlé triangulace mizeme
podobné jako v [31, s. 168] odvodit, Ze libovolny vrchol z 9P je obklopen alespoil 16 ¢tyfroz-
mérnymi simplexy a alespoii 32 &tyistény, tj. 8c = v. Pro ostrothlé triangulace lze tento
odhad jesté zlepsit.
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Domnénka. Neezistuje ostrouhld triangulace prostoru R*.

3. Pravouhlé simplexy a netupouhlé triangulace

Nejprve uvedme definice dvou pojmi, které v éeské matematické literatufe jesté nemaji
ustélené nazvy.'!)

Definice. Ortosimplezem v R? nazveme jakykoliv simplex, ktery ma d vzajemné
ortogonalnich hran. Pravoihlym simplexem v RY nazveme kazdy ortosimplex, jeho
d ortogondlnich hran tvofi cestu (ve smyslu teorie grafii); specialné pro d = 3 budeme
hovofit o pravothlém ctyrsténu.

A A

D

Obr. 7. Dva zékladni typy ortosimplexit v R®. Pravy z nich je pravouhly &tyfstén, jehoz
3 vzajemné ortogonalni hrany AB, BC a C'D tvori cestu. Vsechny jeho stény jsou pravouhlé
trojihelniky.

Piiklady. Ortosimplexem a zaroveii pravothlym simplexem v R? je pravouhly troj-
thelnik. Na obr. 7 vidime dva odli$né typy ortosimplexi v R?. Prvni ma tfi vzidjemné
kolmé hrany, které sdileji spole¢ny bod B. TTi stény tohoto ¢tyfsténu jsou pravoihlé
trojuhelniky a ¢tvrta sténa je ostrouhly trojihelnik. Druhy typ ortosimplexu (na obr. 7
vpravo) mé v8echny stény pravoihlé trojuhelniky. Vidime, Ze jeho 3 ortogonalni hrany
tvori cestu. Proto je to pravouhly ¢tyfstén.

Indukci 1ze dokézat (viz napt. [3], [6], [15], [26]) platnost nésledujicich vét (srov.
obr. 7).

1) Ani v anglické literatufe neni pojmenovani téchto objektt zdaleka jednotné. Naptiklad
L. Schlifli v [41] nazyva ortosimplex d-orthoscheme, Lobacevskij pyramidou pro d = 3,
Wythoff double-rectangular pro d = 3, Schoute polygonometry v R?, v numerické matematice
(v kontextu generovani triangulaci) se pravouhly simplex nazjva vétsinou path simplex v R?
(viz [11]).
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0<x<x<1

Obr. 8. Déleni ¢tverce, resp. krychle na 2, resp. 6 pravoihlych simplext.

Véta. Kazdy ortosimplex je netupotuhly.

Véta. Je-li simplex netupouhly, pak kaZdd jeho m-rozmérnd sténa je rovnéz netupouhly
simplex pro m € {2,...,d — 1}.

Véta. Je-li simplex pravouhly, pak kaZdd jeho m-rozmérnd sténa je rovnéZ pravouhly
simplex pro m € {2,...,d — 1}.

Na ukézku uvedme nékolik dalsich zajimavych vysledkti. Snadno nahlédneme, Ze
levy étyfstén z obr. 7 neobsahuje stied koule jemu opsané.!?)
opsané pravému étyisténu lezi na tseéce AD. V RY plati obecna véta (viz [3, s. 194]):

Naproti tomu stfed koule

Véta. Ortosimplex obsahuje stred opsané koule pravé tehdy, kdyz je pravouhlym sim-
plexem.

V roce 1994 Rajan dokazal (viz [40, s. 200]) jiné pozoruhodné tvrzeni.

Véta. Jestlize kazdy simplex dané triangulace v R? obsahuje stved koule jemu opsané,
pak je tato triangulace Delaunayova.

Speciélné je tedy kazd4 netupouhla triangulace v roviné Delaunayova (srov. obr. 6).
Obracena implikace ale neplati! Tj. existuje Delaunayova triangulace obsahujici tupé
thly. Kombinace pfedchozich dvou vét ma nasledujici elegantni disledek.

Dusledek. Triangulace na pravouhlé simplexy je Delaunayova triangulace.
Dalsi zajimavou vétu dokazal Freudenthal ve své préci [16] z roku 1942.
Véta. Jednotkovou d-rozmérnou krychli [0,1]? lze rozdélit na d! pravouhlych simplexii.

Hlavni myslenka diikazu je zalozena na nasledujici konstrukci. Oznac¢ime ¢ syme-
trickou grupu vsech d! permutaci ¢isel 1,2, ..., d. Pak pravoihlé simplexy z pfedchozi
véty lze definovat takto (viz obr. 8 pro d =2, 3):

Sg:{x:(xl,...,xd)GRd:O§xU(1)§~-~§xo(d)§1},

kde o € %4,

12y Vyztah pro vypoéet poloméru koule opsané libovolnému simplexu v R? je odvozen napf.
v [13].
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Prostor R? lze tedy snadno rozdélit na pravotihlé simplexy. K tomu staéi jej nej-
prve rozdélit na d-rozmérné krychle a pouzit predchozi vétu. Poznamenejme jesté, ze
Freudenthalovo déleni se téz nazyva Kuhnova triangulace podle zdsadniho ¢lanku [32].
Jinou vtipnou myslenku publikoval Michael Goldberg v praci [19]. Rozdélil prostor R?
na nekonecné trojboké hranoly, jejichz prifez je rovnostranny trojihelnik. Pak kazdy
hranol rozdélil na shodné simplexy (viz obr. 9), které mohou byt zvoleny netupotihlé.
Pokud déleni kazdého trojbokého hranolu je zrcadlovym obrazem déleni sousedniho
hranolu, dostaneme netupotuhlou triangulaci trojrozmérného prostoru ve smyslu defi-
nice z kap. 1. Specialni vykryvaci ¢tyfstén, jehoz shodnymi kopiemi lze vyplnit cely
prostor, nasel jiz v roce 1923 Sommerville (viz [19]). Tento ¢tyfstén ma dvé protilehlé
hrany'®) délky 2 a ostatni hrany maji délku v/3. Lze jej snadno rozdélit na &tyti
pravouhlé ¢tyrstény.

Obr. 9. Goldbergovo déleni pravidelného nekone¢ného trojbokého hranolu na shodné ctyi-
stény. Pokud v/2b 2 ¢, zadny sténovy thel nepiesahuje 90° (viz [19, s. 353]).

Poznamenejme, ze kazdy pravothly simplex v R? lze dale délit na mensi pravo-
thlé simplexy. Je-li d = 2, pak kazdy pravouhly trojuhelnik lze vyskou na pieponu
zfejmé rozdélit na dva mensi pravotuhlé trojihelniky. Déleni pravothlého ¢tyfsténu na
3 mensi pravouhlé étyfstény (viz obr. 10) popsal Coxeter [9] v roce 1989. V ¢élanku [6]
predkladame algoritmus, kterym lze kazdy pravouhly simplex v R? rozdélit na d men-
Sich pravouhlych simplext. Geometrickd interpretace tohoto algoritmu pfipomina
znamy Gramutv-Schmidttv ortogonaliza¢ni proces aplikovany na d linedrné nezavislych
vektort.

13) Sténové uhly u dvou delSich hran jsou pravé, zatimco u ostatnich ¢tyf hran jsou
rovny 60°.
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Obr. 10. Coxeterova trisekce pravouhlého ¢tyfsténu ABCD na mensi pravothlé Etyfstény.
Bod P, resp. @ je ortogonalni projekci bodu B, resp. P na tsecku AC, resp. AD.

Podle predchozi Freudenthalovy véty lze d-rozmérnou krychli rozdélit na d! pravo-
ahlych simplext (srov. obr. 8). Nejmensi pocet simplexil, na néz je mozné rozdélit
d-rozmérnou krychli, je ale dan &isly (viz [5], [22]):

1, 2, 5, 16, 67, 308, 1493, ...

Ctyfrozmérnou krychli Ize tedy rozdélit na 16 simplexii a tento pocet nelze snizit (viz
[21], [50]). Na obr. 11 vidime déleni krychle na 5 étyfsténti. Jeden z nich je pravidelny
Ctyistén. Ostatni 4 jsou ortosimplexy, které ale nejsou pravouhlymi ¢tyfstény, nebot
neobsahuji stfed koule jim opsané. Ten lezi uprostfed krychle a je spole¢ny vSem péti
CtyTsténtim.

Obr. 11. Déleni krychle na 5 ¢tyfsténi.

V roce 1957 Hugo Hadwiger [20] vyslovil nasledujici domnénku:
Domnénka. Kazdy simplex v R? Ize rozdélit na konecny pocet pravoihlych simplexi.
Jeji platnost je provéfena jen pro ,mala“ d. Je-li d = 2, pak kazdy trojihelnik 1ze

zfejmé rozdélit na 2 pravouhlé trojuhelniky pomoci vysky k nejdelsi strané.
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V roce 1960 pro d = 3 Lenhardt [33] popsal, jak lze kazdy ctyfstén rozdélit na
nejvyse 12 pravouhlych ¢tyfsténd.

Ptipad d = 4 se podafilo roziesit az v roce 1982, kdy A. B. Charsischwili rozdélil
obecny ¢tyfrozmérny simplex na nejvyse 730 pravodhlych simplext (viz [23]). Tento
vysoky pocet v roce 1986 snizil H. Kaiser na 610 pravouhlych simplexi (viz [24])
a v roce 1993 pani Katrin Tschirpke na 500 pravodhlych simplext (viz [45]). Dodnes
ale neni znam jejich obecné nejmensi mozny pocet.

K. Tschirpke se rovnéz zabyvala piipadem d = 5. V préaci [47] (opirajici se o jeji
dizertaci [46]) ukazala, Ze je zapotiebi nejvyse 12598 800 pravotihlych simplext.

4. Aplikace

S ostrothlymi a netupothlymi simplexy se setkavame v fadé obort:

I. Algebra. Uvazujme grupy symetrii platonskych téles a jejich generatory. Napft.
pro krychli existuji 4 generatory. Odpovidajici roviny symetrie definuji pravotuhly
CtyTstén, ktery se nazyva fundamentélni oblast. Podobné jsou vSechna platonska télesa
rozdélena svymi rovinami symetrie na pravouhlé ¢ty¥stény (viz obr. 12).

Obr. 12. Déleni platonskych téles na pravouhlé ctytstény.

IT. Matematicka analyza. Ortosimplexy mohou slouzit jako prostfedek k vypoctu
nékterych uréitych integrald. Napf. pomoci trisekce pravotihlého ¢tyfsténu (viz obr. 10)
na 3 mensi pravouhlé étyfstény Coxeter dokédzal [9], ze

6 sec 'z 1 2,
+2 | de=—n"
1 (z+2)vVe+1 \Vo+3 15
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Na pravouhlych simplexech lze také nazorné ilustrovat platnost znadmé Parsevalovy
rovnosti (zobecnéni Pythagorovy véty). Specialné pro pravy ¢tyfstén z obr. 7 mé tato
rovnost tvar

|AB|? + |BC|* + |CD|* = |AD|?.

ITI. Diskrétni geometrie. Velké mnozstvi geometrickych aplikaci netupothlych sim-
plext (zejména pravodhlych ¢tyfsténil) 1ze najit v Geometry Junkyard na adrese [51].

IV. Teorie grafii. V neddvno publikované Fiedlerové knize [15, kap. 14] je ukézano,
jak lze netupouhlé simplexy pouZivat ke zjistovani struktury elektrickych obvodt.
Uvadi se véta opirajici se o préci [14], kterd dava odpovéd na otdzku, jaké jsou vSechny
mozné elektrické soustavy slozené vyhradné z odport uvniti ,,cerné skiinky“, kterd ma
n € {2,3,...} vyvodu (pficemz se predpoklad4, ze vyvody jsou uvnitt Giplné propojené
pres rizné rozmisténé odpory).

V. Numerickd matematika. S velkym mnozstvim aplikaci netupotuhlych triangu-
laci se setkavame v numerické matematice. Protoze takové triangulace maji vSechny
dihedralni thly mensi nebo rovné 90°, mé podle teorie metody konec¢nych prvkt
Lagrangetv ¢i Hermitetv interpola¢ni operator optimélni fdd aproximace. Navic
standardni referen¢ni simplex je ortosimplex. Netupouhlé, resp. ostrotahlé triangulace
umoznuji také splnit tzv. diskrétni princip maxima pii feSeni Poissonovy rovnice,
polovodicovych rovnic [50], resp. rovnice konvekce-difuze pomoci linedrnich koneénych
prvkii. P¥islusnd matice tuhostil?) A je totiz monoténni (tj. A~! existuje a A=1 = 0).
S takovymi tlohami pro d > 3 se setkdvame také ve finan¢ni matematice ¢i teoretické
fyzice. V élanku [27] se rekurzivné pouzivd Coxeterova trisekce z obr. 10 pro kon-
strukci lokalnich zjemnovani triangulaci v blizkosti rohti oblasti pomoci pravouhlych
¢tytsténti. Kuhnova triangulace je vhodné pro predpodminiovani rozsahlych tloh vice
siti (viz [2], [4]). V préci [7] se také pouziva pro ziskani superkonvergence gradientii
linearnich kone¢nych prvku.

VI. Geodézie. Cim vice se tvar trojihelnikl uzivanjch v geodetickjch sitich blizi
rovnostrannym trojihelnikiim, tim pfesnéji lze pomoci méfeni délek stran (a thli)
stanovit soufadnice jednotlivych triangulac¢nich bodi.

Netupothlé simplexy se také pouzivaji v matematické genetice [25, s. 67], v metodé
Monte Carlo pro feSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic [49, s. 210] aj.

Podé&kovani. Prace byla podpoiena grantem ¢&. 201/04/1503 GA CR a Academy Research
Fellowship No. 208 628 of the Academy of Finland. Autoii dékuji Mgr. Ing. JAKUBU SOLCOVI
za podnétné pfipominky a Ing. PAVLU KRIZKOVI za zhotoveni obrazk.
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