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Diikaz Brouwerovy véty
metodou teorie grafii

Pavel Drdbek, Plzern

1. Uvod

Mohutny rozmach védy ve dvacatém stoleti znamenal, Ze se jednotlivé discipliny
zacaly S$tépit na uzsi specializace. To plati v plné mife i pro matematiku. Jednim
z dusledkd je skute¢nost, ze védec, ktery pracuje v jisté oblasti matematiky, neni
schopen s porozumeénim ¢ist odborny text svého kolegy, ktery pracuje v jiné oblasti
matematiky. Extrémni ptipad specializace vede k ptredstavé ,odbornika“, ktery ,vi
absolutné viechno o ni¢em*. Uzka specializace je jisté v dnesni dobé nutna k tomu,
aby védec dosahl hlubokych vysledki. Na druhou stranu S$irsi rozhled muze byt
inspirujici a ¢asto pfindsi nové pohledy na véc. Opacnym extrémem tzké specializace
je predstava ,pseudoodbornika®, ktery umi ,Zonglovat® s pojmy, které se vztahuji
k sirokému spektru obori: ,nevi nic o absolutné vsem“. Takovi lidé vsak skutecné
existuji, jsou schopni ,zasvécené“ hovorit na jakékoli téma a je Casto tézké odhalit,
7e viubec nechdpou podstatu véci. Je jasné, Ze ani jeden extrém neni pfinosem pro
védecky pokrok.

7 historie je dobfe znamo, ze fady novych objevt bylo dosazeno tak, Zze po dosta-
tecné dlouhé dobé zkouméani dané problematiky specidlnimi metodami, za tim ucelem
vyvinutymi, pfisel nékdo se zcela origindlnim pohledem na véc, vyvinul novou metodu,
vychéazejici neCekané z tplné jiné oblasti vyzkumu, a problematiku tak posunul o velky
kus dopredu.

Matematika je védecka disciplina, ve které se kromé novych vysledkt ceni také
zplsoby a metody jejich dosazeni. Jde vesmés o rtizné typy dtkazt. Zatimco jeden
dikaz muze poslouzit pouze k ovéfeni platnosti daného tvrzeni, jiny dikaz téhoz
tvrzeni muze kromé toho otevrit predtim netusené moznosti dalsiho zobecriovani
a rozvoje zkoumané problematiky.

Jednim ze zadkladnich nastrojt nelinedrni matematické analyzy je Brouwerova véta
o pevném bodut):

1y Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966), holandsky matematik, publikoval vétu
o pevném bodu v roce 1911.

Prof. RNDr. PAvEL DRABEK, DrSc. (1953), katedra matematiky FAV ZCU v Plzni,
Univerzitni 22, 306 14 Plzen.
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Véta 1.1. Necht K je neprdzdnd, uzaviend, omezend a konverni mnoZina v RM
a f: K — K je spojité zobrazeni. Potom existuje alespori jeden bod x* € K takovy, Ze

Poznamenejme, Ze x* se nazyva pevny bod zobrazeni f. Aplikace této véty jsou velmi
Siroké a zasahuji do oblasti matematiky zdanlivé mezi sebou nesouvisejicich. Jednim
z nejznaméjsich dikazt tohoto fundamentalniho tvrzeni je dikaz analyticky, ktery
je zaloZeny na substituci v Lebesgueové integralu (viz napt. [2]). Existuje ale mnoho
jinych dtikazt. Ucelem tohoto textu je seznamit ¢tenafe s elementdrnim dikazem,
ktery je zaloZen na teorii grafl a ktery je mozné nalézt v knize [1]. Uvedeny diikaz je
p€knou ukazkou faktu, ze zdanlivé vzdalené a malo souvisejici oblasti matematiky —
matematickd analyza a teorie grafi — spolu mohou naopak souviset velmi tzce!

2. Ekvivalentni formulace Brouwerovy véty

V tomto a v dalsim odstavci bude vzdy K predstavovat neprazdnou, uzavienou, omeze-
nou a konvexni mnozinu v RM, kterd obsahuje vice nez jeden bod. Déle f: RM — RM
bude znaéit spojité zobrazeni mnoziny K do sebe. Symbolem BY budeme znaéit
uzavienou kouli v RY se stfedem v poc¢atku a s polomérem jedna.

Lemma 2.1. Pro kazdou mnoZinu K existuje N < M takové, Ze K je homeomorfni
s BN, tj. existuje spojité vzdjemné jednoznacné zobrazeni ¢: K — BN takové, Ze
inverzni zobrazeni ¢~ 1: BN — K je také spojité.

Princip dukazu. Vybereme linedrné nezavislé prvky 1, o, ...,y z mnoziny K tak,
aby linearni prostor X = Lin{x1, z2,...,2x} (tzv. linedrni obal prvkd x1,zo, ..., zN)
obsahoval mnozinu K. Indukci podle dimenze X dokazeme existenci takového o € IC,
7e pro libovolny prvek z € X existuje o > 0 tak, Ze x9 + (1/a)z € K. Bez Gjmy na
obecnosti mizeme predpokladat, ze xog = o.

Dale definujeme tzv. Minkowského funkcional p: X — R mnoziny K pfedpisem
. 1
p(x) :1nf{a>0: axElC}
(viz obr. 1) a polozime
x
o(x) = p(x) Tl x € X\ {o}, a (o) =o.

Potom ¢: K — BM N X je homeomorfismus. Protoze viak X s normou indukovanou
normou v RM je izomorfni s RV (tj. existuje linearni homeomorfismus ¢: X — RY),
je K homeomorfni s BY. O
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Obr. 1. Hodnoty Minkowského funkcionalu.

Z lemmatu 2.1 vyplyva, ze tvrzeni véty 1.1 staci dokazat pouze pro jednu specialni

mnozinu K, kterd je homeomorfni s BY. Skute¢né, je-li K jednoprvkova mnoZina,

je tvrzeni véty 1.1 trividlni. Obsahuje-li U alespon dva rtzné body, potom podle
lemmatu 2.1 existuje homeomorfismus ¢: K — BY. Oznaéme ¢,: Ky — BY homeo-
morfismus K, na BY. Potom z* € K je pevnym bodem zobrazeni f pravé tehdy, kdyz
z: = ;1 (p(2*)) je pevnym bodem zobrazeni f, (viz obr. 2).

®s

BN

Ps

Ps

fs=@itopofop oy,

BN

Ps

Obr. 2. Pevny bod f a fs.

3. Zakladni vlastnosti rovinnych grafu

Necht G je koneény rovinny graf s mnozinou vrcholit V' a mnoZinou hran H C (‘2/)

Symbolem d(v) oznaéime stupeti vrcholu v, tj. pocet hran vychazejicich z vrcho-
lu veV. Na obr. 3 madme V ={1,2,...,9}, d(1) =d(4) = d(5) = d(6) = d(7) = 3,
d(2) =2,d(3) =4, d(8) =1, d(9) = 0.

296

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 50 (2005), ¢. 4



Obr. 3. Rovinny graf.

Ozna¢me symbolem |H| pocet prvki mnoziny H.

Lemma 3.1. Pro kazdy konecny rovinny graf G plati

> d(v) =2|H]|. (3.1)

veV

Dikaz. Ozna¢me S CV x H mnozinu vSech dvojic (v,h) takovych, ze v €V je
jednim z vrchold hrany h € H. Pocet prvkti mnoziny S je na jedné strané roven

>~ d(v), protoze kazdy vrchol zde musi byt zapoc¢ten d(v)-krat. Protoze kazd4 z hran
veV
m4 pravé dva vrcholy, musi byt pocet prvkid mnoziny S, na strané druhé, roven 2|H|.

Tim je dtikaz (3.1) proveden. [

Vrchol v € V nazveme sudym (lichym) vrcholem, pokud jeho stupeii d(v) je sudé
(liché) ¢islo. Nésledujici ,,pozorovani* pro nas bude kli¢ové.

Lemma 3.2. V kazdém konecném rovinném grafu G je pocet jeho lichych vrcholi sudy.

Dikaz. Ozna¢me V, (V;) mnozinu vSech sudych (lichych) vrcholt grafu G. Potom
V =V, UV,. Vztah (3.1) pak mtZeme psat v ekvivalentnim tvaru

> dw) =2[H|- ) d(v).

veEV] veV;

Protoze Y d(v) je sudé ¢islo, musi byt také > d(v) sudé ¢islo. Protoze vSak pro
vEVs veEV]
v € V; je d(v) liché ¢islo, musi nutné byt pocet prvki mnoziny V; ¢&islo sudé. O

4. Spernerovo lemma?)

Uvazujme trojtihelnik s vrcholy Vi, Vs a V3, ktery je triangulaci 7 rozdélen na konecny
pocet mensich trojihelnikt se spoleénymi stranami a vrcholy. VSechny vrcholy jsou
,obarveny*“ tfemi riiznymi barvami, které o¢islujeme ¢isly 1, 2 a 3. Cislovani neni zcela
libovolné, musi splnovat nasledujici predpoklady:

2) Emanuel Sperner (1905-1980), némecky matematik, podal dikaz uvedeného lemmatu
v roce 1928 ve véku 23 let.
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(i) vrchol V; ma barvu i (i = 1,2, 3);
(ii) vrcholy mensich trojihelniki, které lezi na strané V1 Vo (Vo Vs, V3V ) trojuhelnika
V1 V2V, jsou obarveny pouze barvami 1 a 2 (2 a 3, 1 a 3);
(iii) vrcholy mens$ich trojahelnikt lezici uvnitf trojuhelniku ViV2Vs jsou obarveny
libovolné (viz obr. 4).

V] 2 1 V2
Obr. 4. Triangulace.

Lemma 4.1 (Spernerovo lemma v dimenzi 2). KaZdd triangulace T spliujici vyjse
uvedené piedpoklady obsahuje lichy pocet malych trojihelndki (tj. alespori jeden),
jejichZ kazdy vrchol je obarven jinou barvou.

Dikaz. Dané triangulaci 7 pfifadime ,,dudlni rovinny graf G, jehoz vrcholy splyvaji
V1 V2 Vs. Vrcholy grafu G jsou spojeny hranou pouze v pripadé, kdy tato hrana protina
stranu malého trojuhelnika, jejiz vrcholy jsou obarveny barvami 1 a 2 (viz obr. 5).
Stupné jednotlivych vrcholi grafu G jsou nésledujici: stupen 0 maji vrcholy, které lezi

vy
Vv

My

malého trojuhelnika, jehoZ vrcholy jsou obarveny pouze barvami 1 a 2. Vrchol grafu G
lezici vné trojuhelnika V1 Vo V3 mé lichy (tj. nenulovy) stupeii, nebot podél strany V1 Vs
je pocet tisecek s koncovymi body obarvenymi riznymi barvami 1 a 2 roven lichému
¢islu. Proto pocet hran grafu G protinajicich stranu V;Vs je lichy, zatimco strany
V2Vs a V3V neprotind zadna hrana grafu G. Shrneme-li tyto tvahy, pak liché vrcholy
grafu G jsou tvoreny jednak bodem lezicim vné trojuhelnika V;)V5Vs, jednak potom
lemmatu 3.2 je pocet téchto lichych vrcholt sudé ¢islo, které musi byt rtizné od nuly.
Proto pocet malych trojuhelnikt, jejichz kazdy vrchol je obarven jinou barvou, je liché
¢islo (viz obr. 5). O
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Obr. 5. Duélni graf.

Poznamka 4.1. Tvrzeni Spernerova lemmatu je moZné zobecnit ze dvou dimenzi do
libovolného kone¢ného poc¢tu dimenzi N > 2. Misto trojuhelnika V1V V3 uvazujeme
(N + 1)-stén V1Vs... Vny1, ktery ,triangulaci® rozdélime na mensi (N + 1)-stény,
jejichz vrcholy jsou obarveny N + 1 barvami: 1,2,..., N + 1. Ctenaf jisté sam najde
analogii pfedpokladd obarveni vrcholt tak, aby vznikly dualni graf G mél podobné
vlastnosti jako v piipadé N = 2.

5. Dikaz Véty 1.1

Dikaz provedeme pro pfipad dimenze 2 a pro specidlni mnozinu Ky, kterd je rovno-
strannym trojihelnikem s vrcholy v bodech e; = (1,0,0), e = (0,1,0) a e3 = (0,0, 1).
Jak vyplyva z odst. 2, bude tim tvrzeni Brouwerovy véty dokézano pro libovolnou
mnozinu K.

Necht fs: Ks — K je spojité zobrazeni. Diikaz existence pevného bodu zobrazeni f
provedeme sporem. Predpokladejme tedy, Ze fs neméa pevny bod v K, tj. pro vSechna
w € Ks plati w # fo(w).

Necht 7 je libovolna triangulace trojthelnika ICs a §(7) je délka nejdelsi ze stran
malych trojihelnikii pfindlezejicich triangulaci 7. Uvazujme nyni nekoneénou po-
sloupnost triangulaci 77, 73, ... trojuhelnika Ky, pro kterou plati §(7x) — 0 (k — o0).
Ctenaf si miize snadno takovou posloupnost triangulaci explicitné zkonstruovat. Pro
kazdy vrchol v = (v1,v2,v3) triangulace 7y, k = 1,2, ..., definujeme obarveni barvami
1, 2 a 3 tak, ze mu pfifadime barvu A(v), kde

Av) :==minf{i € {1,2,3}: fo(v); < v;}.

Jingmi slovy, A(v) je nejmensi index i takovy, Ze i-t4 soufadnice bodu fs(v) — v je
Zaporna.
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Potom pro kazdy vrchol v je ¢islo A\(v) korektné definované. Skutecéné, kazdy bod

w € K, lezi v roviné o rovnici x1 + x2 + 3 = 1, a tedy 23: w; = 1. Kdyz fs(v) # v, jak
i=1

plyne z naseho predpokladu, musi byt vzdy alespoii jedna ze soufadnic bodu fq(v) — v

zapornd (a alesponl jedna kladna).

Daéle ukazeme, ze toto obarveni spliuje pfedpoklady Spernerova lemmatu. Kazdy
vrchol g; trojuhelnika g je obarven barvou 4, nebot jedind soufadnice bodu fs(e;) — e;,
kterd muze byt zadpornd, je pravé souradnice i-td. Pokud vrchol v lezi na strané IC,
protilehlé k e;, plati v; = 0, tj. i-t4 komponenta bodu fs(v) — v nemtze byt zaporna.
Takovy vrchol tedy nemiize byt obarven barvou 1.

Z Lemmatu 4.1 nyni plyne, Zze v kazdé triangulaci 7 existuje alespon jeden troj-
thelnik vF1vF2vF3 takovy, ze A(vF?) =14, i = 1,2,3. Pfestoze posloupnost vrcholi
{vk1}2° | sama konvergovat nemusi, z kompaktnosti Ks3) plyne, Ze existuje jeji
podposloupnost a bod w € K, takovy, Ze tato podposloupnost konverguje k bodu w.
Abychom nekomplikovali znaceni, budeme tuto podposloupnost znacit opét {vkvl}z’;l.
Protoze vzdalenosti v¥:2 od v¥! a vk:3 od v¥! jsou nanejvyse rovny §(7;) a §(7x) — 0
(k — o0), konverguji také posloupnosti {v*2}2° =~ a {v¥3}2° | k témuz bodu w.

Teprve nyni vstoupi do hry spojitost zobrazeni fs a ke sporu dojdeme tak, ze
provéfime, jaké jsou soufadnice bodu fs(w). Podle definice obarveni je prvni sou-
fadnice bodu f,(v¥'1) mensi nez prvni soutadnice bodu v*! pro viechna k = 1,2, ...
Ze spojitosti fs pak plyne, Ze prvni soufadnice bodu fs(w) musi byt mensi nebo rovnd
prvni soufadnici bodu w. Totéz pak plati pro druhou i tfeti souradnici. Odtud plyne,
Ze z4dn4 ze soufadnic bodu fs(w) — w neni kladné, coz (jak jiz bylo ukédzano) odporuje
predpokladu fs(w) # w.

Poznamka 5.1. Ve svétle poznamky 4.1 mizeme dtkaz provést také v libovolné koneéné
dimenzi N > 2. Takovy dikaz je technicky naro¢néjsi a méné nazorny, jeho princip
viak je stejny. Ctenaf, ktery se o danou problematiku zajima, jisté bude schopen
vSechny kroky dtikazu pro libovolnou koneénou dimenzi provést samostatné.

Podékovani. Autor ¢lanku je podporovan vyzkumnym zamérem ¢. MSM 4977751301.
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3) K, je uzaviena a omezena mnozina v kone¢né dimenzi, a tedy mnozina kompaktni.
Z kazdé nekonecné posloupnosti lezici v takové kompaktni mnoziné lze vybrat konvergentni
podposloupnost.
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