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Buquoyova tloha

Viadimir Sima a Jiri Podolsky, Praha

1. Nékolik tivodnich poznamek a faktt z historie

Pfedmétem tohoto ¢lanku je jednoduché fyzikalni uloha [1-3] se zajimavou historii
a historickymi souvislostmi. Nas hlubsi zajem o tento problém vyvolali zvidavi stu-
denti, ktefi se nechtéli v daném pripadé spokojit pouze s formulaci pohybové rovnice
a s nalezenim jejiho analytického FeSeni jen za vhodné zvolenych podminek.

Budeme se zde zabyvat analyzou a feSenim jedné tlohy z mechaniky, ktera patti
do dynamiky soustav s proménnou hmotnosti. K takovym soustavam lze napiiklad
pocitat:

e kropici viiz, jehoz hmotnost se postupné zmensuje o hmotnost vykropené vody,

e raketu, jejiz hmotnost ubyva tim, Ze z ni velkou rychlosti tryskaji plynné zplodiny
hoteni paliva,

e letadlo svrhavajici naklad bomb,

e pohyb komety s iibytkem jeji hmotnosti,

e balén vytahujici na zemi slozené lano, které se s balénem dava do pohybu,

e plovouci kru, jejiz hmotnost se méni v diisledku namrzani nebo téni,

e kapku vody padajici ve vzduchu nasyceném vodni parou,

e Tetéz nebo lano, jehoz cast lezi shrnuta na stole a zbyvajici ¢ast klouze z okraje
stolu na podlahu.

Patil sem i tzv. cambridgeské tlohy o pohybu tézkého fetézu (lana), které byly
studovany cambridgeskymi matematiky jiz pfed rokem 1850 a kromé vyznamného
matematika Arthura Cayleye (1821-1895) se jimi zabyvali P. G. Tait a W. L. Steele [4].

V ucebnicich fyziky je zakladni pohybovéa rovnice téchto systému vétsinou spojovana
se jmény Tulio Levi-Civita (1873-1941), ktery ji odvodil v roce 1930 [5], resp. Ivan
Vsevolodovi¢ Mescerskij (1859-1935), ktery ji publikoval jiz v roce 1897 [6].

Je ale pozoruhodné, Ze stejna rovnice byla jiz dlouho predtim otisténa ve dvou
kniznich publikacich [7] a [8], vydangych v Lipsku 1812 a 1814. V prvni knize je
rovnice aplikovana na pohyb hmotného bodu, ve druhé je zobecnéna na pripad
soustavy hmotnych bodt a mé v soucasné terminologii lagrangeovsky tvar, resp.
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je ve tvaru d’Alembertova principu virtual-
ni prace. Prestoze tyto knihy byly tehdy
recenzovany ve tfech némeckych kniznich
prehledech a autor svoje vysledky prezen-
toval v roce 1815 dokonce na zasedani
Pafizské akademie véd (Institut National
des Sciences et des Arts, Premiére Classe)
pred francouzskymi Spickami tehdejsi védy
(mj. Laplacem, Ampérem, Poissonem, Cau-
chym, Fourierem a dal§imi), upadl tento
nesporny vyznamny prinos védé na dlouhou
dobu v zapomnéni. . .

Tento pocin a konkrétni tloha, kterou
se zde budeme zabyvat, jsou spojeny se
jménem JIRIHO FRANTISKA AUGUSTA BU-
QUOYE (1781-1851), slechtice, matematika
a vynalezce, vzdaleného potomka velitele
cisafskych vojsk v bélohorské bitvé Karla
Bonaventury Buquoye, kterému za proka-
zané sluzby v porazce ceského stavovského
povstani cisaf Ferdinand II. Habsbursky
v roce 1620 daroval panstvi Nové Hrady,
Rozmberk, Lib&jovice a tvrze Zumberk

a Cuknstejn.

J. F. A. Buquoy studoval matematiku, ptirodni védy, filozofii a ekonomii ve Vidni
a v Praze. Svoje znalosti uplatiioval pfi spravé rodového majetku — myj. sestrojil
v roce 1810 parni stroj, ktery se snazil uplatnit v praxi, zaslouzil se o rozvoj novo-
hradskych sklaren, kde zavedl unikatni a dnes jiz zapomenutou technologii vyroby
¢erného neprtihledného skla — hyalitu (1817), v roce 1838 zalozil pfirodni rezervaci
Zofinsky prales ... PiestoZe i vzdélanim byl vlastné badatel-amatér, okruh jeho
tvarcich a publikacnich aktivit byl mimoféddné Siroky, zahrnoval i prace a Gvahy
na témata z filozofie, prava, politiky a umeéni. Pfehled vice nez 150 Buquoyovych
publikaci, jeho Zivotopis a podrobné hodnoceni vyznamu jeho dila lze nalézt napf. ve
sborniku [1].

Podle [1] byl J. F. A. Buquoy prvni, kdo sestavoval a fesil tlohy na pohyb soustav
s proménnou hmotnosti. Prvni takovou tlohu uvadi na str. 34 knihy [8] z roku 1814.
Jeji zadani je velmi jednoduché:

Na vodorovné podloZce lezi smotané dokonale ohebné vlakno. Urcete jeho pohyb,
pusobi-li na jeho konec svisle vzhuru konstantni sila.

Pri feSeni této Buquoyovy tlohy predpokladame:
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e vldkno je jednorozmérné s konstantni linearni hustotou 7 (neprotazitelné),

e poloha jeho konce nad vodorovnou podlozkou je charakterizovana soutadnici x > 0
(viz obr. 1),

e dokonale ohebné vldkno se pii pohybu vzhiiru (proti tthovému zrychleni homogen-
niho gravitaéniho pole) bez t¥eni odmotéva v pocatku osy x,

e pii pohybu dolt v poc¢atku osy x vlakno ,mizi“ — ¢ast, kterd dopadne na podlozku,
se nepohybuje.

>0

x=0

Obr. 1. Schematicky obrazek vertikalné se pohybujiciho vldkna.

Analyzou tohoto problému chceme predev§$im poukézat na nékteré prekvapivé vlast-
nosti jeho feseni, které ma navic velmi jednoduchou fyzikalni podstatu a muze byt
proto uzitecné predevsim z pedagogického hlediska. Poznamenejme pouze, ze ptivodni
feSeni, navrzené autorem ulohy v [8], nebylo spravné. Spravné fesSeni specidlniho
pifipadu této tlohy je uvedeno v [9].

2. Fyzikalni podstata problému, pohybova rovnice

Vyjdeme z Newtonova zakona sily, podle kterého je casova zména hybnosti p pohybu-
jici se ¢asti vldkna déana vyslednici ptisobicich sil

kde F' > 0 je svisle vzhiru ptisobici konstantni sila, zatimco mg je opac¢né ptlisobici
titha odvinutého vldkna. Je-li vyska konce vldkna nad podlozkou z, pak plati p = maz,
pficemz hmotnost se méni podle vztahu m = nz, kde 1 je konstantni linedrni hustota.
Zduraznéme, ze fyzikalni smysl méa pouze z > 0. Pohybova rovnice mé tedy tvar

n(zi) = F —nag, (2)
tedy
. F i
F=——g——. (3)
nT z
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Stacionarni feSeni x = konst., tedy © = & = 0, odpovida situaci, kdy se konec vldkna
nachdzi v konstantni vysce (stav, kdy se vldkno nepohybuje a ptsobi na né nulovi
vyslednd sila)

ZTe = £ . (4)

ng

Az potud se problém zda byt redukovan na otdzku feSeni rovnice (2). Ve skutecnosti
rovnice (2) popisuje pouze pohyb vldkna vzhiru. Divod je v tom, Ze pouze pfi pohybu
vzhiiru je vysledna sila F' — mg odpovédna za celkovou ¢asovou zménu hybnosti vlakna

p = mi + mi. (5)

P1i pohybu vldkna smérem dolt tomu tak ovsem neni. Prislusna ¢asova zména hybnosti
spojena s F' — mg je potom pouze mi, coz odpovida zméné rychlosti jiz odmotaného
konce. Pro ¢ast vlakna, ktera dopadne na podlozku, nastane skokova zména rychlosti
na nulu (nepruzny raz). Za tuto zménu neodpovida vyslednice uvazovanych sil, ale in-
terakce vldkna s podlozkou (dokonale nepruzny dopad vlédkna, kdy pfislusnou hybnost
prebird nekoneéné hmotna podlozka). Pfi pohybu smérem dold, tedy pro & < 0, ma
proto pohybovéa rovnice tvar

LB 6)

b= (
Pohyb dolt Ize interpretovat také jinym, nasledujicim zptisobem. PopiSeme-li interakci
mezi vlaknem a podlozkou zavedenim reakéni sily ve tvaru F, = ni?, pak je to tfeti
sila, kterad ptisobi na vladkno pfi jeho pohybu dolt. Tato sila je orientovana vzhiru,
proti pohybu vldkna. Nahradime-li F' v rovnici (3) silou F + F,., ziskdme pohybovou
rovnici (6). Prace vykonand reakéni silou je pak zodpovédna za disipaci celkové energie
vlakna.

Vsimnéme si, Ze rovnice (6) na rozdil od rovnice (3) spravné popisuje volny pad
konce vldkna, kdyZ vypneme puisobeni sily F, tj. kdyZ F = 0. ReSeni obou rovnic na
sebe ziejmé navazuji v bodech, kde & = 0, tj. v okamziku, kdy se pohyb vladkna zastavi
— dochézi tak k ,pfepinadni“ mezi pohybovymi rovnicemi v diisledku zmény znaménka
rychlosti. P¥irozené obé rovnice maji stejné staciondrni feSeni x., uréené rovnici (4).
Rovnice (3) a (6) lze také napsat v jednotném tvaru, napi.

.. Te 1 N
x—g<;fl)f§(1+sgnx);, (7)

ze kterého vyplyvéa, ze Buquoytv problém je popsan pohybovou rovnici, ktera special-
nim zptsobem zavisi na rychlosti.

3. Pohyb vzhiru

Zabyvejme se nejprve feSenim rovnice (2). Pro netrividlni situaci je sou¢in x4 nenulovy,
mizeme jim tedy obé strany rovnice vynasobit a nasledné zintegrovat. Dostaneme
1 F o 9

5(.’175(})2:%5(} —§x3+C, (8)
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kde C je integrac¢ni konstanta. Jeji hodnota je urena poc¢ateénimi podminkami xg, Zo,
tj.
1 F g
C = —(wot9)? — — 2+ Z 2. 9
2( odo) 2 70 T 3% (9)
Rovnici (8) mizeme upravit na tvar

1
5@+ V() =

ktery lze formalné interpretovat jako zachovani celkové mechanické energie (velikosti
F/2n) pro pohyb fiktivniho hmotného bodu jednotkové hmotnosti v silovém poli
s efektivnim potencidlem VeTf(x) Dosadime-li za silu F' ze vztahu (10) do rovnice (3),

S , (10)

g C
Vig)=2 - =
,,77 ef(x) 3.’1) 72

dostaneme o0
. g _
I:*E*F :Fef(LE) (11)

Mozné tvary potencialu VeTf(x) zavisi na hodnoté konstanty C, jak je vidét z obr. 2.

v
Cl\<0
F
.2
C=0
T T v
C >/0

Obr. 2. TFi mozné tvary potencidlu VeTf(x) pro pohyb vzhiru.

Hodnota a znaménko konstanty C' jsou urceny pocatecnimi podminkami podle
rovnice (9). Pro C 2 0 z (11) plyne Fi¢ < 0, pro pohyb vzhiiru tedy nutné musi byt
splnéna pocatecni podminka g > 0. Pocatecni podminka 2y = 0 je mozné, pouze kdyz
Fet(mo) = 0, tj. je-li splnéno C' < —(g/6)z3 < 0. Pro libovolnou velikost sily F' pro po-
hyb vldkna vzhiru existuje mazimdini vijska x s, uréend podminkou VeTf(x M) = F/2n,
tedy Tesenim kubické rovnice

3 3 2 3

T = 5 T —;C’:O, (12)

plynouci z (10). Po dosaZeni bodu obratu s se vldkno nutné zacne pohybovat dolt.
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Pro C < 0 mé potencial tvar potencidlové jamy. Obecné tedy existuji dvé FeSeni
rovnice (12) — kromé maximélni vysky s také ,vychozi bod“ z,, (poc¢ateéni bod po-
hybu vzhiiru s nulovou pocétecni rychlosti). V tomto ptipadé lze maximalni vysku x s
explicitné vyjadfit pomoci hodnoty z;,. Vydélime-li kubicky trojélen v (12) rozdilem
T — Ty, ziskame kvadratickou rovnici pro x; > x. > T, kterd mé jediné fyzikalni
feSeni

1/3 1 /3
== = — Y 2 _ Qp2
TM =g <2 Te l‘m> + 2\/2(xc + x )2 — 422, . (13)

Poznamenejme, %e pro velké hodnoty z, tj. takové, Zze 3 > (3/g)|C|, je efektivni

potencial (10) mozno aproximovat pomoci VeTf(xM) ~ (g9/3)x, tedy nezdvisle na C
je maximalni vyska xp &~ 22, (viz obr. 2).

4. Pohyb dolu

Integraci pohybové rovnice (6) ziskdme efektivni potenciél pro pohyb dola

1 F
38 V@) = Vi), Vigle) = go = —lna,

znazornény na obr. 3. M4 tvar potencidlové jamy s minimem pro z., které odpovida
stacionarnimu feseni.

1
Ver

Obr. 3. Potencial V.t(z) pro pohyb doli.
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Jak plyne z obr. 3, pro kazdou hladinu potencialu vyssi nez V;lf(xc) existuji dva body
obratu, jejichz soufadnice 0 < x93 < x, < x1 splnuji podminku
T1
X1 — T2 :xcln—.
T2
Je vidét, ze plati 22 > 0, tedy horni konec vldkna nikdy nemize dopadnout na podlozku.
Nasleduje-li pohyb doltt po pohybu vzhiiru, je bod obratu z; totoZny s maximéalni
vyskou xps, zavedenou pro pohyb vzhiru. Podobné bod obratu x, se stava novou
minimélni vyskou z,, pro nasledujici pohyb vzhiru.

5. Vysledny pohyb

K popisu celkového pohybu vldkna musime ,napojit* popis pomoci rovnice (10),
platici pro & > 0, na popis, vyplyvajici z rovnice (14) pro & < 0. K napojeni dochézi
v bodech obratu & = 0, tj. v okamzicich, kdy funkce z(¢) dosahuje lokalniho maxima,
resp. minima. Na obr. 4 je tento postup explicitné znazornén (pro xzg > 0, &9 = 0, tj.
C <0 axg=axy,) vypoftem jednotlivych bodd obratu x1, x2, z3, ... pro jednotlivé
faze pohybu vlakna vzhiru a doli.

40 |- 4
Ver
20 - 1 1 1
| ' |
| ' |
[ Yoo 1
ﬁ [ 1 1
0 } Ly | W51T3 21
v g1 T4\T ! 1 |
V. Lo [ Te 1 1
ef T 1 |
[ [ 1 V¢
| 2ot iy R
' - [ Y
U v Y
\.?"
_40 -
\ \ \ \ \ \ \ \ \ \
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
-
Obr. 4. Potencidly V.}(z) a Vi(z). Rada @1, 2, %3, ... (viz text), znazornénd polohami verti-

kalnich sipek, konverguje ke stacionarni hodnoté z., vyznacené krouzkem na dné potencialové
jamy. Uréeno pro nasledujici hodnoty parametrtt tlohy: n=2-10"3kg-m~, F =0,1N,
g = 9,8m-s2, o =1m, 4o = 0.

Postupujeme tedy takto: z pocatecnich podminek uréime potencial VeTf(x) pomoci
(9) a (10). Prvni bod obratu z1 = za > xo je uréen podminkou V;Tf(scl) = F/2n nebo
vztahem (13) (pokud @¢ = 0). Z (14) pak urc¢ime V;lf (1) analezneme druhy bod obratu
pro pohyb dolt x5 < x1 z podminky Velf(xg) = Velf(xl), nebo pomoci rovnice (15).
Hodnota x5 mé vyznam nové pocatecni polohy z,, s nulovou rychlosti pro nasledny

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 51 (2006), ¢. 3 183



pohyb vzhiiru. Uréime proto novy potencidl V;Tf(a:) a z podminky V;Tf(l’g) = F/2n sou-
fadnici dalsiho horniho bodu obratu x3 = x;; > x5. Pak nalezneme Velf(xg) a uréime
nasledujici dolni bod obratu x4 < x3 z podminky V.k(z4) = Vik(z3) atd.

7 obr. 4 je vidét, ze fada bodt obratu osciluje kolem stacionarni polohy x., pficemz
amplituda téchto oscilaci klesd — pohyb vlakna tedy vykazuje tlumené kvaziperiodické
kmity.

Harmonicky charakter oscilaci kolem z. pro pfipad malych vychylek & =z — z,
|€] < x. = F/ng vyplyva z pohybovych rovnic (6) a (11). Zanedbame-li vyssi ¢leny,
pfejdou totiz obé rovnice na rovnici linedrniho harmonického oscilatoru

.. 2
g+%g:o. (16)

To znamena, %e malé oscilace konce vlakna kolem stacionarni polohy jsou blizké
harmonickym s periodou Ty = (2n/g)+/F/n. Lze ukazat, ze velikost ¢asového inter-
valu 7T mezi dvéma nésledujicimi priichody polohou = z. p¥i pohybu vzhiru klesd
s ¢asem, analogicky interval T pro pohyb doli s ¢asem naopak roste. Plati navic
lim 77 = lim 7' = T;.

t—o0 t—o0

Tab. 1. Casové okamziky ¢ a soufadnice polohy z fady bod obratu a priichod (asymptotic-
kou) rovnovaznou polohou z. = 5.102 a piisludné vychylky & = z — z.. T, resp. T oznacuje
velikost Casového intervalu mezi naslednymi prichody polohou z = z. pfi néaslednych pohy-
bech vldkna vzhiiru, resp. doltt (napi. T = 4.573 je urcen rozdilem t = 5.514 a t = 0.941).
Periody T klesaji a T" rostou ke spoleéné limitni hodnoté T = 4.534.

£ « [m] ¢ [m] T 3 T |3
0.000 1.000 —4.102 — -
0.941 Te 0 — -
2.186 7.536 2.434 — —
3.528 Te 0 4.573 —
4.470 3.259 —1.843 — -
5.514 Te 0 — 4.451
6.710 6.573 1.471 - -
7.979 Te 0 4.549 -
8.994 3.869 —1.233 — —
10.063 Te 0 — 4.496
11.245 6.161 1.059 — -
12.475 Te 0 4.543 —
13.518 4.172 —0.930 — —
14.606 Te 0 — 4.511
15.780 5.930 0.828 — —
16.986 Te 0 - -
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Graf na obr. 5, zndzoriujici vyslednou ¢asovou zavislost polohy konce vldkna xz(t),
byl ziskdn numerickym feSenim rovnice (7) pomoci Rungeovy-Kuttovy metody (pfi-
slusné feseni pohybu vzhiru a doli byla ,pfepinana® v bodech, kde rychlost méni
znaménko). Volba pfislusnych parametri je stejnd jako na obr. 4. V tab. 1 jsou
uvedeny ¢iselné hodnoty casovych okamziktl ¢, ve kterych konec vlakna prosel body
obratu x;, 1 =0,1,2,..., stacionarni polohou z. a jsou zde téz pfislusné hodnoty
vichylek ¢ = & — z... Tlumeni je ziejmé z klesajici amplitudy. Casovy interval T pro
pohyb vzhiiru s ¢asem pomalu klesa, zatimco ,periody“ T pro pohyb doltl nartistaji.

0+

T T T I N N A O B
0 5 10 15 20 25 30

—t —

Obr. 5. Vysledny pohyb Buquoyova vldkna jasné vykazuje tlumené oscilace kolem stacionarni
polohy z..

S vyjimkou specidlnich pfipadt pocatecnich podminek je obtizné nalézt analytické
feSeni pohybové rovnice (7). Zajimavy je zvlastni pfipad pohybu vzhiru, explicitné
Fesitelny v pfipadé, kdyz C' = 0. V tomto pfipadé ma rovnice (11) FeSeni ve tvaru

x%(%iﬁ)Jriot%tZ, (17)
s po¢ateénimi podminkami x¢ = (3/2¢)(F/n—43) a 0 < 49 < y/F/n. Vladkno se po-
hybuje vzhiru s konstantnim zpomalenim —g/3. Pro ,limitni“ pocéte¢ni podminky
20 =0 a &g = y/F/n nastdvd mimofadna situace — pusobeni kone¢né sily F' na
yhulovou“ hmotnost vlakna pro z = 0 s nenulovou rychlosti vede v homogennim gravi-
tafnim poli g k ,vrhu vzhiru“ se zpomalenim —g/3. Konec vladkna dosdhne maximalni
vysky xy = Sz v Gasovém okamziku ¢ty = (3/g)+/F/n. Spocitame-li délku ¢asového

2
intervalu mezi t); a okamzikem prichodu polohou z = z., ziskdme pravé ¢tvrtinu

hypotetickych ,parabolickych“ kmiti TpT = (4v3/9)\/F/n, tato veli¢ina je ve shodé
s tim, co jiz bylo Tfeceno, vétsi nez perioda harmonickych oscilaci Ts.

6. Diskuse

Fyzikalni interpretace feseni Buquoyovy tlohy je zfejma. Tlumeny pohyb vldkna je
disledkem disipace hybnosti a energie pii dopadu ¢asti vlakna na podlozku. Tyto
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procesy maji jednosmérny charakter, protoze se pii nich mechanickd energie pohybu
vlakna méni na dale nevyuzitelnou vnitini energii vlakna a podlozky.

7 hlediska efektivnich potenciali, popisujicich pohyb fiktivni ¢astice jednotkové
hmotnosti v silovém poli, je disipace energie spojena se zménami potencidlu pro pohyb
vzhiiru ve spodnich bodech obratu. Z hlediska reakéni sily jde o praci vykonanou touto
silou pfi pohybu vldkna dolt.

Ulohu by bylo moZno zobeciiovat redukovanim vychozich pfedpokladii, pfipadné
nahrazenim spojitého vldkna soustavou diskrétnich ¢lankt (kordlky, ¢lanky Fetézu,
nastupovani a vystupovéani z paternosteru, ...). Ve vSech takovych pfipadech by to
vSak znamenalo specifikaci dalsich predpokladu a popis systému by uz véts§inou nemohl
byt redukovan na popis jednorozmérného pohybu hmotného bodu.

Trividlni neni ani pfipad, kdy sila F' nemd smér kolmy k vodorovné podloZce (napf.
pohyb raketové stiely, tdhnouci za sebou opticky kabel). V tomto pfipadé nutné
dochézi k provéseni vlakna a vleceni jeho ¢asti po podloZce, pficemz horizontalni slozka
rychlosti sice s casem bude klesat, nemize vSak zménit znaménko. U vysky tazeného
konce vldkna nad vodorovnou podlozkou lze vSak v dusledku disipace svislé slozky
hybnosti pfi poklesu vysky ocekavat podobné tlumené oscilace jako u prezentovaného
feSeni Buquoyovy tulohy.

7. Shrnuti a zaveér

V ¢lanku jsme prezentovali feseni jednoduchého a pritom zajimavého problému jed-
norozmérného oscilaéniho pohybu otevieného systému s proménnou hmotnosti v poli
konstantni a tihové sily. Tuto dlohu jiz pfed dvéma staletimi navrhl a fesil hrabé Jifi
Buquoy. Ukéazali jsme, ze disipace energie systému, ktera zpusobuje tlumeni oscilaci,
je dutsledkem specidlni zavislosti ptisobici sily na rychlosti.
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