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Navierovy-Stokesovy rovnice: regularita
nebo ,,blow-up“?

Jiri Neustupa, Praha

Na internetové strance www.claymath.org/millenium/ (Clayiv matematicky tstav)
mizete nalézt soupis vybranych nefesenych matematickych problémi, s nimiz si jiz
dlouho lame hlavu mnoho badatelt a jejichZz vyfeSeni je povazovano za velkou vyzvu
pro nové tisicileti. Jednim z téchto problému je otazka regularity feseni Navierovych-
-Stokesovych rovnic. Za vyfeSeni je nabizena odména jednoho milionu dolart. Autor
vS8ak zna fadu lidi, ktefi jsou samotnou tlohou tak fascinovani, Ze nabizenou ¢astku
povazuji za podruznou. Navierovy-Stokesovy rovnice jsou souc¢asti mnoha popularnich
a v aplikacich ¢asto uzivanych matematickych modeli v mechanice tekutin. V tomto
¢lanku se pokusime ¢tendftim piiblizit, o co ve zminéné uloze jde.

1. Od antiky do 18. stoleti

Historie matematického modelovani stavii i pohybt tekutin za¢ina ve starovéku. V pra-
cich Aristotela (384-322 pf.n.1.) lze nalézt ivahy o roli vétru, vesel a odporu vody pii
plavbach lodi na mofi. Znamou piihodou se proslavil Archimedes (287-212 pf.n.1.),
kdyz jej v Syrakusach pozadal kral Hieron o pfezkoumani toho, zda nové zhotovena
kralovska koruna je skuteéné z ryziho zlata nebo zda jej zlatnik podvedl a pfimichal
do ni jiny kov. Bylo znamo, Ze télesa maji jinou vahu, jsou-li ponofena do vody, nez na
vzduchu. Archimedes pfiSel na to, Ze rozdil vah je roven vaze vody, kterou téleso pri
ponofeni vytla¢i. Udajné jej to napadlo pii koupani ve vané a své nadseni dal najevo
zvolanim ,Heurekal“ Vyftesit tkol zadany Hieronem pak bylo snadné: Archimedes
zvézil korunu na vzduchu i ve vodé, zjistil kolik vody koruna vytésnila a toto mnozstvi
vody také zvazil. Porovnanim namérenych hodnot s testovacim vzorkem z ryziho zlata
poznal, Ze koruna byla ve vodé nadleh¢ovana vice, nez bylo ,,vhodné“, a z ¢istého zlata
tudiz vyrobena nebyla. Ackoliv se Archimedovy ndpady staly zakladem pro sestrojeni
nékterych pozoruhodnych hydraulickych pristroji jesté v obdobi antiky, v prvnim
tisicileti po Kristu v evropském civiliza¢nim prostoru rozvijeny nebyly.

VzkiiSeni Aristotelovych a Archimedovych idei souvisi se smérem mysleni, ktery se
postupné v Evropé zacal sitit v 15.-16. stoleti a podle néhoz se procesy v pfirodé fidi
zakony, jez jsou lidskym rozumem poznatelné a ptirodni déje jsou tudiz do jisté miry
i pfedvidatelné. K porozuméni podstaty odporu tekutiny viici pohybujicimu se télesu
i dfivodd, pro¢ napiiklad ptaci mohou létat, ptispél L. da Vinci (1452-1519). G. Galilei
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(1564-1642) a B. Pascal (1623-1662) s uspéchem Fesili nékteré problémy hydrostatiky.
Rozvoj matematiky v 17. a 18. stoleti, zejména objev diferencidlniho a integralniho
poctu, poskytl jazyk, kterym bylo mozné nové fyzikalni objevy formulovat, a téz
aparat pro naslednou analyzu novych poznatkt. Tento trend se nezastavil ani pfed
mechanikou tekutin. C. Huyghens (1629-1695) formuloval zdkon o zavislosti odporu
télesa na rychlosti proudu. I. Newton (1642-1727) polozil zaklady uziti diferencidlniho
a integralniho poctu v mechanice tekutin. Mezi vyznamné badatele 18. stoleti se fadi
D. Bernoulli (1700-1782), ktery ptispél k matematické teorii proudéni idedlni tekutiny
a k poznani souvislosti tlaku a rychlosti (viz znamé Bernoulliho rovnice). J. d’Alem-
bert (1717-1783) vyslovil nézor, podle néhoz idedlni (= nevazka) tekutina neklade
pohybujicimu se télesu odpor. Matematické zdiivodnéni platnosti tohoto paradoxu pii
nevifivém obtékani télesa idealni tekutinou poskytl v r. 1745 L. Euler (1707-1783).
Byl mj. i timto problémem motivovan pfi odvozeni rovnic proudéni idealni tekutiny.

2. Puvod Navierovych-Stokesovych rovnic v 19. stoleti

Kdybychom v historickém vyctu objevi, teorii, rovnic a novych postupt stejnym
zpltsobem pokracovali dale, tak bychom na 19. stoleti potiebovali pfinejmensim celé
¢islo tohoto ¢asopisu. K popisu toho, k ¢emu v mechanice tekutin doslo ve 20. stoleti,
by nam nestacila ani objemné knihovna. V tomto ¢lanku se proto dotkneme jen
malého tiseku velkého pribéhu o matematickém modelovani v mechanice tekutin. Na
zacatku se sezndmime s nékterymi ivahami z prvni poloviny 19. stoleti. Omezime se
na zkouméni pohybu nestlacitelné tekutiny s konstantni hustotou p. Oznacéme v(x,t)
rychlost proudici tekutiny a p(x,t) tlak v bodé x = [z1, 22, 23] v Case t. Rychlost je
vektor, ktery m4 tii slozky: v = (v, vs, v3). Pfedpokladejme, Ze funkce v, p (a rovnéz
dalsi funkce, které teprve uvedeme) jsou ,hladké“. To znamen4, Ze jsou spojité a maji
spojitych tolik derivaci, kolik pot¥ebujeme. (Pfijméme tento pfedpoklad s pochopenim,
nebot zatim nejsme ve 21., ale pouze v 19. stoleti.)

Podminka, ze jakakoliv ¢ast tekutiny pfi pohybu zachovava svilj objem, vede
k tzv. rovnici kontinuity

81}1 8’02 81}3 ) (1>

divv=20 (ekvivalentni zapis: e + 9 + 023 =0

Diky predpokladu o konstantni hustoté je podminka ,zachovani objemu“ totozna
s podminkou ,zachovani hmotnosti“. Rovnici (1) je proto vyjadfen i zdkon zachovani
hmoty: v Zadné casti tekutiny pri pohybu hmota nevznikd, ani se neztrdct.

Dalsi rovnici obdrzime aplikaci zakona zachovani hybnosti: zména hybnosti tekutiny
v jakékoliv vybrané kontrolni oblasti V' v libovolném casovém intervalu (t1,t2) je
rovna souctu 1) impulsu sil, které na tekutinu v oblasti V' v intervalu {t1,t2) pisobr,
a 2) piitoku hybnosti do V' v intervalu {t1,t2). Hybnost tekutiny v nekoneéné malé
Casti dx oblasti V' v Case ¢ je rovna ov(x,t)dx. Hybnost tekutiny v celé oblasti V'
v Case t lze proto vyjadfit integralem pies V: h(V,t) = [, ov(x,t) dx. Rozdil hybnosti
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v Casech t; a ty je tudiz

h(V,t3) — h(V,t1) = /V[,Qv(x,tg) — ,Qv(x,tl)] dx = /t : /V 0 %(x,t) dx dt. (2)

Sila ptsobici na tekutinu v oblasti V' je sou¢tem dvou slozek Fo(V,t) a Fp(V,t)
odlisné povahy: Fo(V,t) je sila, kterd na tekutinu ve V' pisobi prostfednictvim celého
objemu V', proto se ji fiké ,,objemova sila“. Také se pouziva nazev ,,vnéjsi sila“, protoze
je zptsobena vnéj$imi vlivy. Piikladem takové sily je gravitace. Oznacime-li f(x,t)
tzv. ,specifickou silu“ v bodé x a v Case t, neboli vnéjsi silu vztazenou k jednotce
hmoty, mizeme impuls sily Fo v ¢asovém intervalu (t1,t2) vyjad¥it:

/tt Fo(V, 1) dt /tt /V of (x, 1) dx dt. (3)

Druh4 slozka Fp(V,t) je takzvana ,plosna sila“. Ta pisobi na tekutinu uvnit¥ V' pouze
prostiednictvim povrchu S oblasti V' a je zptsobena tlakem a smykovymi napétimi
v tekutingé. A. Cauchy (1789-1857) ukézal, Ze ploSna sila pusobici na ,nekonecné
malou®“ ¢ast dS plochy S, vztazena k jednotce obsahu plochy, zavisi linedrné na
vnéj$im normalovém vektoru n = (nq,ng, n2) k plose S v misté dS. Lze ji tudiz zapsat
jako soucin T - n, kde T je tenzor druhého fadu. Tento tenzor se nazyva ,tenzor
napéti“. (Pojem ,tenzoru“ ve skutecnosti vdééi za sviij ndzev pravé tenzoru napéti,
protoze anglicky se napéti mimo jiné fekne ,tension“.) Tenzor napéti lze vyjadfit
pomoci tlaku a prostorovych derivaci rychlosti, pfijmeme-li dalsi predpoklady, a to, ze
tekutina je izotropni a newtonovska. Slovo ,izotropni“ znamena, ze reakce tekutiny na
ptisobici sily je ve vSech smérech stejna. Terminem ,,newtonovska“ se oznacuji tekutiny,
v nichZ tenzor napéti zavisi linedrné na tenzoru rychlosti deformace D, pro jehoz
slozky plati d;; = %((%Z- /0x; 4+ 0vj/0x;). To priblizné fefeno znamend, ze smykova
napéti jsou imérna rychlostnimu spadu. Tento postulat formuloval ve zjednodusené
podobé I. Newton. Z obou pfedpokladt lze (nikoliv zcela jednoduse) odvodit, Ze
T=—pl+2uD, kde I je jednotkovy tenzor a u je tzv. ,dynamicky koeficient vaz-
kosti“. UZitim rovnice (1) a Gaussovy-Ostrogradského formule pro pfevod povrchového
integralu na objemovy integral lze pak obdrzet nésledujici vyjadieni impulsu plosné
sily Fp(V,t):

to to to
/ Fp(v,t)dt:/ /T-ndet:/ /(—VpﬂLAv) dx dt. (4)
t1 t1 S t1 |4

Symbolem Vp oznacujeme gradient p (vektor, jehoz slozky jsou derivace p podle
proménnych x1, x2, x3) a A je Laplacetv operétor (soucet druhych parcidlnich derivaci
podle x1, 23 a x3). Pfitok hybnosti do V' za ¢asovy tsek (t1,t2) je roven

t t 3
2 2 av
- ov v~ndet:7/ / E ov; — dxdt. 5
/tl /S( ) t IV i ! O 5)
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(Pfed integraly je znaménko ,—*, protoZze vyjadfujeme piitok hybnosti dovniti V,
zatimco n je vnéjsi normdlovy vektor.) Pfi Gpravé integrdlu vlevo jsme opét pouzili
Gaussovu-Ostrogradského formuli a rovnici kontinuity (1). Porovname-li nyni pravou
stranu (2) se sou¢tem pravych stran (3), (4) a (5), obdrzime integralni rovnici

/tzf @Jri LN ddt/t2/(v+ f) dxdt (6)
o Jv ST ‘ ijaxj HEV) A= t, JV ety et
1 j=1 1

Tato rovnice ma platit pro kazdy Casovy interval (¢;,t2) a pro jakkoliv zvolenou
kontrolni oblast V' v pohybujici se tekutiné. Odtud a z predpokladu o dostatecné
hladkosti vSech uvazovanych funkci lze usoudit, Ze parcialni diferencialni rovnice

ov 3 ov
05+ o5 — —pAv=—Vp+of (7)
j=1 J

plati ve vSech bodech [x, t], takovych, ze x se v ¢ase ¢ nachazi v pohybujici se tekuting.
K rovnici (7) dospéli nezdvisle na sobé v roce 1822 H. Navier (1785-1836, vychazeje
z molekuldrniho modelu) a v roce 1845 G. G. Stokes (1819-1903, na zakladé konceptu
kontinua), proto je nazyvana Navierovou-Stokesovou rovnici. Je to vektorova rovnice.
Kdyz ji rozepiseme do slozek, obdrzime soustavu tii rovnic pro jednotlivé slozky.
Z tohoto duvodu se ¢asto pouziva plural a misto o jedné , Navierové-Stokesové rovnici®
se hovofi o tfech ,Navierovych-Stokesovych rovnicich“. Historie vzniku Navierovy-
-Stokesovy rovnice i jejich znovuobjeveni, s citacemi souvisejicich soudobych praci, je
podrobné popséna v ¢lanku O. Darrigola [1].

Rovnice (7) spolu s rovnici kontinuity (1) tvoi{ systém ¢&tyf skaldrnich rovnic pro
¢tyfi neznamé vy, va, vs, p. Na prvni pohled je tedy vSe v poradku. Trochu neptijemné
je, ze systém (1), (7) je nelinedrni a FeSeni nelze nijak snadno nalézt. Jesté v 19. stoleti
bylo vsak objeveno nékolik jednoduchych piiklad@ proudovych poli, v nichz nelinedrni
¢len v rovnici (7) je nulovy a FeSeni se daji explicitné vyjadfit. V riznych slozitéjsich
piipadech byly nékteré ¢leny v rovnicich (1), (7) na zékladé avah o jejich velikosti
zanedbany. Zjednodusené rovnice opét bylo mozné explicitné nebo priblizné fesit, nebo
se tyto rovnice staly zdkladem dalsich modela a teorii. (Zde mame na mysli napiiklad
priblizné feseni odpovidajici obtékani koule a nasledné odvozeni Stokesova vzorce pro
odpor koule nebo tfeba rovnice a teorii tzv. mezni vrstvy.) V podstaté se vSak dlouho
véfilo, ze i1 kdyZ je neumime nalézt, tak FeSeni systému (1), (7) v pifipadé takika
jakéhokoliv proudového pole existuji v libovolné dlouhém ¢asovém intervalu. Jako pre-
svéd¢ivy argument se uzivalo tvrzeni ,tekutina proudi, takze rovnice, které proudéni
popisuji, pfece museji mit feSeni“. (Ostatné autor tento argument slySel jesté na konci
20. stoleti.) Zastanci tohoto nézoru ponékud zapominali na to, Ze Navierovy-Stokesovy
rovnice jsou sice péknym matematickym modelem reality (konkrétné pohybu nestla-
Citelné vazké tekutiny), Ze je vSak s realitou nelze ztotoziiovat. Jingmi slovy: ne vse,
co ukazuje matematicky model, se musi odehravat v realité a naopak. Divody jsou
ziejmé: Navierovy-Stokesovy rovnice byly odvozeny sice korektné, ale za predpokladi,
které se s realitou mohou vice ¢i méné rozchazet. Pfipomenime uzité predpoklady:
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tekutina je spojité prostfedi s prostorové i casové konstantni hustotou, tekutina je
izotropni a newtonovska, rychlost, tlak i specificka objemova sila jsou hladké funkce.
Zejména posledni predpoklad lze jen stézi obhajovat: predvida se jim totiz budouci
hladkost Teseni jesté drive, nez mame jak rovnice, tak jejich feSeni.

3. Maji Navierovy-Stokesovy rovnice regularni feseni?

Pokracujici rozvoj matematické analyzy (Lebesguetv integral, teorie obyéejnych a par-
cidlnich diferencialnich rovnic, nové pohledy na pojmy derivace a TeSeni, funkcionalni
analyza atd.) v 19. a na zadatku 20. stoleti byl impulsem k podrobnéjsimu studiu vlast-
nosti Navierovych-Stokesovych rovnic a také k tomuto studiu nabidl fadu novych moz-
nosti. Prvnimi, kdo se seri6zné pokouseli zodpovédét otazku, zda Navierovy-Stokesovy
rovnice skuteéné maji feSeni, byli §védsky matematik a fyzik C. W. Oseen (1879-1944)
a francouzsky matematik J. Leray (1906-1998). J. Leray se pro jednoduchost, aby
predesel problémtim s okrajovymi podminkami, zabyval proudénim, které hypoteticky
vyplituje cely t¥irozmérny prostor R3. JelikoZ rovnice (1), (7) jsou evoluéniho typu,
tak je doplnil pocateéni podminkou

v(x,0) = v(x) pro x € R3 (8)

a o funkci vy (pocéateénim rozlozeni rychlosti) pfedpoklddal, Ze vyhovuje rovnici
kontinuity (1) a odpovida ji kone¢n4 kinetickd energie, tj.

30 [ ()P dx < +ox. Q

2
Prvni pfirozend otézka byla, zda Gloha dand rovnicemi (1), (7) a poc¢ateéni podmin-
kou (8) méa (pfi hladké poc¢atecni rychlosti vy a hladké a jistym zpiisobem i integro-
vatelné specifické vnéjsi sile f) na libovolné dlouhém ¢asovém intervalu (0,7") FeSeni,
jehoz existence byla predpoklddéna jiz na zacatku odvozovéani rovnic, tj. feseni hladké,
cizim slovem ,regularni“. Nutno sdélit, Ze odpovéd na tuto otdzku nenasli Oseen ani
Leray a dodnes se to nepodafilo ani nikomu jinému. Leray byl pfesvédcen o tom, ze
odpovéd nemusi byt vzdy kladné, a dokonce navrhl zptsob, jak zkonstruovat hladké
feSeni v, p na Casovém intervalu (0, o), které by pro ¢ blizici se k to zleva zkolabovalo.
Kolaps by vypadal tak, Ze pro t — to— by rychlost tekutiny ve stale se zmensujicim
okoli vybraného bodu xy neomezené nartistala, pficemz celkové kineticka energie by
zustala omezend (v konkrétnim Lerayové piikladu by se dokonce blizila k nule). Pozdéji
se takovému chovéani feseni zacalo fikat ,blow-up“ (Cesky ,vybuch“) a bod [xo, 0]
v ¢asoprostoru R? x (0, +00) byl nazvan ,singularnim bodem* feseni v, p. Leray sviij
navrh na sestrojeni ,,vybuchujiciho“ feseni publikoval v r. 1934. Trvalo to 59 let, nez
J. Necas, M. Riizicka a V. Sverdk (1993) ukézali, ze ,tudy cesta nevede“, neboli ze
zpusobem navrzenym Lerayem se ,blow-up“ zkonstruovat neda. Nutno vsak dodat, ze
negativni vysledek Necase, Ruzicky a Sveraka nefiks nic o tom, zda ,blow-up* se da
vzdy (tj. u kazdého FeSeni ulohy (1), (7), (8)) vylouéit nebo zda lze feseni vykazujici
»blow-up“ zkonstruovat (nebo alesponi dokazat jeho existenci) néjak jinak.
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,Blow-up®“ feSeni v v case ty by hypoteticky mohl nastat i v nekonec¢nu, po-
kud by existovaly posloupnosti {t,} (neklesajici posloupnost ¢asovych okamzikl
spliujici ¢, — to) a {x,} (posloupnost bodf v R3 spliiujici |x,| — +00) takové, Ze
[v(Xn, tn)| — +00.

Popsana tloha je presné tim problémem, ktery je povazovan za ustiedni otdzku
teorie Navierovych-Stokesovych rovnic. Zformulujme ji vzhledem k jeji zavaznosti jesté
jednou: Je ddn casovy interval (0,T) libovolné délky T. Je ddna omezend hladkd
funkce vo v R3, vyhovugici rovnici kontinuity (1) a podmince (9). Je ddna omezend
hladkd funkce f spliiujict

T
/0 /RB |f(x,t)|> dx dt < +oc. (10)

Mad dloha (1), (7), (8) (p7i jakékoliv kombinaci dangch funkei vy a f s poZadovanymi
vlastnostmi) na casovém intervalu (0,T) omezené hladké teseni (neboli reguldrni te-
Send, nevykazujici ,blow-up®), nebo pii nékteré kombinaci funkct vo, f existuje fesent,
u néhoz ,blow-up® v nékterém dcasovém okamZiku to < T nastane? (Jak poznidme
v dalsi kapitole, oboji neni vzhledem k jednoznacnosti reguldrniho feSeni mozné.)

K dusledktim pozitivni nebo negativni odpovédi na formulovanou otazku se vratime
v diskusi na zavér ¢lanku.

4. Vynatek z kvalitativni teorie Navierovych-Stokesovych rovnic
(20. stoleti)

Predchézejici kapitola mohla ¢tenafe naladit pesimisticky, protoze byla vénovana jen
tomu, co se nevi, a nepfinesla nic kladného. Pfitom ve 20. stoleti bylo praci jen
z oblasti kvalitativnich vlastnosti Navierovych-Stokesovych rovnic publikovano mnoho
set (spiSe nékolik tisic), a to zcela pomijime bouflivé se rozvijejici oblast numerickych
metod FesSeni, jejich teorie i aplikaci. V této kapitole se proto zminime jen o nékterych
vysledcich, které s problémem existence hladkych ¢i nehladkych feSeni Navierovych-
-Stokesovych rovnic tzce souvisi.

Zacit nelze nikym jinym nez opét J. Lerayem a jeho pracemi ze 30. let minulého
stoleti. Leray, kdyz nenasel zptsob, jak dokéizat existenci regularniho feSeni tlohy
(1), (7), (8) v zadaném ¢asovém intervalu (0,7), udélal néco velmi prirozeného, co
napadne kazdého ¢lovéka, kdyz se nékde ztrati: vratil se zpét do bodu, kde jesté veéril,
7e byl na spravné cesté. Tim bodem byla integralni rovnice (6), kterd, jak jsme vidéli
v kapitole 2, Navierové-Stokesové rovnici (7) pfi odvozovani pfedchézela. Leray se
v8ak z viceméné technickych divodi nevratil pfesné k integralni rovnici (6). Nicméné
si uvédomil, ze zdkon zachovani hybnosti v integralnim tvaru ma k prirodé blize nez
parcidlni diferencidlni rovnice (7). Ve svém ¢lanku z r. 1934 cituje Oseena a pfipomin4,
ze Oseen jiz dfive ze stejnych divodu daval prednost integralnimu vyjadreni zakona
zachovani hybnosti.
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Ozna¢me D linedrni prostor nekone¢né hladkych vektorovych funkei ¢(x,t)
v R3 x 0, T), vyhovujicich rovnici kontinuity (1), majicich v kazdém case t € (0,T)
kompaktni nosi¢ v R? a rovnajicich se nulovému vektoru pro x ¢ R® a t = T.

Vynésobime-li skaldrné Navierovu-Stokesovu rovnici funkei ¢ = (¢1, p2,¢3) z D,
integrujeme-li obé strany na R? a na ¢asovém intervalu (0, T'), aplikujeme-li vhodnym
zpusobem integraci per partes a uzijeme-li téZ poc¢ateéni podminku (8), obdrzime

T 3 3
Jp ov ov ¢
—ov- 2P § v - § e foo)dxdt =
/0 /R?’ ( o ot " j=1 e axj o 'uj:1 axj a‘rj Lp) *

—— [ ow- e 0ax ()
RS

Je pozoruhodné, avsak téz snadno pochopitelné, ze tlak se uvedenym postupem vy-
trati: integral [p, Vp-@dx je roven — [, pdivepdx a toto je rovno nule, protoze
¢ vyhovuje rovnici kontinuity. Integralni rovnice (11) je tou rovnici, kterou J. Leray
nahradil diferencidlni Navierovu-Stokesovu rovnici (7) v¢etné poc¢ateéni podminky (8).
Moznost libovolné vybrat ¢asovy interval {(t1,t2) a oblast V' v integralni rovnici (6) je
nyni nahrazena moznosti libovolné vybrat testovaci funkci ¢ € D.

Vratme se znovu k diferencidlni Navierové-Stokesové rovnici (7). Vyndsobime-li
ji skalarné funkci v a integrujeme pres R3 x (0,t), pak uZitim integrace per partes
a rovnice kontinuity (1) snadno ukdZeme, Ze integréal nelinedrniho ¢lenu je nula:

3
ov; \ |v|?
/R E Ql}]a vdxfg/ E ]895 5 ~v)dxg/R<E a—;>7dx0.
3 3 ]:1 7

Po nékolika standardnich tipravach pak obdrzime tzv. ,energetickou nerovnost

Q/ v(x, )] dx+u/
2 R3 RS_
gg/ lvo(x)|* dx + // of (x,8) - v(x, s) dx ds, (12)
R3 R3

ktera ¥ika, ze pokud tloha (1), (7), (8) m4 FeSeni, s nimz lze provadét vSechny operace

dxds <

XS

895]

vedouci k (12), tak kinetickd energie v jakémkoliv Case ¢ plus mnozstvi kinetické
energie, které se v ¢asovém tseku (0,t) vlivem vazkosti pfeménilo v teplo, je mensi
nebo rovno souctu pocatecni kinetické energie a prace vykonané objemovou silou
v R? v ¢asovém intervalu (0,¢). (Hladk4 feseni dokonce spliiuji energetickou rovnost.
Reseni, ktera se vSak skuteéné podafilo zkonstruovat, splituji pouze nerovnost — viz
nésledujici odstavce.)

Rovnice (11) a nerovnost (12) jsou motivaci k definici pojmu tzv. ,slabého FeSeni®:
Slabym FeSenim tulohy (1), (7), (8) na ¢asovém intervalu (0,7) nazyvame funkci v
takovou, zZe

ov

2
——(x,t)| dxdt < +oo, (13)

0<t<T

esssup/ lv(x,t)|* dx < +oo0,
R3 R3 Jj=1
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v splituje energetickou nerovnost (12), v vyhovuje rovnici kontinuity (1) a koneéné v
splituje integralni rovnici (11) pro vSechny testovaci funkce ¢ € D. (Symbolem ess sup
oznadujeme tzv. esencidlni supremum.)

Pokud funkce v nemé klasické derivace potfebné v rovnicich a nerovnostech (1)
a (11)—(13), tak je chépeme jako tzv. zobecnéné derivace. Platnost energetické ne-
rovnosti se ¢asto do definice slabého Feseni nezahrnuje, z hlediska problému disku-
tovanych v tomto ¢lanku to vsSak neni podstatné. Vidime, ze pozadavky kladené
na slabé feSeni jsou mensi nez na klasické feseni. U slabého feseni totiz vystacime
pouze se zobecnénymi prvnimi parcidlnimi derivacemi podle prostorovych proménnych
r1, T2, r3 a derivaci podle ¢asu nepotfebujeme vibec. V podstaté jsme ukazali,
7e kazdé klasické feSeni tlohy je téZ slabym fesenim. Na druhé strané kazdé slabé
feSeni nemusi byt klasickym feSenim. Lze vSak ukazat, ze je-li v slabé feSeni, které
mé hladkost pozadovanou na klasickém feSeni, pak existuje skaldrni funkce p (tlak)
takova, Ze dvojice v, p je klasickym FeSenim.

J. Leray pouzival nazev  turbulentni feseni“. Termin ,slabé feseni“ se vzil pozdé&ji.
V praci z r. 1934 dokazal Leray existenci slabého feSeni. Pfedlozeny dikaz je zalozen
na sestrojeni posloupnosti Galerkinovych aproximaci, které k feseni konverguji.

Koncept slabého feseni neodporuje hypotéze o ,,vybuchu“, popsané v kapitole 3
tohoto ¢lanku. (Pouzivejme vSak radéji vzity anglicky termin ,blow-up“.) Slabé feSeni
v R? x (0,T) miize teoreticky mit uvnitt svého defini¢nitho oboru singuldrni body.
V souladu s vykladem ve 3. kapitole vsak opakujeme, ze skutecny vyskyt singularnich
bodu (pfi hladkych vstupnich datech tlohy, tj. pfi hladkych funkcich f a w) je
otevienym problémem.

Pozdéji byly Lerayovy vysledky dokdzény i pro proudéni v jinych (napfiklad omeze-
nych) oblastech 2 C R3. (Viz E. Hopf 1951 a dal&i.) Rovnéz dalsi vysledky, o nichz se
zminime, jsou platné nejen pro proudéni v celém R3, ale i pro proudéni v obecnéjsich
oblastech £2. Pro jednoduchost se vsak az do konce ¢lanku omezime na piipad 2 = R>.

Mame-li slabé tfeseni, pak dilezitou otazkou je, je-li toto feSeni jediné nebo zda
uloha muize mit vice riznych slabych feseni. Zde se dostavame k dalsimu otevienému
problému, nebot musime pfiznat, Ze otdzku jednoznacnosti slabého feSeni Leray nezod-
povédél a odpovéd dodnes nenalezl ani nikdo jiny. Jde pfitom o problém zcela zasadni
nejen v teorii, ale i v aplikacich: Je pékné kdyz numerickymi metodami spocitdme
néjaké priblizné teseni ulohy (1), (7), (8) (nebo obdobné wulohy v omezené oblasti).
Co je nam to vsak platné, kdyz nevime, zda uloha nemd jesté jind reseni, a tekutina
se v redlném proudovém poli, o némzZ pomoci matematického modelu chceme ziskat
informace, chovd v souladu s jinym TeSenim nez s tim, které jsme nalezli?

Céstecnou odpovéd na otazku jednoznacnosti slabého Feseni piinesly vysledky
G. Prodiho (1959), J. L. Lionse a G. Prodiho (1959), H. Kozona a H. Sohra
(1996) a dalsich, ktefi specifikovali t¥idu funkci, ve které se nemohou vyskytovat
dvé rizna slaba feSeni. Prislusné véty v podstaté fikaji toto: Je-li v slabé Teseni
alohy (1), (7), (8), které patii do nékterého z anizotropnich Lebesgueovjch prostori
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L7(0,T; L*(R®)3), kde 2<r <400, 3<s<+o00 a 2/r+3/s<1,') pak v je jedi-
nym slabym tesenim. Oznacme dale pro jednoduchost popsanou tfidu funkci, do niz
m4 patfit v, symbolem J (t¥ida, ve které je zarucena jednoznacnost). Problémem je,
ze tfida J nepokryva celou tfidu existence, v niz se Lerayovo-Hopfovo slabé feSeni
muZe nachézet. Takze pokud Lerayovo-Hopfovo slabé feSeni nepadne do J, o jeho
jednoznacnosti zatim nevime nic.

Otazka jednoznacnosti je tzce spjata s otazkou regularity: Diky pracim J. Serrina
(1962), H. Sohra (1983), W. von Wahla (1986), Y. Gigy (1986), G. Seregina a V. Sve-
réka (2003) a fady dalsich je zndmo, Ze pokud se slabé feSeni v nachézi ve t¥idé J, je
regularni. Protoze lze nahlédnout i opak, dostavame tvrzeni: J je tridou regularity.

Vidime, Ze i otdzka, zda slabé feSeni v tlohy (1), (7), (8) je dané jednozna¢né, nés
vede zpét k otazce, zda v je reguldrni. Pfedpoklddejme az do konce ¢lanku, Ze dana
pocatecni rychlost vy a specifickd objemova sila f jsou kromé platnosti podminek
(9) a (10) hladkymi funkcemi. Na tomto misté je vhodné se zminit o vétach, které
fikaji, ze pro né€které konfigurace je znamo, zZe feseni v opravdu regularni je, a to
tzv. ,globalné v case®, neboli na celém casovém intervalu, na némz feseni existuje. Toto
plati naptiklad o tzv. dvourozmérném proudéni nebo o osové-symetrickém proudéni ?)
nebo v pripadé, kdy dana data vy a f jsou v jistém smyslu ,,dostatecné mala*. Nékteré
prace se vénuji popisu mnoziny dat vy a f, kterd vedou ke globalnimu regularnimu
feSeni, a tuto mnozinu se postupné snazi rozsifovat.

Véty o ,lokdlni existenci silného feSeni“ (J. Leray 1934 a K. K. Kiselev, O. A. La-
dyZenska 1957) fikaji, Ze v dusledku hladkosti vy a f je existujici slabé feSeni v
jisté reguldrni na néjakém ,malém* ¢asovém intervalu (0, 7*) a pfipadné singularity
mohou vzniknout az v ¢asech ¢ > T*. V fadé ¢lanku se ukazuje, ze pokud ,,blow-up*
skutecné nastane, pak k tomu dojde pouze v relativné ,,malé“ mnoziné bodi: tzv. véta
o struktufe slabého feseni (J. Leray 1934, C. Foias a R. Temam 1979, J. Heywood 1980)
fikd, ze pokud FeSeni v splituje jistou zesilenou variantu energetické nerovnosti (coz
neni omezujici pfedpoklad, protoze slabé feSeni lze tak zkonstruovat), pak singularity
mohou vzniknout pouze v mnoziné I" ¢asovych okamziki, kterd je uzaviend v (0,7)
a jejiz %—rozmérné Hausdorffova mira je nula. L. Caffarelli, R. Kohn a L. Nirenberg
(1982) ukézali, ze mezi hypoteticky vice slabymi feSenimi tlohy (1), (7), (8) se nachézi
alespoii jedno (autofi je nazvali ,vhodnym slabym FeSenim*), které kromé jiného ma
tu vlastnost, e mnoZina jeho singularnich bodi v ¢asoprostoru (tj. v R? x (0,7)) mé
1-rozmérnou Hausdorffovu miru nula. To znamen4, Ze singularni body, pokud se viibec
objevi, nemohou vzniknout na zadné krivce, protoze ta ma 1-rozmérnou Hausdorffovu
miru kladnou.

V fadé ¢lanki se predpokladé, Ze slabé feSeni vyhovuje bud v celém svém definiénim
oboru, nebo na jeho podmnoziné nékterym doplnujicim pozadavkium. Dokazuje se, ze
pak na takové podmnoziné nemohou singularni body vzniknout. Timto zptisobem se

Yy Pripadné do L°°(0,T; L3(R®)3), zde vsak té# potrebujeme, aby funkce v byla zprava
L3-polospojitou funkei éasu na {0,T).

2) V pripadé, ze osa symetrie je mimo proudové pole; jinak je tfeba predpokladat, Ze
pocatecni tthlova rychlost v odpovidajicich cylindrickych soufadnicich i ihlova slozka ptisobici
objemové sily jsou nulové.
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opét zuzuje prostor pro mozny ,blow-up“ a vymezuji se jeho pripadné vlastnosti.
Jednoduchym disledkem ¢lanku J. Serrina (1962) je zavér, ze v mnoziné, kde je rych-
lost omezenéa jakoukoliv kladnou konstantou, nemuze nastat ,blow-up“. P. Constantin
a C. Fefferman (1993) ukézali, ze ,blow-up“ nemtize vzniknout ani tam, kde vorticita
(= rotace rychlosti) neméni p#ili§ rychle sviij smér. J. Neustupa, A. Novotny a P. Penel
(2001) dokazali, ze pokud ,blow-up“ v néjakém bodé nastane, pak musi v takovém
bodé soucasné nastat ve vSech slozkach rychlosti. Platnost stejného tvrzeni o vorticité
je otevienym problémem. H. Beirao da Veiga (1995) a H. J. Choe a D. Chae (1999)
vSak postupné ukéazali, Ze ,blow-up“ musi v singularnim bodé€ nastat minimélné ve
dvou slozkach vorticity. Radu podminek na gradient rychlosti nebo jenom nékteré
jeho slozky, vylucujicich ,blow-up“, formulovali P. Penel a M. Pokorny (2001), Ch. He
(2002) a M. Pokorny (2002). J. Neustupa a P. Penel (2003) ukézali, ze deformace
infinitezimalné malych objemi tekutiny, pfi kterych je tekutina stlacovana ve dvou
a roztahovana v jednom rozméru, podporuji regularitu, zatimco opacné deformace
prispivaji k pfipadné singularité.

Dvé prace (G. Seregin a V. Sverdk 2002, J. Necas a J. Neustupa 2002) ukazuji,
ze v okoli pfipadného singularniho bodu tlak nabyvéd neomezené velkych zapornych
hodnot. Z citované prace J. Serrina a z tohoto vysledku je nejlépe patrny rozdil mezi
realitou (proudici tekutina) a matematickym modelem (tloha (1), (7), (8)). V redlné
tekutiné nesporné existuji mechanismy zabranujici jak neomezené velkym rychlostem,
tak neomezené velkému zapornému tlaku. To vS8ak nefikd nic o tom, zda podobné
mechanismy jsou také obsazeny v matematickém modelu. Naptiklad: pokud v realné
tekutiné zacne v néjakém misté tlak prili§ klesat, pravdépodobné vznikne bublina,
vyplnéna parou nebo plynem, ktery je v tekutiné rozpustén. Vznik bublin byva pii
nékterych rezimech proudéni pozorovan, takovému jevu se iké ,kavitace“. Ve slabém
feseni Navierovych-Stokesovych rovnic vsak bublina nevznikne, to by totiz odporovalo
predpokladu o tom, zZe tekutina je spojité prostiedi. Takze slabé fesSeni na tlak klesajici
k minus nekone¢nu mize reagovat tim, Ze vznikne ,blow-up“ a slabé feseni pripadné
i bifurkuje do dvou nebo vice vétvi. Tato predstava je pochopitelné pouhou hypotézou,
pro autora c¢lanku je vsak praveé kavitace silnym argumentem podporujicim moznost
vyskytu singularit.

5. Zavér

Snaze dokazat regularitu feseni v nebo naopak pokusiim o konstrukci slabého feseni
vykazujicitho ,blow-up“ se ve svété vénuje mnoho matematiki. Navierovy-Stokesovy
rovnice maji fadu vlastnosti typickych pro nelinearni parcialni diferencialni rovnice.
Proto pritahuji pozornost badateli zejména z této oblasti.

Pokud se v budoucnu nékomu podafi dokazat, ze feseni v je regularni na celém
¢asovém intervalu, na némz existuje, potvrdi se tim, Zze Navierovy-Stokesovy rovnice
jsou velmi dobrym matematickym modelem proudéni vazké nestlacitelné tekutiny.
Jestlize naopak nékdo uspéje s konstrukci (nebo ditkazem existence) feSeni vykazu-
jictho ,blow-up“, bude to znamenat, ze Navierovy-Stokesovy rovnice se od reality
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odchyluji, a bude to velkym impulsem k diskusi o tom, co tato odchylka mize zname-
nat. Pokud by se dale ukazalo, Ze TeSeni vykazujici ,,blow-up“ neni jedinym feSenim
alohy (1), (7), (8), pak by se skutecné stalo velmi aktudlnim zabyvat se otézkou,
jakymi jinymi rovnicemi by Navierovy-Stokesovy rovnice v té které situaci mély byt
nahrazeny.

Na zavér poznamenejme, Ze silna Skola matematické mechaniky tekutin se nachazi
v Praze. Jeji vyzkum pokryva Siroké pole od fyzikalnich vlastnosti tekutin s kom-
plikovanymi strukturami pies kvalitativni teorii pfislusnych matematickych modeld
az k teorii, vyvoji i aplikacim numerickych metod. Z mnoha vynikajicich badatelt,
ktefi prispéli k jeji tradici a ve svém oboru vychovali mnoho zaki, se zminme alespon
o dvou: Jan Polasek (1926-1990, vyvoj matematickych modelt, vypodetni metody
dovedené az ke konkrétnim aplikacim pii konstrukei turbin a kompresort) a Jind¥ich
Necas (1929-2002, funkcionalni analyza a jeji aplikace, moderni teorie parcidlnich
diferencidlnich rovnic).

Aby seznam literatury nebyl piili§ dlouhy, omezujeme se (s vyjimkou historické
prace O. Darrigola) na citace knih, v nichz mohou zdjemci nalézt podrobny vyklad
teorie Navierovych-Stokesovych rovnic i rozsahly soupis dalsi souvisejici literatury.

Podékovani. Za peclivé precteni ¢lanku a za fadu pfipominek autor dékuje svym kolegiim
RNDr. ALENE SoLCOVE, Ph. D. (zejména v historické ¢4sti), a RNDr. MILANU POKORNEMU,
Ph.D. (v ¢asti tykajici se teorie Navierovych-Stokesovych rovnic).
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