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Pruzné kyvadlo: od teoretické mechaniky
k pokustim a zase zpatky

Leos Dvordk, Praha

Clanek [1], ktery vySel z prace fesené se stiedogkolskym studentem, je inspirujici.
Upozorniuje na zajimavy problém, s nimz jsme se leckdo mohli nékdy potykat v prak-
tikach i jinde. Navic muze vyprovokovat snahu ,poprat se“ s timto problémem jesté
lépe, misty do vétsi hloubky — a také se blize seznamit s tim, co uz je v této oblasti
hotovo. Samozfejmé se tim utvrdime v nazoru, Ze vyfeseno je na jisté trovni jiz
prakticky vSechno. Ovsem i tak jde o problém, ktery muze byt zajimavy napiiklad pro
vysokoskolské prednasky a cviceni z teoretické mechaniky. A moznd v néjaké formé
i pro tvodni partie mechaniky ¢i pro zakladni fyzikalni praktika.

Nasledujici text je proto veden snahou ukézat, jak by naptiklad ve vyuce zminénych
partii bylo mozno k problému pruzného kyvadla pristupovat sice jednoduse, ale pritom
pokud mozno presné a snad i elegantné — a co vSe by se na tomto problému mohl
student naudit.

Pruzné kyvadlo — odvozeni rovnic

Podivejme se tedy na problém pruzného kyvadla, kyvajiciho v jedné roviné, z pohledu
studenta, ktery se ve vysokoskolském studiu zacal seznamovat s teoretickou mechani-
kou.

N4&s student ziejmé pro FeSeni problému zvoli polarni soufadnice r a ¢ (pro-
toze thlovou soufadnici je zvykly pouZivat pi¥i FeSeni pohybu kyvadla). ZapiSe
v téchto soufadnicich kinetickou energii 7' = 2m(#)? + 2m(r¢)? a potencilni ener-
gii V = —mgrcosy + $k(r —ly)*. Zde, samoziejmé, m je hmotnost kyvadla (tedy
yhmotného bodu® na konci zavésu), g gravitaéni zrychleni, k& tuhost pruZiny a Iy jeji
délka v neprotazeném stavu (viz obr. 1). Z lagrangidnu L = T — V pak muze odvodit
pfesné rovnice daného problému. (Dostal by tak rovnice (3) z ¢lanku [1].) Tyto rovnice
jsou vsak pro analytické feseni ptilis komplikované.

Student vi, Ze problém se zjednodusi, omezi-li se na kmity s malymi vychylkami
od rovnovazné polohy dané minimem potencidlni energie. I bez parcidlniho derivo-
vani V' snadno uréi, Ze ¢rov = 0 (kyvadlo v rovnovéze visi doltt) a 7oy = lg + myg/k,
nebot pruzina se natédhne o délku 7.,y — lp, aby svou silou vyrovnala tihu zavazi,
k(reov — lo) = mg. (V souladu s [1] oznadime o, = l;.) Misto se soufadnici r tedy
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nadéle bude pracovat se zobecnénou souiadnici

§=r—1, kde 1g=10+%. (1)
Protoze jiz v teoretické mechanice probral kapitolu Malé kmity, nasadi student stan-
dardni postup. Rozvine lagrangian do ¢lend druhého fadu v £ a ¢ a z vysledného
L=im(&+ lgng) — 3(mglyp?* + k&?) (plus konstanta, kterou lze ignorovat) odvodi
Lagrangeovy rovnice druhého druhu. Ziska tak

§+22¢=0 a ¢g+wlp=0, (2)

kde

2, =Vk/m a w,=1/g/ly, (3)

tedy dvé nezavislé rovnice, jejimiz FeSenimi jsou harmonické kmity s thlovymi frek-
vencemi danymi (3).

Obr. 1. Pruzné kyvadlo — popis.

Kde ale ziistal ten skutecné zajimavy jev, tedy vzajemnéa interakce kyviu a kmitta
pruziny? Je ziejmé, Ze ¢leny druhého fadu k jeho popisu nestaci. (Student si muze
uvédomit, Ze v aproximovaném lagrangianu nejsou ¢leny, které by kombinovaly & a ¢,
resp. jejich derivace, takZe vysledné rovnice musi byt zcela separovany.)

Jestlize ¢leny druhého fadu nestadi, je prirozené doplnit aproximaci o ¢leny dalsiho,
tedy tretiho fadu. Nemame-li néjaky zvlastni diivod nékteré cleny vypustit, je tfeba do
takové aproximace zahrnout vsechny ¢leny t¥etiho fadu. (Na nutnost uvazovat vSechny
Cleny tietiho fadu upozortiuje napf. [2]. Divodem, pro¢ nékteré ¢leny vypustit, by
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mohla byt pouze skutecnost, ze by byly pfilis malé v poméru k ostatnim. To by mohlo
nastat naptiklad, pokud by se velmi vyrazné lisily frekvence kyvt a kmiti, coz vsak
obecné neni nas piipad.)

Pokud student doplni aproximovany lagrangian o ¢leny tietiho ¥adu, ziskd (az na
konstantu)

L=1im(& +12¢%) — L (mglyp® + k) + mly€p® — tmgtp?®. (4)

Interakéni ¢leny obsahujici €52 a €¢? napovidaji, Ze vzajemné ovliviiovani kmité
a kyvu jiz bude v této aproximaci popsano. A opravdu: Lagrangeovy rovnice druhého

druhu
A (LY 0L _ . d (9L 0L
dt \ 9¢ ae dt \ 9p Do

po drobnych tapravach vyjdou

§4 0226 = 1y($* — Jw2¢?), (5a)
¢+wi@:wi£gpf2é¢. (5Db)
lg lg

(Poznamka pro ¢tendfe, ktefi si chtéji odvozeni zkontrolovat: Pfi odvozeni rovnice (5b)
upravy zahrnuji déleni rovnice ¢lenem (1 + 2£/1,), ktery vyjde u ¢, nasledny rozvoj
¢lenu (1 +2£/1,)~! a zanedbani ¢lent vyssiho neZ druhého Fadu.)

V rovnici pro kmity (5a) je na pravé strané ,budici* ¢len zavisly na kyvech;
analogicky je tomu i v rovnici (5b).

Rovnice (5) jsou samoziejmé odvozeny za pfedpokladu malych vychylek z rovno-
vahy, tedy pro |p| < 1, €| < l,. Poznamenejme jesté, ze k témto rovnicim lze dospét
i z Newtonovych pohybovych rovnic (tedy z rovnic (3) v [1]), ponechdme-li v nich
vSechny ¢leny druhého fadu v proménnych &, ¢ a f , .

Mala odbocka: kdo jaké rovnice uziva

Srovnani s ¢lankem [1] ukdze, Ze jeho autofi v aproximovanych rovnicich, z nichz dale
vychazeji (rovnice (6) v [1]), nemaji dva ¢leny, které ndm vySe vysly v rovnicich (5).
Tyto ¢leny, konkrétné —3l,w2e® a w2 (&/ly)e, jsou oviem Fadové stejné velké jako
Cleny, které autofi ¢ldnku [1] ve svych rovnicich ponechévaji. Jejich aproximované rov-
nice jsou proto vhodné spise ke kvalitativni diskusi feseni celého problému. Chceme-li
ziskat vysledky kvantitativné pfesnéjsi, je tfeba v rovnicich (5) ponechat celé pravé
strany a nic z nich nevypoustét.

(Je pravda, Ze ¢leny, které v ¢lanku [1] v aproximovanych rovnicich chybé&ji, jsou
,V pruméru”“ ponékud mensi nez ¢leny, které v nich autofi ponechali. Napf. pro kyvy
s uhlovou frekvenci w,, tedy pro kyvy neovlivnéné kmity, je vidét, ze clen —%lgwiapQ
je co do velikosti ,,v priméru“ polovinou ¢lenu l,¢%. Oba tyto ¢leny se navic méni
se stejnou frekvenci, takze je jasné, ze ke kvalitativnimu popisu ¢i k urceni frekvence
razt napiiklad v pfipadé ,dominantnich kyvi“ sta¢i autortim [1] jejich rovnice (6).)
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70. let vénuji (napf. [2-8]), uzivaji autofi spiSe kartézské souradnice x, y. V nich je
totiz jednodussi jak aproximovany lagrangian

L=1im(#* - wix2 + 9% — 2%y% — \ya?),
tak rovnice
Ptwlr=—-dry, §+2y=-3 " kde A= (02} -wl)/l,. (6)

(Smér soufadnicovych os z, y je vyznacen na obr. 1, takze x = rsinp, y = rcosp — l,;.)
Nas student by si samoziejmé musel dat pozor na to, ze v ¢lancich je na pravé strané
rovnic ¢asto opacné znaménko, protoze uzivaji svislou souradnici mifici vzhiru, nékde
se uziva souradnic délenych [,, né€kde je m = 1 apod. — ale jisté se od nas dozvi radu,
Ze na takovéto véci si musi pfi studiu ¢lankt zvykat.

My budeme v dal$im odvozeni, kviili moznosti srovnani s [1], FeSit problém i nadéle
v polarnich soutfadnicich. Na nékterych mistech pfitom upozornime na souvislosti
s FeSenim v x a y.

Déle ukézeme, jak by mohl nas hypoteticky student p¥iblizné FeSit rovnice (5)
a o ¢em vSem by se pfitom mohl poucit.

Dominantni kyvy: nic slozitého

Vysetfujme nejprve, v souladu s [1], ptipad kyvi, které nejsou prakticky ovlivnény
podélnymi kmity pruzného kyvadla. Misto (5b) tedy néas student vezme druhou z rov-
nic (2), zajésd, Ze jde o starou dobrou rovnici pro harmonicky oscilator, a napise jeji
feSeni napfiklad ve tvaru

© = g cos(wyt).

Toto FeSeni dosadi do pravé strany rovnice (5a) a po tpravach dostane
. ggp2
4 2% = TO (1 — 3cos(2wyt)). (7)

Pro 2w, # £, miize feeni (pro £(0) = 0) hledat ve tvaru
& = Acos(2;t) + B cos(2w,t) + C;

konstanty uré po dosazeni do (7) a do poc¢ateéni podminky. Reseni Ize upravit na tvar

£(t) = Esin(wst) sin(wyt) + F cos(£2:t) + C, (8a)
kde
0, 0,
ws == + wy, Wy = o Wy, (8b)
3915 3915 9¢%
E=- = — C="—"= F=£(0)-C. 8
2(22 —4w2)  Bwwy a2 ¢0) (8¢)
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Porovnani feSeni (8) s numerickym fe§enim pfesnych rovnic (rovnic (3) z [1]) ukaze
dobrou shodu. Obr. 2 ukazuje srovnani obou feseni pro kyvadlo s parametry prevza-
tymi z ¢lanku [1]: [ = 0,28 m, k = 12,5 N/m; tihové zrychleni bereme g = 9,81 m/s%.
Jsou porovnéana feSeni pro piipad m = 0,09kg, tedy pro 2w,/2, =0,9, a pro am-
plitudu kyvit ¢o = 0,05785rad (opét pievzatou z [1]). Podateéni podminku bereme
£(0) = 0. Numerické feseni vyuzivalo Rungeho-Kuttovu metodu 4. fadu s automatic-
kou volbou kroku (algoritmus uvefejnény v [9] naprogramovany kdysi do systému
Famulus, jenz byl nyni uzit k vypoctu). Relativni pfesnost FeSeni byla nastavena
na 1072,

Jak graf ukazuje, feSeni (8) v tomto pfipadé vcelku dobie vystihuje feSeni pfesnych
rovnic jak co do frekvenci, tak co do amplitudy. Detail grafu, ktery zde v zadjmu
stru¢nosti neuvadime, by ukézal, Ze presnost amplitudy ¢ini asi 4 %. Pro m = 0,06 kg
(2w, /12, =0,75) je shoda amplitud lepsi nez 1% a analytické feseni lépe kopiruje
prabéh numerického i kolem minima rézt. (Toto plati pro ¢g uvedené vyse, velikost
chyby samozifejmé zavisi i na amplitudé kyvi!) Podobné miizeme porovnavat ana-
lytické a numerické feseni i pro dalsi kombinace parametrii a pro ruzna pocatecni
protazeni pruziny dana hodnotou £(0).

1073

Obr. 2. Porovnani numerického Feseni presnych rovnic (plna ¢éra) pro pruzné kyvadlo s rese-
nim (8) (krouzky) pro kmity buzené kyvy; 2w, /2, = 0,9 a ¢o = 0,05785.

7 téchto srovnani nas student mize vidét, ze se v daném pripadé vyplatilo nechat
v rovnici (5a) vSechny ¢leny druhého fadu. Autorim ¢lanku [1] diky zanedbani jednoho
z ¢lenti vychézi napf. amplituda réza (r),;, viz (19) v [1], kde za [,w? dosadime g)
o tfetinu mensi v porovnani s vyse odvozenou hodnotou F.

Pozor na rezonanci! (A prvni maly pokus)
Samoziejmé, Ze analytické FeSeni (8) nemuize dobfe popsat kmity v blizkosti rezonance.

Uz ze vztahu (8c) miZze nas student vidét, Ze pro 2w, blizici se {2, je amplituda
kmitt E velkd. Nebude tedy mozno zanedbat pravou stranu rovnice (5b) a kmity
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za¢nou ovliviiovat kyvani kyvadla. Naptiklad pro m = 0,11kg, tj. 2w, /2, = 0,97, je
jiz nasSe aproximace prakticky nepouzitelna. Tim spiSe toto nastane v rezonanci, tedy
pro

2wy, = 02, (9)

kdy feseni rovnice (7) musi obsahovat ¢len ¢sin((2,t).

Kdy nastane rezonance, mtizeme jednoduse zjistit i bez méfeni period kyvi a kmitt
¢i tuhosti pruziny a hmotnosti zdvazi. Sta¢i si vSimnout, o kolik se pruzina pii
zatiZeni zavazim protahne. Z (1) a (3) plyne l, — lo = mg/k = l4(w,/$2,)?, takze
lo/lg =1 — (wy/12,)%. Po dosazeni (9) je jasné, ze

v rezonanci: Iy = 3 lo. (10)
Staci tedy na pruzinu pfridavat zavazi tak dlouho, az se protdhne o tfetinu své délky,
a pak uz jen ovérit, ze kyvy opravdu vybudi kmity o velké amplitudeé.

Obr. 3. Pruzné kyvadlo — realny pokus.

Obrézek 3 ukazuje, v jakém usporadani mize student s pruznym kyvadlem experi-
mentovat. Zavésime-li horni konec pruziny na nit, mizeme prodluzovanim a zkracova-
nim niti ,ladit“ frekvenci kyvi pfi nezménéné frekvenci kmiti. Pro konkrétni hodnoty
parametrii (jiné, nez v ¢lanku [1]) byl vztah (10) ovéfen s presnosti asi 3 %.

(Poznamenejme, Ze pro experiment potfebuje student opravdu pruzinu. Pokus na-
hradit pruzinu kloboukovou gumou selhal v dusledku pf#ili§ velkého tlumeni.)

Dominantni kmity: zjednoduSujeme rovnici

Jak si poradit s pripadem, kdy pfi pohybu pruzného kyvadla vyrazné dominuji kmity?
Povzbuzeni pfedchozim tspéchem (a po vzoru ¢lanku [1] a dal$ich) zanedbame nyni

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 51 (2006), ¢. 4 317



naopak vliv kyvii na kmity, tj. misto rovnice (5a) vezmeme prvni z rovnic (2) a jeji

feSeni
& = &y cos(f2:1). (11)
Rovnice (5b), tedy
2
¢+—€¢+wi<1—§>¢:0, (12)
ly ly

pak ovSsem vypada slozitéji. Nastésti si nas student vzpomene, ze vhodnou substituci
Ize z linearni diferencialni rovnice druhého fadu odstranit ¢len s prvni derivaci. Muze
zkusmo zvolit ¢(t) = f(¢t) - ¥(¢t) a hledat funkci f(t), ,aby to vyslo“. Pro f dostane
diferencialni rovnici prvniho radu a lehce zjisti, ze tou spravnou substituci je

(t) = exp(—£(t) /1) - ¥(1). (13)
Tentyz postup lze ostatné najit tieba v paragrafu 4.1.8 uéebnice [10]. Z rovnice (12)
pak vyjde
P+ wl o E ¢ ¢ =0. (14)
ly, g

(Poznamenejme, Ze jsme pii tpravé vypustili ¢len —éQw/ lg. Jde o ¢len tfetiho fadu,
takze je korektni ho zanedbat.) Ve (14) bychom jesté pro zjednoduseni mohli dosadit
za € z prvni z rovnic (2). Af tak ¢i tak, po dosazeni explicitniho vyrazu pro kmity (11)
dostaneme nakonec pro i rovnici

b+ w2 (1+ heos(2,1))p =0, (15)
kde h je konstanta:
2
hg—o(g—gl) (16)
ly we,

Pro dostateéné malou amplitudu kmitd je pfitom |h| < 1.

Rovnice (15) jiz vypad4 jednoduseji, zejména kdyz studentovi poradime, ze vlastné
jde o znamou Mathieuovu rovnici, s jejimiz feSenimi se mize sezndmit napiiklad
v piiruécee [11] ¢i v jinych pramenech.

Mala odbocka ke kartézskym soufadnicim
Na Mathieuovu rovnici narazime v radé ¢lank vénovanych pruznému kyvadlu. Vy-
chézi v nich jako rovnice pro vodorovnou kartézskou soutadnici z. ,Je to ndhoda?“

miZe se zeptat nas student. Neni. Ve skutecnosti je substituce (13) aZ na ¢leny ttetiho
fadu (které zanedbdvame) ekvivalentni substituci
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(Stadi si uvédomit, ze ve (13) lze prepsat exp(—&/ly) =1/ exp(&/ly) =1/(1+¢/1,) =
=1y/(lg +&).) Obvykly obrat siny = ¢ jiz pak ukazuje, Ze s pfesnosti do druhého
fadu je

x = lg1.

Rovnice (15) je tedy vlastné rovnici pro z. Poznamenejme, Ze obdobné jsme mohli
upravit jiz rovnici (14).

Kyvy buzené kmity: parametricka rezonance

Rovnice (15) popisuje malé horizontalni kmity kyvadla, jehoZz délka (tedy jeden
z parametri systému) se periodicky méni podle (11). I v tomto pfipadé muze dojit
k rezonanci — a nas student mé skvélou prilezitost seznadmit se s tzv. parametrickou
rezonanct.

Nemusi hned zacit studovat Mathieuovy funkce. Staci, aby se podival do néjaké
ucebnice, kde se parametrickd rezonance probira, napiiklad na §27 v klasické uceb-
nici [12]. (Neni-li k dispozici anglicky pieklad a studentovi déld potize azbuka, miize
sdhnout po ponékud zjednoduseném vykladu ve slovenském prekladu uéebnice [13].
Uvod do parametrickych kmitii najde i v éeské uéebnici [10] & v diplomové praci [14].)

Pripomenme zde zminény ucebnicovy vyklad v ponékud upravené podobé — dejme
tomu tak, jak by si vSe mohl pfepocitat nas student, kdyby se sam s tuzkou a papirem
chtél celou véci ,,prokousat®.

Rovnici (15) si nejdfive pfepiSe na tvar

U+ wf, (14 hcos(2wt))y =0, (17)

kde
w=102/2 (18)

Inspirovan literaturou bude hledat feseni ve tvaru v = e - g(¢), kde g(t) je funkce
obsahujici ¢leny sin(wt) a cos(wt) a s je nezndmé konstanta. Pracovat s komplexni
exponenciadlou je vSak pohodlnéjsi nez se siny a kosiny. Proto nas student napise
hledané feseni ve tvaru

Y(t) = e (A1 + A_je ), (19)
kde A; a A_; jsou zatim neznadmé konstanty. V rovnici (17) zapise
cos(2wt) = 1 (eX! + e %),
dosadi do ni (19) a sleduje, co mu po tpravéich vyjde. Okamzité vidi, Ze (19) nemize
byt pfesnym FeSenim rovnice (17). Dostavé totiz ¢leny obsahujici frekvence 3w, a ty
se mu s ni¢im nezrusi. Landau s LifSicem mu v [12] v podstaté radi, aby tyto ¢leny

ignoroval. N4s student sice mozné zpo¢atku poradné nepochopi, proé¢ (to se u Landaua
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a LifSice ob¢as stdvd), ale rozhodne se tedy tyto ¢leny opravdu zanedbat. Z rovnice (17)
pak dostane

‘ h
elwt (((5+1w)2 +w?p)A1 +wi §A1> —+
‘ h
—iwt : 2 2 2 _
+e (((s—w) +wW)A_1 +wW§A1> =0.

Dale jiz jde o ucebnicovy postup. Je jasné, ze oba ¢leny v kulatych zavorkach se musi
rovnat nule,

h
((s + i(,u)2 + w?p)Al + w?p B A_1 =0,
, (20)
wi B A+ ((s — i(,u)2 + w?p)A,l =0,

a aby koeficienty A; a A_; mohly byt nenulové (tedy aby nezbylo jen jediné trivialni
Feseni Ay = A_; = 0), musi byt determinant soustavy (20) roven nule:

((s +iw)? + wf,) ((s —iw)? + wf,) - <w3, g)Q = 0.

Tuto podminku jiz student lehce upravi na kvadratickou rovnici pro s? a jejim fesenim

dostane
2 2
B2
2= (2 (i)+_1(i) | (21)
W 16 W

(Druhy kofen dané kvadratické rovnice vede ke ¢lenim s vy$$imi frekvencemi a nebu-
deme ho uvazovat.)

Ted je student v typické situaci: Cosi spocetl — ale jaky to ma vyznam? Muze mu
pomoci otazka:

Kdy je systém mimo rezonanci?

Rychly pohled na tvar feeni (19) pfipomene, kdy rezonance nenastdvd. Je to tehdy,
kdyz s je ryze imaginarni, tedy kdyz

52 <0. (22)

Kombinace (21) a (22) pak vede po malych tpravich k podmince

()

Pro porovnani s élankem [1] je vhodné dotdhnout v tomto pfipadé do konce analyticky

|h| <2

2‘1 . (23)

2
4ww

tvar naseho priblizného feseni. Oznacime-li frekvenci raza
wy =V —82, (24)
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kde 52 je ddno (21) a
W = w—wy =

%Qr*(ﬂv’ W2:W+Wv:%9r+ww (25)

vyjde po vypoétu koeficientt A; a A_; a dosazeni do (19) feSeni (odpovidajici
pocateéni podmince 1(0) = 0) ve tvaru

¥(t) = B(cos(wit) + C cos(wat)), (26)
kde

__ awh _ ¥(0)

" oW R B=1-F% (27)

Poznamenejme pro Uplnost, Ze z rovnice (20), do niz dosadime s = iw, vyjde jedno-
znacny vztah mezi koeficienty A; a A_;. Pokud student zavahéa, kde mé k dispozici
dalsi koeficient, aby mohl splnit dvé nezdvislé poéateéni podminky (pro pocétedni
vychylku a rychlost), pfipomeneme mu, Ze rovnice (21) mé dvé feSeni, takze je t¥eba
uvazovat i feSeni (19) s parametrem s = —iw. Misto (19) tedy musime brat obecné
FeSeni

w(t) — eiw\,t (Aleiwt + A,le*i“’t) + efiw\,t (Aleiwt + A,leii“)t).

Rovnice (20) opét (po dosazeni s = —iw) urcuje jednoznaény vztah mezi A; a A_j,
takZe pro splnéni pocatecnich podminek méame dva ,,volné“ koeficienty A; a A;. Tento
postup byl uplatnén pii odvozeni FeSeni (26) uvedeného vyse.

Pocateéni hodnotu ¢ uréime jako ¥(0) = exp(&y/ly) - ¢(0) a vyslednou Casovou
zgvislost thlu ¢ nakonec ze substituce (13).

103 L

Obr. 4. Porovnani numerického feseni presnych rovnic (plna ¢éra) pro pruzné kyvadlo s Fese-
nim (26) (krouzky) pro kmity parametricky buzené kyvy. (Parametry systému 2w, /2, = 0,9
a h = 0,23 jsou mimo oblast rezonance.)
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Porovnani naseho analytického feSeni s numerickym feSenim pfesnych rovnic pro
pruzné kyvadlo ukazuje obrazek 4. Vidime, zZe feSeni ma znamy charakter odpovidajici
sklddani kmitd dvou blizkych frekvenci, analytické feseni (26) pfitom dobfe vystihuje
jak frekvenci raza danou wy, tak ,primérnou amplitudu®“ i amplitudu razi, jez jsou
urceny konstantami B a C.

I v tomto pripadé jde o kyvadlo se zakladnimi parametry stejnymi, jako uzili autofi
¢lanku [1]; hmotnost byla zvolena m = 0,09 kg a amplituda kmitd & = 0,02m. V da-
ném piipadé je I, = 0,35 m, takze & /I, = 0,06 a h = 0,23. Pocate¢ni amplitudu kyvi
samoziejmé nemizeme zvolit rovnou nule; v nasem piipadé je ¢g = 0,025. Pro tyto
parametry vychazi, Ze frekvence razti uréend vztahy (24) a (21) souhlasi s numerickym
feSenim s presnosti asi 2,5 %, amplituda s pfesnosti zhruba jedno procento. (Podobné
je tomu pro m = 0,15kg.) Se zvySujici se amplitudou kmitd se oviem shoda p¥iblizného
analytického Teseni s numerickym rychle zhorsuje; pro £, = 0,04 m, tedy h = 0,46, jiz
chyba ¢ini desitky procent.

Mala odbocka pro zpfesnéni: zanedbani vyssich frekvenci, Floquetuv
teorém a dalsi souvislosti

Jiz jsme konstatovali, Ze vyraz (19) neni pfesnym FeSenim rovnice (17). Jak to, Zze ho
tedy mizeme pouzit?

Spravné bychom méli feSeni rovnice (17) hledat ve tvaru

1/1(75) :est Z Akeikwt

k=—o0

a ur¢it hodnoty vsech koeficientd Ag. (Jak uvidime déle, pro dany problém staci
brat liché hodnoty k, tj. brat As, =0.) Ze vztahii mezi koeficienty, které vyjdou
postupem analogickym jako vyse, vSak miZzeme odhadnout, Ze jiz koeficienty Az, A_3
jsou vyrazné mensi nez A; a A_7. A to nejen pro |h| < 1: i pro h = 0,5 (a pokud w
neni vyrazné nizsi nez w,) nepiesahuje ziejmé pomér Az/A; nékolik setin. Amplitudy
kmita jesté vyssich frekvenci klesaji v podobném poméru. Je tedy opravdu rozumné
ponechat v sumé jen kmity s frekvenci w.

Matematicky zalozeny student by mohl patrat po dalSich souvislostech a narazit
v literatufe na zminku, 7e s danym postupem FeSeni rovnice (17) souvisi Floguetiv
teorém. (Viz napi. §20.3 v [11].) Z n&j plyne, ze feseni rovnice & + &?(t)z = 0, v niz
&(t) je periodicka funkce s periodou T, lze psat ve tvaru z(t) = e’*P(t), kde P(t)
je periodicka funkce se stejnou periodou T'. (Tento fakt je odvozovan i v kapitolach
o parametrické rezonanci v u¢ebnicich [10, 12-13], pouze se tam nemluvi o Floquetové
teorému.) Nechdme zde stranou existenci dvou nezavislych feseni a dalsi detaily, ale
vSimneme si jedné véci, kterd by studenta mohla zarazit.

Ve Floquetové teorému se mluvi o tom, Ze P(¢) a @(t) maji stejnou periodu.
V rovnici (17) perioda funkce &(t) = wy+/1 + h cos(2wt) samoziejmé odpovidd thlové
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frekvenci 2w. Pro¢ jsme potom v feSeni (19) brali v zdvorce za et ¢leny e“? a e™1¥,

2iwt 5 e~ 2“t? Neni to v rozporu s Floquetovym teorémem?

a nikoli e

Studenta ale mfizeme uklidnit. Dalsi faktor e“? se do feseni dostane pravé z ¢lenu
el’t pred P(t). (Je iv = s + iw.) Pravé proto se v sumé v feseni (17) vyskytuji jen ¢leny
s lichymi indexy k.

Pro upresnéni snad dodejme, ze naSe Teseni se netyka pripadu, kdy by 2. bylo
pfiblizné rovno w, nebo bylo nizsi. I v tomto pripadé by feseni rovnice (17) mohlo vy-
kazovat parametrickou rezonanci (napf. pravé pro pfipad 2, = w,,), oblast rezonance
je vSak mnohem uz$i a ve skutec¢ném pripadé pruzného kyvadla se tento pripad zfejmé
nerealizuje.

Rezonance v blizkosti {2, = 2w, — jaka je hranice rezonanéni oblasti?

Jiz jsme videéli (viz (9) a (23)), Ze pro {2, = 2w, nastava rezonance, kdy kyvy vyrazné
ovliviiuji kmity a naopak. Protoze nejde o systém buzeny zvnéjsku, mluvi se v tomto
ptipadé o autoparametrické rezonanci.

Podivejme se blize, jak moc mizeme ,rozladit* pruzné kyvadlo, aby jesté nastala
rezonance. Budeme vySetfovat, jak velky muze byt relativni rozdil frekvenci

o QT—2w¢7

> (28)
aby kmity vybudily vyrazné velkou amplitudu kyvt. Protoze pruzné kyvadlo je neli-
nearni systém, zavisi mozné rozladéni na amplitudé kmitd.

V ¢lanku [1] uvadéji jeho autofi, Ze mezni rozladéni je pfiblizné Gmeérné druhé
mocniné relativni amplitudy kmitd. (Viz vzorec (33) a obr. 8 v [1].) OvSem, jak sami
tikaji, dochéazeji k tomuto vysledku ,po dosti hrubych aproximacich“. Jak ukazeme
dale, z rozboru parametrické rezonance uvedeného vyse vyplyva néco jiného — a sice
ze v blizkosti rezonance je zavislost mezi amplitudou kmitd a meznim rozladénim
linedrns.

Pojdme se proto na problém hranice rezonané¢ni oblasti podivat blize — opét tak, jak
bychom k nému mohli pFistupovat s nasim studentem. Podminku (23) nyni budeme
brat s obracenym znaménkem nerovnosti. (Nyni jde o to, kdy rezonance nastane.
Potfebujeme, aby s bylo realné, aby v feSeni (19) byl exponencidlné rostouci ¢len.)
Pro (2, = 2w, mzeme podminku upravit na

b ‘4w<2p - 22 _ 2wy + £2) [2w, — 12, =9 2w, — 120
2w? 2w2 We ’

(Sprévné bychom zde méli psat |h|, ale dale jiz uvazujeme jen h > 0.) Z toho vychézi,
7e rezonance nastane pii relativnim rozladéni

h
—. 2
el < 3 (29)
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Poznamenejme, Ze stejnd podminka je odvozena i v uéebnici [12] a k podmince, kterou
z ni dostaneme po dosazeni (16), tedy

2
o< 5 (2 -1),
9 ®
dospéli, byt zcela jinym zptisobem, také autori ¢lanku [4].

Koneénym soudcem je ale samoziejmé experiment. V nasem ptipadé zejména nu-
mericky. Pro fadu hodnot hmotnosti zavazi m v rozmezi 0,115 az 0,075kg a 0,125 az
0,200kg byly pro numericky fesené pfesné rovnice pruzného kyvadla s velmi malou
pocateéni amplitudou kyvu ménény hodnoty relativni amplitudy kmita d = &/, tak,
aby byla nalezena hodnota, pti niz kyvy za¢nou exponencidlné riist. Vysledky — mozné
rozladéni frekvenci v zavislosti na h, resp. d, v jejichz ramci dochéazi k rezonanci —
a jejich porovnéni s teoretickym odhadem (29) ukazuje obrézek 5. Horni ,,vétvi“ grafl
(tedy rozladéni e > 0) odpovidaji hodnoty hmotnosti m mensi nez 0,12kg (tedy (2.
vy$si nez rezonandéni frekvence), dolni vétvi hmotnosti vyssi.

06 0,6
0,4 [ ] 0,4 /I—

n n

n [
0,2 0.2 L
& &
0,0 - 0,0 1
02 4 0,2 4 -\-\'\.‘\lﬁm
" .
-0,4 ; . . . . -0,4 . . : :
0 02 04 06 08 1 12 000 005 010 015 020 025
h d

Obr. 5. Meze rezonané¢ni oblasti. Srovnani odhadu mozného rozladéni podle (29) (plné ¢ara)
s mezemi uréenymi numerickymi experimenty (Gtverecky).

Je vidét, Ze linedrni zavislost meze rozladéni € na h, tedy vztah (29), dobfe vystihuje
chovani pruzného kyvadla az do relativnich amplitud kmiti d asi 0,1 az 0,15. Pro vyssi
rozladéni chyba roste — ale dalsi numerické experimenty nas presvédci, ze to je dano
tim, Ze rovnice, s nimiz pracujeme, jsou jen aproximaci pfesnych rovnic. Odvozovat
presnéjsi zavislost meze rozladéni pro vyssi hodnoty d z rovnice (12) tedy nemé smysl;
vysledky by neodpovidaly skutecnému chovani pruzného kyvadla.

Poznamenejme, ze relativni amplituda kmitd u readlného kyvadla nemtze byt vetsi
nez urcitd mez — v blizkosti rezonance musi byt d < 0,25. Jinak by se pruzina pri
zkracovani kréila® pod svou délku v neprotazeném stavu. (Viz vySe vztah (10),
z néhoz je jasné, Ze v rezonanci je pruzina protazena pravé o l,/4.)

Zavislost mezi amplitudou kmitt a rozladénim kyvadla na hranici parametrické
rezonance lze ovérit i redlnym experimentem. V naSem pripadé byla v usporadani
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podle obr. 3 méfena velikost kmitti, pro které jiz pruzné kyvadlo vykazovalo rezonanci
pfi hodnotach rozladéni ¢ rovnych 0,1, 0,2 a 0,3. Amplitudy kmitd odpovidaly
vztahu (29) s pfesnosti asi 10 %.

Co uz udélali jini — aneb vSechno je hotovo, je hotovo... ?

Nejspise jiz mnohem dfive nez v této fazi bychom ziejmé naseho studenta vybidli
k tomu, aby se podival, co je o problému pruzného kyvadla napsano i v jiné nez
ucebnicové literatute. Pojdme se proto na prace jinych autort stru¢né podivat alespon
nyni.

Pivodni ¢lanek Witta a Gorelika z roku 1933, citovany v [1], student asi neseZene.
Ale mé Sanci sehnat fadu dalSich ¢lankt, zejména z Casopisu American Journal
of Physics, které svéd¢i o tom, Ze problém dosud zajima odborniky zabyvajici se
fyzikalnim vzdélavanim.

M. G. Olsson [2] diskutoval parametrickou rezonanci v systému. Konstatoval, Ze
nejsou mozné jiné rezonance, nez je piipad (2, = 2w,, a popsal dva stabilni médy
pohybu pruzného kyvadla. M. G. Rusbridge [3] ukdzal mimo jiné vysledky skuteénych
experimentt (trajektorii zdvazi, na némz byla pfipevnéna zarovicka, zaznamendval
fotoaparatem s dlouho otevienou zavérkou) a vénoval se problému vyvoje amplitud
a fazi kyviti a kmitt. H. M. Lai [5] upozornil na nekorektni pfedpoklady v Rusbridgeové
odvozeni, nezavisle Tesil otdzku vyvoje amplitud a odvodil periodu, s niz se ener-
gie ,preléva“ mezi kyvy a kmity. VSechny tyto prace uvazovaly pfesnou rezonanci
2, =2w,.

Velmi podrobné fesili vyvoj kmitt a kyvia pruzného kyvadla Breitenberg a Muel-
ler [4]. Vysli pfitom z hamiltonovské formulace problému a vyvoj amplitud a fazi kyvi
a kmit? pocitali metodou pomalych fluktuaci. Resili téz piipad stability kmit@ mimo
pfesnou rezonanci. Tento ¢lanek obsahuje také jednu z nejrozsdhlejsich bibliografii
k problému pruzného kyvadla (na padesét odkaz).

Problém, zda existuji i jiné rezonance nez v {2, = 2w,, (a okoli), diskutovali Aniéin,
Davidovi¢ a Babovié [6]. Vyuzivali pfitom diagram stability Mathieuovy rovnice; jejich
odpovéd je zdporna. V ¢lanku [7] pak titiz autofi nalezli meze, v nichZ se pruzné
kyvadlo mtze pohybovat. Bifurka¢ni diagram pro nejruznéjsi, i velmi , divoké“ pohyby
pruzného kyvadla (zahrnujici p¥ipady, kdy se pruzina miize zkracovat, kyvadlo se mtze
otacet dokola kolem bodu zavésu atd.) konstruoval S. V. Kuznécov [8].

Vsechny uvedené clanky fteSily problém pruzného kyvadla kyvajictho v roviné.
P. Lynch [15] (citovany i v [1]) fesi problém t¢firozmérného pruzného kyvadla. Na
webovych strankach [16] navic prezentuje aplet, ktery simuluje fadu pfipadd pohybu
tohoto kyvadla. Stoji za vyzkousSeni, jsou to i hezké a pro studenty jisté atraktivni
obrazky. Ttirozmérny pfipad vsak neni jedinym smeérem, kam lze feSeni problému
pruzného kyvadla rozvijet. J. Christensen [17] napfiklad diskutuje vliv hmotnosti
pruziny.

Je také dobré si uvédomit, ze pruzné kyvadlo mize byt opravdu i tlohou do
praktik v ivodu vysokoskolského studia. Naptiklad Reed College prezentuje na webu
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17strankovy navod [18] k tloze (resp. k ,otevienému projektu®) tykajici se zkoumani
pruzného kyvadla.

ZAavér

I pfes mnozstvi existujicich praci bychom v problému pruzného kyvadla mohli stale
najit oteviené otazky. Navzdory tvrzeni, Ze neexistuji jiné rezonance nez {2, = 2w,
se lze naptiklad setkat s ¢lankem [19], jehoZ autofi testuji metody numerické integrace
na rezonancich vyssiho fadu pro pruzné kyvadlo. Jen malo byl ziejmé studovan vliv
utlumu, tedy odporu prostiedi, a pravé tak vliv hmotnosti pruziny. Navic byva problém
pruzného kyvadla ¢asto studovan jen v pfibliZeni rovnic (5), resp. (6). Jak jsme vidéli
v pripadé mezi rezonancni oblasti, pro vyssi amplitudy kmit pfitom tento popis
samoziejmeé prestava vyhovovat.

Vyzvou pro ty z nas, kdo se zabyvame fyzikdlnim vzdélavanim, pak mutze byt
otazka, zda, kdy a jak dany problém pfedlozit studenttim, jak jej s nimi analyzovat
co nejjednoduseji, ale pritom bez priliSného zkresleni, a co vSe lze na ném naucit
a vysvétlit. Pokud vas tento ¢lanek v tomto sméru alespon trochu zaujal ¢i inspiroval,
splnil svij ucel.
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Frantisek Adam Petfina (1799-1855),

prvni Cesky profesor fyziky na prazské univerzité

Jiri Jindra

Petfinuv Zivot [1, 2]

Nedavno uplynulo 150 let od timrti Frantiska Adama Petfiny, vyznamného fyzika pra-
vého ceského puvodu. V prvni poloviné 19. stoleti se na prazské univerzité vyucovaly
pfedméty prevazné v némcin€, uciteli byli povétsinou cesti Némci, Ceska inteligence
a Ceské nazvoslovi se teprve formovaly. Na filosofické fakulté piusobilo v uvedené dobé
nemnoho profesort, z nichz jen nékteri dobte znali ¢esky. Byli to povétsinou profesori
humanitniho zamétfeni. Mezi pfirodovédci jich bylo pomérné malo, lze uvést profesory
J. S. Janderu, J. S. Presla, J. B. Presla a nékteré dalsi. Mezi fyziky na univerzité nebyl
dlouho zadny zastupce ¢eského naroda, dokud se neobjevil ve tficatych letech F. A.
Petfina. O jeho zivot€ a dile neni mnoho literarnich odkaz, jeho ¢innost lze vysledovat
z nekrologi [1, 2], jeho 37 publikaci (viz pfiloha), které uvefejnil v letech 1839-1856,
ze seznamu prednések z let 1845-1855, které mél na filosofické fakulté [3], a seznamu
vyucujicich na prazské Karlo-Ferdinandové univerzité z let 1832-1855 [4]. Osobni listy

RNDr. Jiti JINDRA, CSc. (1938), Ustav pro soudobé dé&jiny AV CR, Vlasska 9, 11840
Praha 1, e-mail: jindra@usd.cas.cz
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